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PRÉFACE. 



On a dit déjà que l'histoire de l’Astronomie donne , plus qu’aucune 
autre, une juste idée des progrès de l’esprit humain. Si cela est vrai en 
général, cela s’applique spécialement, ce me semble, à l’histoire des tra- 
vaux que la découverte de l’attraction a fait naître. II est beau de voir 
les hommes, courbés vers la terre par tant de besoins et d’intérêts divers, 
s’élevant peu à peu au-dessus des idées et des préjugés vulgaires, porter 
leurs regards vers les deux, qui recèlent tant de merveilles et qui pro- 
clament la grandeur du Dieu tout puissant qui les créa. Il est curieux 
de les voir , malgré de grandes difficultés , obsci v«r les astres avec cons- 
tance , les suivre dans leurs mouvemens, former, pour lier les faits entre 
eux, des systèmes ingénieux , et les corriger peu à peu par l’observation, 
en se dépouillant des illusions auxquelles la faiblesse de l’esprit humain 
les avait d’abord exposés : puis profitant successivement des secours de 
l'expérience et d’instrumens plus parfaits $ trouver lesloiç générales qui 
régissent notre système, et les réduire enfin à une seule à laquelle tout 
semble obéir. Mais il n’est pas moins intéressant de voir les Géomètres 
partir ensuite de ce principe unique , conclu des lois de la Mécanique 
et de la généralisation d’un certain nombre de phénomènes , pour les 
soumettre tous au calcul, et les déduire comme corollaires d’un théo- 
rème si simple et si fécond ; d’étudier les méthodes qu’ils ont suc- 
cessivement employées, de comparer les résultats auxquels elles les ont 
conduit , et de suivre ainsi la marche de l’esprit humain dans l’une des 
plus belles carrières qu’il ait parcourues. 

La théorie a présenté de très grandes difficultés qu’il a fallu sur- 
monter par degrés, en les divisant. L’imperfection des observations n’a 
pas même été inutile sous ce rapport, puisqu’en ne permettant de 
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découvrir que les variations principales, elle a simplifié les recherches 
faites pour les expliquer, et qu’elle a évité aux Géomètres qui se sont 
les premiers occupés de ce sujet, ce dédale de petits effets divers qu’il 
eut été si difficile d’embrasser tous à la fois. Lorsqu’on a voulu attaquer 
directement le problème des mouvemens des corps célestes, on a reconnu 
bien vite qu’il était impossible à résoudre dans toute sa généralité. Il a 
donc fallu soumettre la rigueur mathématique, naturellement inflexible, 
à de nouvelles modifications , pour l’assujétir à représenter les phéno- 
mènes de la nature, sans lui ôter toute son exactitude. On. a créé une 
théorie de l’art de négliger de petites quantités , de former des approxi- 
mations successives; et cette route nouvelle et glissante a égaré un ins- 
tant quelques-uns de ceux qui la parcouraient. Cependant, le nombre 
des Géomètres - Astronomes s’étant augmenté, ils se sont appuyés ou 
corrigés les uns les autres; les observations se sont multipliées et per- 
fectionnées; on a poussé plus loin Ica eloppomena analytiques , et on 
a trouve des termes sensibles parmi ceux qu’on n’avait pas d’abord 
considérés; la gloire attachée à des succès si difficiles, a été un puissant 
encouragement aux travaux de ce genre. Enfin l’attraction a triomphé 
sur tous les points; et chaque difficulté qui s’est élevée a été pour 
clic l’occasion d'une nouvelle victoire. Un admirable accord s’est établi 
entre les résultats de la théorie et ceux de l’observation; la première, 
après avoir été longtemps guidée, est même devenue directrice à 
son tour : ses procédés , indépendans de tout obstacle matériel, ont 
démontré l’existence de nouveaux effets que l’autre avait à peine fait 
entrevoir, ou dont elle n’avait pu faire saisir la loi. C’est ainsi que 
les deux méthodes se vérifiant et se consolidant mutuellement : la 
science qui apprécie les phénomènes les plus compliqués, qui détermine 
la grandeur et la position mutuelle de corps dont la distance est immense, 
est parvenue enfin à un point de perfection, que sont bien loin d’avoir 
atteint d’autres sciences , dont les principes semblent être bien plus 
simples et l’objet bien plus à notre portée. 

Daus cette masse imposante de travaux divers que la théorie de l’at- 
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traction a fait naître, on peut distinguer trois classes principales. La 
première comprend les recherches relatives à la détermination des mou- 
vemens de translation des corps célestes, en supposant leurs masses 
réunies à leurs centres de gravité. La seconde , celle de leurs mouve- 
mens de rotation, en ayant égard à leur figure. La troisième traite de 
plusieurs phénomènes particuliers, tels que le flux et le reflux, l'aber- 
ration, la réfraction et l’attraction moléculaire. Je ne m’occuperai ici que 
de la première classe, sans y comprendre même la théorie des comètes, 
ni celle des satellites, excepté la Lune. Dans les deux premières parties 
de cet Essai , j’ai cherché à esquisser l’histoire des progrès les plus remar- 
quables que les Géomètres du i8* siècle ont fait faire aux théories de la 
Lune et des Planètes , et à présenter eu peu de mots une analyse raison- 
née des principales méthodes dont ils ont fait usage, en m’arrêtant à 
l’époque où a paru la Mécu/iùjut: céleste * dont le mérite supérieur ne 
permet pas un examen de ce genre. L’objet de la troisième partie de 
cet Ouvrage est de donner un précis élémentaire de la méthode pour 
calculer les perturbations des corps célestes , fondée sur la variation 
des élémens de leurs orbites elliptiques, d’exposer les principaux théo- 
rèmes auxquels* elle conduit, et d’indiquer les travaux les plus récens 
et les plus remarquables sur cette théorie. 

Sentant déjà toute la difficulté de présenter avec ordre et exactitude 
les recherches de tant d’hommes de génie, c’eût clé une présomption bien 
plus téméraire encore de porter sur eux des jugemens superficiels; 
aussi me suis-je borné en général à les prendre eux-mêmes pour 
guides sur ce point , en recueillant l’opinion énoncée par chacun d’eux 
sur les productions des autres. Ainsi l’examen de la tbéo'rie de la Lune 
de Newton, fait par Clàiraut et d’Alcmbert, peut servir à l’apprécier jus- 
qu’à un certain point; la discussion entre ces deux derniers Géomètres 
nous éclaire sur les avantages et les inconvéniens de leurs méthodes ; 
la franchise d’Euler nous découvre les Imperfections des siennes; enfin 
la difficulté, long-temps jugée insurmontable, de soumettre à la théorie 
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l’équation séculaire de la Lune et les grandes inégalités de Jupiter et 
de Saturne, relève encore le mérite de celui qui le premier y a réussi. 

J’ai cherché aussi à employer le plus possible les propres expressions 
de chaque Auteur, qu’il est si rare de pouvoir remplacer avec succès. 
Je me suis permis seulement de les abréger quelquefois et d’y faire de 
légères transpositions de mots ou de phrases qui ne peuvent nullement 
en altérer le sens. 

J’ai joui d’un avantage particulier, en trouvant dans ceux qui ont 
été mes juges, des secours et des encouragemens précieux. C’est d’a- 
près leurs conseils que j’ai choisi le sujet de mes recherches ; c’est dans 
leurs cours et dans les lectures qu’ils m’ont indiquées, que j’en ai eu 
grande partie puisé les matériaux; et je regarderai leur approbation 
comme la [dus honorable récompense de mon travail. 



Explication de quelques abréviations employées dans le cours de 

cet Ouvrage. * 



Mcm. de Par. pour 
Sav. Etr. 

Prix de r Acad. 

Mcm. de Berl. 

Mém. de Tfttst. 

Jour, des Sav. 

Hcc h. 

Syst. du Monde 
Méc. al. 



Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris. 
Mémoires présentés à cette Academie par des Savons Étrangers. 
Recueil des Pièces qui ont remporté les Prix à cette Académie. 
Mémoires de l’Academie royale de Berlin. 

Mémoires de l Institut : Sciences mathématiques et physiques. 
Journal des Savons. 

Recherches sur differens points importons du Système du 
Mende , par d'Alcmbert. 

Exposition du Système du Monde, 

Traité de Mécanique céleste , 



| par M. Laplace. 



* 
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DISSERTATION 

SUR LA THÉORIE 

DES MOUYEMENS DE LA LUNE 

ET DES PLANÈTES. 

PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIES DE LA LUNE. 




CHAPITRE PREMIER. 

Esquisse rapide des connaissances acquises sur les mouvemens de la Lune 
par les Astronomes observateurs jusqu'il Newton , et de la théorie par 
laquelle il chercha le premier à expliquer ces mouvemens. 

L'ASTRONOMIE, ainsi qu’un grand nombre d'autres sciences, n’a pas été d'abord cultivée 
pour elle-même. Ce fut pour régler le temps et la marche des saisons, pour se guider dan» 
leurs voyages, que les hommes acquirent les premières notions sur les mouvemens des 
corps célestes. Des phénomènes qui excitaient la terreur et que l’on roulut expliquer, de 
vaines superstitions sur les vertus des astres, toutes les erreurs dangereuses de l’Astrologie 
judiciaire, quelque affligeantes quelles soient, provoquèrent cependant aussi d’utiles tra- 
vaux ; ceux-ci rendirent promptement l'Astronomie plus cultivée que les autres sciences 
humaines , et lui acquirent dès-lors ce premier rang quelle a toujours conservé depuis. 
D’Alembert remarque, dans le Discours préliminaire de ses Rech, sur le Syst. du Monde , 
a que malgré toutes ces idées fausses , et quoique les ouvrages astronomiques des anciens 
« n’aient pas été d’un grand secours aux modernes, il n’y a aujourd’hui presque aucun 
n principe général dont l’énoncé ou du moins le germe ne se trouve chez les anciens, 
» comme si la première impression de k nature était de noos donner des idée* justes, 

i 
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n qne l'on abandonne bientôt par incertitude ou par amour de la nouveauté , et auxquelles 
n enfin on est forcé de revenir. » 

La Lune, parla clarté qu'elle nous verse, par ses phases, par sa révolution, qui fournit 
DcVonrerie nne période naturelle , par sa proximité de la Terre et parses éclipses, est, après la Terre et 
çtri piiriciiuln l e Soleil, l’astre le plus intéressant pour l'homme; elle peut nous donner une idée bien 

dr la , i l, . , - 

Lune par l'ub- relevee de toutes les découvertes astronomiques ducs aux anciens. On attribue déjà aux 
iTraiiuu. Chaldéens la connaissance du retour constant des éclipses, au bout de aa3 lunaisons ou 
de 18 ans et 10 jours. En examinant avec soin le mouvement de la Lune, on observa 
promptement qu’au lieu de décrire un cercle autour de la Terre , d’une manière uni- 
forme , elle était soumise à une inégalité dont le maximum montait à B on 6", dont la 
période était de 27* j, et qui accélérait ou ralentissait alternativement sa marche. C’est 
ce qu’on a appelé depuis équation du centre. On reconnut que le point de la plus grande 
inégalité avançait de près de 3* à chaque révolution; qne dans cet intervalle la distance 
de la Lune à la Terre changeait anssi; que le plan de f orbite de la Lune était incliné 
d'environ 5* à celui de l’orbite du Soleil , et qne la Lune tendait toujours à arriver un 
peu plutôt à la ligne d’intersection des deux plans. On représenta ces phénomènes en 
supposant qne la Lune décrirait un cercle excentrique, en faisant mouvoir, cbaqne mois, 
la ligne des apsides de 3° vers l’orient, et en donnant à la ligne des nœuds un mouve- 
ment rétrograde sur l’écliptique. 

Hipparque, qui. vivait deux siècles avant J. -C. , détermina, an moyen des éclipses et 
déjà avec beaucoup de précision , les durées des révolutions de la Lune relativement aux 
étoiles, an Soleil, à ses nœuds et à son apogée, et il aperçut des anomalies dans son 
mouvement aux quadratures. Ptolémée suivit leur marche, en détermina la loi et la 
valeur, et découvrit ainsi l’inégalité de près de i®j, que Bonillaud a nommée érection, 
et qui diminue l’équation du centra dans les syzygies. Ptolémée construisit des Tables de* 
mouvemens de la Lune , en se servant, poor les représenter, de l’hVpo thèse des épicydes. 
On fit beaucoup d’autres Tables après loi, mais sans observer aucune inégalité non- 
y elle, jusqu’à Tycbo-Brahé, né en i546, qui, par la comparaison d’observations plu* 
exactes , en découvrit une d’environ un demi-degré , qui est nulle dans les éclipses et les 
quadratures , et qui est à son maximum dans les octans ; il la nomma variation. Il s’aperçut 
aussi que le mouvement rétrograde des nœuds est sujet à une inégalité de près de a*, et 
que l’inclinaison de l’orbite en éprouve nne autre beaucoup pies petite. Enfin Kepler, 
né en iByi, découvrit, en calculant les observations de Tycho, une inégalité d’environ 
11', dont la période est d’un an, et qu’il appela, d’après cela, équation annuelle; elle 
augmente l’équation du centre du Soleil dans les éclipses. 

Jusqu’alors, et même depuis Copernic, on avait recouru aux épicyclesde Ptolémée pour 
représenter les mouvemens de la Lune , et Tycbo avait besoin de cinq cercles pour cela. 

Lois de Kepler. Kepler reconnut, après un grand nombre de recherches sur Mars, que l’orbite de cette 
planète est une ellipse dont le Soleil occupe un des fbyere , et qne la planète se meut de 
manière que le rayon vecteur mené de son centre à celui du Soleil décrit des aires pro- 
portionnelles au temps. 11 étendit ensuite ses résultats A toutes les planètes; il découvrit 
enfin , par des essais et après un grand nombre de tentatives , qne les carrés des temps 
des révolution* des planètes sont entre eux comme les cubes de leurs grands axes ; c’est la 
troisième loi qui porte son nom. > 
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H chercha aussi à déterminer, par des formules trigonométriques, l'angle que le rayon ProMisne <te 
vecteur d’une planète fait avec la ligne des apsides , ou l'anomalie vraie, en fonction de K - r P lct- ^ 
l’anomalie moyenne ou de l'angle que décrirait par rapport à cette ligne un astre qui, 
partant et arrivant en même temps que la planète , se mouvrait uniformément dans une 
orbite circulaire. En effet, le temps de la révolution servant à trouver ce dernier angle 
par une simple proportion pour un instant quelconque, on réduisait ainsi la détermina» 
tion du mouvement elliptique à celle du mouvement uniforme et circulaire. Kepler 
employa pour y parvenir un angle auxiliaire appelé l ' anomalie excentrique, et il obtint 
les valeurs du rayon vecteur , de l'anomalie vraie et de l’anomalie moyenne , en fonction 
de cet angle. Mais cette dernière relation contenant i la fois l'anomalie excentrique et son 
sinus, ne pouvait être résolue rigoureusement en nombres; ce qui fit voir à Kepler que 
le problème de trouver l’anomalie vraie par l'anomalie moyenne , qui depuis a porté son 
nom, ne pouvait être résolu que par approximation, {f'oyex note i.) 

On vit alors que l'équation du centre de la Lune tient à ce qu'au lieu de décrire un 
cercle, elle circule dans une orbite elliptique autour de la Terre comme foyer. C'est 
ce qu’Horroxius établit le premier, au rapport de Newton (Prin. , p. 4 St ). Kepler con- 
jectura que le Soleil devait exercer une attraction puissante sur la Lune et les planètes, M*isnrr«t- 
et que c’était celle de la Lune sur la mer qui produisait le Oux et le reflux. Galilée, né ,i eulcl i Kew 
en i 564 , avait établi les lois de la pesanteur terrestre, par ses belles expériences ,<m ’ 

•ur la chats des graves. On trouve aussi dans les ouvrages de Fermât, Hook et Hé- 
velius , différens passages qui prouvent qu’à l'époque où ils vécurent, l'idée d’une action 
des corps de notre système les uns sur lés autres occupait déjà les esprits , et qu'on 
songeait à remplacer par ces considérations le système des Tourbillons de Descartes , 
qui, malgré tout le génie de son illustre auteur, n'expliquait les principaux mouve- 
ment que d'une manière vague et incomplète. Enfin la théorie des forces centrifuges 
dans le cercle, trouvée par Huyghens (né en 1639), et rapprochée de celle des dé- . 
veloppées du même auteur, conduisait immédiatement, comme le remarque d'Alcmbert, 

(Disc, prélim., p. 17) à 1 a théorie générale des forces centrales. 

Newton (né en tf>4 a, l’année même de la mort de Galilée ) arriva donc dans les cir- ^ 
constances les plus favorablesau génie dont il était doué, pour démontrer, comme il le fit unncudlc. 
le premier, la cause générale de tous les mouvement de* corps célestes, et l'on sait que 
ce fut la Lune qui lui en fournit la première vérification. En effet, cet astre faisant sa 
révolution autour de la Terre en 27I 7 * £5 J, par rapport aux étoiles, l’arc qu'elle par- 
court dans une minute de temps est de 3 a',c )4 sexagésimales. Or, en supposant la Lune 
attirée vers la Terre par la même force qui fait tomber les corps à sa surface, le sinus 
verse de «Sst arc devait exprimer l'espace que cet astre aurait parcouru dans la première 
minute de sa chute, par l’effet de cette attraction. Il le trouva de ib» 1 1 *; admettant ensuite 
que cette force croissait en raison inverse du carré des distances (ainsi que la troisième 
loi de Kepler le lui avait indiqué pour les planètes), et que les espaces parcourus sont 
proportionnels au carré du temps , il conclut de là que l'espace parcouru dans une seconde, 
à une distance 60 fois moindre , c’est-à-dire à la surface de la Terre , devait être aussi de 
> 5 ri j*. L’accord de ce résultat, conclu du mouvement dç la Lune, avec celui que Galilée 
avait trouvé long-temps auparavant par ses expériences directes sur la chute des corps à 
la surface de la Terre, lui montra l'identité des causes qui produisaient ces divers effet». 
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et cela devint plue évident encore en ayant égard aux très petite» modifications que 
l'attraction du Soleil et la force centrifuge de la Terre devaient produire dans le résultat 
conclu, pour le rendre tout-à-fait comparable au résultat observé. 11 démontra récipro- 
quement qu’en admettant la loi de l’attraction en raison inverse du carré des distances, 
les aires doivent être proportionnelles au temps ', que les orbites des planètes sont ellip- 
tiques; et la troisième loi de Kepler indiquant que l’attraction du Soleil agirait également 
sur toutes les planètes placées à la même distance de cet astre, lui montra que leur» 
poids sont proportionnels à leurs masses. 

C'est du développement de toutes ces propriétés du mouvement elliptique , de celles 
des forces centrales et de celles du mouvement dans un milieu résistant, qu’il composa 
la première édition de ses Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, qu’il 
publia en 1687, à l’invitation de Haliey. Le 3 * livre de cet ouvrage contenait une appli- 
cation générale des théories précédentes au système du monde. Celle de la Lune ne parut 
qu'en 170a, dans l 'Astronomie de Dav. Gregory. Newton l'inséra ensuite, en 1713, dans 
la seconde édition de ses Principes, et y fit quelques additions dans la troisième, qui 
parut en 1736. 

11 serait peut-êtTe plus facile de dire ce que Newton a laissé à faire à ses successeurs, 
que d’exposer tout ce qu'il a fait ou proposé de nouveau dans cet admirable ouvrage, 
dont l'analyse complète n’est pas de notre sujet. La méthode logique qu'il a constam- 
ment appliquée , et qui consiste à s'élever, par une suite d'inductions, des phénomènes aux 
causes, et à redescendre ensuite de ces causes à tou» les détails des phénomènes, sera 
toujours la meilleure dans les sciences physiques. Sa méthode géométrique de présenter 
par la synthèse tous ses résultats, en employant des figures et des constructions au lieu 
de formules, a dû céder à l'analyse algébrique, dont les procédés sont à la fois plus 
simples, plus féconds et plus généraux; mais on peut observer cependant que si, comme 
il le parait, l’emploi des substitutions successives était connu long-temps avant lui des 
astronomes, c’est à Newton qu’on doit du moins d’en avoir fait le premier une méthode 
analytique qu'il appliqua à la résolution des équations par approximation, et que les 
géomètres ont employée depuis presque exclusivement pour l’intégration des équations 
différentielles du mouvement. 

Avant de chercher à analyser la théorie de la Lune, de Newton, il n’est pas inutile 
peut-être de faire voir en peu de mots avec quelle facilité on peut, au moyen de l’attrac- 
tion, donner une explication satisfaisante des inégalités que l’on avait reconnues depuis si 
long-temps dans le mouvement de cet astre, sans pouvoir en rendre raison. Si l’on conçoit 
en effet que tous les corps s’attirent en raison-directe des masses et en raison inverse du 
carré des distances, le mouvement de la Lune autour de la Terre devra être altéré par 
l’action des corps environnait:, et particulièrement par celle du Soleil, qui est environ 
400 fois plus éloigné de la Terre que la Lune, mais dont la masse est 35 y,oco fois plus 
grande que celle de la Terre. Et comme l’application d'une même force à la Terre et à la 
Lune changerait leur mouvement absolu , mais non leur mouvement relatif, on voit que ce 
sera seulement la 1 différence positive ou négative entre l’attraction du Soleil sur la Lune 
et celle qu'il exerce sur la terre, qui troublera le mouvement delà Lune rapporté à la 
Terre considérée comme fixe. Cette différence étant la plus grande aux syzygies, c’est 
alors que l'action du Soleil tendra à éloigner Je plus la Lune de la Terre. Mai.- comme 
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c'est l'accumulation de ce* petits effets successifs qui produit les plus grandes inégalités, 
ce ne sera pas aux syzygies, mais aux quadratures, ainsi que nous le verrons plus lbin, 
que la Lune se trouvera le plus éloignée de la Terre par l’action du Soleil ( abstraction 
faite de l'excentricité de son orbite). Cette action produira sur la Lune une force dirigée 
du côté du Soleil, dans la moitié de l'orbite de la Lune qui en est le plus près, et dirigée 
en sens contraire dans l'autre moitié. Ainsi cette force agissant dans la direction du mou- 
vement de la Lune quand elle ira des quadratures aux syzygies, tendra à l'accélérer, 
tandis qu’elle agira dans une direction contraire et tendra à retarder le mouvement de 
la Lune, quand celle-ci passera des syzygies aux quadratures. 

Lorsque la Lune se trouvera à la quadrature qui précède la conjonction , son mouve- 
ment sera très lent, mais l'action du Soleil tendra à l'accélérer. Après avoir repris sa 
valeur moyenne , sa vitesse croîtra par degrés et sera la plus grande au moment de la 
conjonction-, dès-lors l’action du Soleil tendra à la diminuer ; mais, en vertu de l’accrois- 
sement acquis , c'est alors que le mouvement sera le plus accéléré , et que la longitude 
vraie sera le plus avancée; le maximum aura lieu 45* après la conjonction , au moment 
où la vitesse redeviendra moyenne. Les choses se passeront d’une manière analogue dans 
l'autre partie de l'orbite ; ce qui explique la variation , qui est proportionnelle au sinus du 
double de la distance de la Lune au Soleil, et qui dépend de la composante de la force 
perturbatrice dirigée suivant la tangente à la trajectoire. 

L'orbite de la Lune étant sensiblement elliptique , lorsque le grand axe se trouve 
sur la ligne des syzygies et l'apogée du côté du Soleil, la force centrale de la Terre 
sur la Lune , qui est la plus faible dans la syzygie apogée , reçoit la plus grande dimi- 
nution; et la force centrale, qui est la pins forte dans la syzygie périgée, y reçoit la plus 
petite diminution ; d'où il résulte que la différence des distances périgée et apogée , et par 
conséquent l'excentricité (qni en est la moitié) est beaucoup plus considérable dans ce cas 
que lorsque le grand axe est dans la ligne des quadratures. Telle est la cause de Vévection. 

Enfin l'équation annuelle tient à l'ellipticité de l'orbite du Soleil. Quand il est périgée, 
son action, devenue plus puissante, dilate l'orbe de la Lune et retarde le mouvement de natl fe. 
cet astre; mais cet orbe se contracte et le mouvement s’accélère à mesure que le Soleil 
s'avance vers son apogée, et il en résulte une inégalité semblable et de signe contraire 
à l'équation du centre du Soleil. 

L'action moyenne du Soleil diminue l'action de la Terre sur la Lune , car la diminu- ( Mon»en»en« 
tion de la force centrale dans les syzygies est plus grande que son augmentation dans les ‘ B 
quadratures. Ainsi la Lune tendant à sortir de son orbite elliptique, met plus de temps à 
aller de l’apogée au périgée, que si elle fût restée sur cette orbite , ce qui revient à donner 
un mouvement direct à la ligne des apsides. Ce mouvement , essentiellement périodique , 
sera soumis à des inégalités dépendantes des lois de la diminution de la force centrale 
et liées à l'évection ; il sera direct dans les syzygies , rétrograde dans les quadratures , et 
ce sera l’excès de celui-là sur celui-ci qui produira le mouvement annuel de l'apogée. 

L'action du Soleil tend à sortir aussi la Lune du plan de son orbite, toutes les fois Variation d« 

qu'elle ne se trouve pas dans l'écliptique , et ces deux plans se coupent suivant la * ' m ' in; "* nn n 
, , . . , . r ' mon- rineul dca 

ligne des nœuds ; on voit que cette action tend à diminuer l'inclinaison quand la Lune nmiù.. 

s'élève au-dessus du plan de l’écliptique , et à l’augmenter quand la Lune se rapproche 
de ce plan , puisque le Soleil tend, dans ce dernier cas , à le lui faire traverser un p CU 
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plutôt. Ce double effet contribuera également à donner aux nœud» un mouvement 
rétrograde , qui sera nul dans les syzygias , et à sou maximum dans les quadratures. 

Il pourra arriver cependant , quand les noeuds seront dans les octans , par exemple , 
que l’action du Soleil tende à augmenter l'inclinaison -, quoique la Lune s'éloigne de 
l'écliptique , et à la diminuer , quoiqu'elle s’en rapproche. Cela aura lieu lorsque la Lune 
étant près d'arriver à son nœud , le Soleil agira dans la direction de son mouvement , et 
cela produira une diminution dans la rétrogradation des nœuds. 

Action nos. Quant au rapport de la force principale de la Terre sur la Lune à la diminution que 
l'action du Soleil y produit , on démontre ( voyez note 4 ) qu'il est à peu près égal à la 
moitié du carré du rapport des moyens mouvemens de la Lune et du Soleil autour de la 
Terre ; «t comme les observations indiquent que le mouvement de la Lune est environ 
i 3,4 fois plus rapide que celui du Soleil , on en conclut que la force principale est à 
peu près 358 . fois plus grande que la force perturbatrice qui tend à la diminuer, u En 
» vertu de cette diminution ( Syst . M . , t. II, p. 73), la Lune est soutenue à une plus 
n grande distance de la Terre que si elle était abandonnée à l'action entière de sa 
» pesanteur -, le secteur décrit par son rayon vecteur autour de la Terre n'en est point 
n altéré, puisque la force qui la produit est dirigée suivant ce rayon. Mais la vitesse 
» réelle et le mouvement angulaire de cet astre sont diminués ; et il est facile de prouver 
» ( voy. note 4 ) qu’en éloignant la Lune de manière que sa force centrifuge soit égale 
si à sa pesanteur diminuée par l'action du Soleil , et que son rayon vecteur décrive un 
n secteur égal à celui qu'il eût décrit dans le même temps sans cette action , ce rayon 
n sera augmenté de sa 358 * partie , et le mouvement angulaire sera diminué d’un 179*. » 
Analyse <le C’est dans la discussion et l’appréciation de tous les effets isolés de l’attraction réci- 
ta théorie de la proque de la Terre, de la Lune et du Soleil, que consiste la théorie de la Lune, de Newton, 
Lune , de New- ^ j' on distinguer deux buts principaux, celui d’expliquer toutes le» inégalités déjà 
connues en en fixant la valeur , et celui d'en démêler de nouvelles. 

Ptop.de liT.I«, Ce livre I” des Principes, qui traite du mouvement des corps, contient trois propositions, 
dr» Principe , les 43^ 44* e t 45 *, sur le mouvement de» corps dans des orbites mobiles et sur le mouve- 
d,. apode». ment des apsides. Newton y fait usage des séries convergentes et de la méthode des 
premières et dernières raisons. 11 démontre qn’en représentant par n le rapport de la 
révolution périodique du mobile à sa révolution anomalistique ( ou à ton retour à la même 
apside ) , et par A le rayon vecteur de l'orbite , A**- -1 sera l’expression de la force 
centrale correspondante. Ainsi quand celle-ci décroîtra dans un rapport moindre que le 
carré des distances , n devra être plus grand que i , et le mouvement des apsides sera 
par conséquent rétrograde ; tandis que lorsque la force décroîtra dans un rapport plus 
grand (ce qui est le cas de la Lune troublée par le Soleil ) , n sera plus petit que i , et le 
mouvement des apsides sera direct. Connaissant la force centrale, on peut donc déterminer 
le mouvement des apsides , et réciproquement. 11 examine les trois cas où la force centri- 
pète est uniforme , proportionnelle à une certaine puissance du rayon ou à une fonction 
de ces puissances. 11 cherche quelle est la loi de la force eeatrale pour un mouvement 
de 3® par révolution , et il la trouve représentée par ^ ce qui s’approche beaucoup 
plus de la loi de l’inverse du carré que de celle de l'inverse du cube. Dans le coroll. a 
de la prop. 45, il fait voir que si l’on retranche de 1a force centripète — qui fait décrire 
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tine ellipse , une Force C = jyfîs A , la formule i 8 o° y/ 1 ^ donnera 1 80 ® 45 '44* 

pour la demi-révolution anomalistique , ce qn» indique un mouvement de i° 3i' a 8 ' pour 
la ligne des apsides au bout d'une révolution , et il remarque que le mouvement des ap- 
sides de la Lune est environ deux fois plus grand. Clairaut a voulu croire (flfém. Par , * 7 4 5 > 
pu 353) que Newton n'avait pas entendu faire une application an mouvement de l’apogée 
lunaire par cet exemple; il semblerait cependant que e était là son intention , puisqu il 
a représenté par C l’effet moyen du Soleil sur la Lune , et qu il regardait bien cet effet 
comme à peu près proportionnel à la distance de la Lune à la Terre, ainsi qu’on la voit 
prop. 66 , cor. 7 . 

Les prop. 66 — 60 contenues dans la 1 1 * sect. du liv. I", renferment le premier estai JWdulir I», 
qu’on ait fait pour appliquer le système de 1 attraction au mouvement ce trois corps. mcüon nm- 
L’ objet du 1 " théorème est de prouver que si trois corps inégaux s'attirent mutuellement !««]*• 

en raison inverse des carrés des distances , et si l’on considère d'abord séparément l'action 
des deux plus petits , en supposant qu'ils tournent autour du plus grand , le corps inter- 
médiaire décrira autour du corps principal , comme foyer , des aires qui seront plus 
près d’étr* proportionnelles au temps , et une orbite plus sensiblement elliptique , si la 
corps central est en effet , comme on le suppose , soumis à l'attraction des deux autTes , que 
dans le cas où il ne le serait pas on le serait suivant une loi différente. 

Pour le démontrer, Newton suppose d’abord les trois corps dans le même plan. Il 
décompose l'attraction du corps extérieur sur le corps intermédiaire en deux compo- 
santes ; l'une, dirigée parallèlement à la distance de celoi-ci au corps central , ne change 
pas la loi des aires, mais déforme l'ellipscen rendant la loi de la force centrale différente de 
celle de l’inverse du carré des distances ; l'autre composante, dirigée suivant 1 a ligne qui va 
du corps central au corps extérieur , change à la fois la proportionnalité des aires an temps 
et la nature de l’orbite (celle-ci par une double raison). Mais si le corps central est 
également soumis à l'action du corps extérieur, ce ne sera plus que la différence entre 
cette action et la seconde composante , qui produira une force troublante dans cette 
direction. Ainsi pins cette différence sera petite, plus l’ellipticité sera approchée , et elle 
le sera le plus possible quand l'attraction qu’éprouve le corps central, suivant la même loi 
que celle du corps intermédiaire , sera égale à la moyenne de toutes celles qu’éprcmve 
celui-ci dans sa révolution autour de celui-là. Le même procédé conduit à une conclusion 
semblable dans le cas où les trois corps ne sont pas dans le même plan. 

C’est dans les 39 corollaires qui découlent de ce théorème que Newton analyse , d'une 
manière générale , détaillée et simple , quoique délicate , tous les effets divers qui résultent 
de l'attraction réciproque de trois corps sur le mouvement du corps troublé, sur la grandi ur 
et sur la position des on orbite, suivant les diverses configurations que les corps présentent 
les uns par rapport anx autres ; il examine séparément les variations de toute espèce qui 
en résultent dans chaque élément , et cberahe à suivre toutes les circonstances qui en 
produisent de différentes. Il remarque , cor. >3 , que tes conclusions étant indépendantes 
de la grandeur du corps extérieur , s'appliquent aussi an cas où les deux autres tournent 
autour de lui , et il a égard , dans les derniers corollaires , à la figure et à la fluidité de la 
surface du corps central. 11 cherche à prouver, dans la prop. 67 , que le corps extérienr 
( supposé plus petit que le corps central) décrit autour du centre de gravité des deux 
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in térieurs , comme foyer , une orbite plus sensiblement elliptique et des aires qui sont plus 
près d'être proportionnelles au temps, qu'autour du corps central ; et dans la prop. 68, que 
cela a lieu plus exactement aussi quand celui-ci est soumis aux attractions des autres , 
suivant la même loi ; enfin il prouve, dans la prop. 6g, que les forces absolues de deux 
corps l’un sur l'autre , sont entre elles comme leurs masses ; d’où il est naturellement 
conduit à observer l'analogie qui existe entre les forces centripètes et les corps d'où 
èlles émanent : c’est alors qu’il définit l’attraction , l'ejforl quelconque des corps pour 
s'approcher les uns des autres. 

C’est dans le livre 3 * des Principes, qui traite du système du monde , que Newton fait 
l'application de tout ce qu’il a établi dans le premier , et consacre onze prop. ( ao — 35 ) 
à la discussion approfondie des inégalités de la Lune , et à la recherche de leurs valeur* 
numériques. 

Dans la prop. a 5 , il cherche les forces provenant du Soleil , qui troublent les mouve- 
mens de la Lune. II représente la force du Soleil sur la Terre par la droite qui les joint , 
et décompose l'action du Soleil sur la Lune , dans le mouvement relatif de celle-ci , en 
deux forces ; l'une , suivant la direction du rayon vecteur de la Lune .'est à la force 
centripète de la Terre sur la Lune, d’après la théorie des forces centrales , dans le rapport 
des carrés des temps périodiques, ou comme 1 I 178,735 ; ce qui lui donne son rapport 
à la gravité qui agit à la surface de la Terre ; l'autre , dirigée parallèlement à la ligna 
qui joint le Soleil etla Terre , est représentée par une ligne qui estle triple de la différence 
des distances de la Terre et de la Lune au Soleil. Dans les syzygies , cette deuxième força 
est triple de la première ; ainsi elle est à la force principale = 1 : 59,57 , et la force 
solaire qui se compose alors de la différence des deux, est double de la première 
(uoy. note 4 )- 

r Variasion de Dans la prop. 36, il s'occupe de la variation ( due à l'action du Soleil ) , de l'aire que 
.»« '•«ut. j e ra y on vecteur mené de la Terre à la Lune. Pour plus de simplicité , il supposa 

l’orbite de la Lune circulaire, et les lignes qui joignent la Terre et la Lune au Soleil, 
parallèles. Il décompose la résultante des forces suivant la tangente à la trajectoire, pour 
obtenir la composante qui tend à accélérer le mouvement de la Lune ; il montre que cetta 
composante est à la force parallèle au rayon vecteur, dans le rapport de 3 à a dans les octans 
(voy. n. 4 ); elle est donc les ’J.rfiT ou le* rfrfî ^e la force centripète de la Terre sur 
la Lune, et ce rapport représente l’accroissement horaire moyen de la vitesse ou de l’aire 
décrite ; mais comme le Soleil se meut en même temps que la Lune , cet accroissement 
doit être augmenté dans le rapport des révolutions synodiques et périodiques de la Lune ; 
il devient alors ox la plus grande aire décrite, qui correspond aux syzygies , 

est alors 1 4-x ; la plus petite, qui correspond aux quadratures, est 1 — x ; ce qui montre 
que la variation élémentaire de faire, dans la quadrature , est à cette même variation dan* 
lasyzygie = 10973 : 11073. Il trouve que l’excès de la variation dans un point inter- 
médiaire sur cette variation dans la quadrature , est proportionnel au carré du sinus de la 
distance angulaire de ce point à la quadrature. 

Dans la prop. 37, il indique comment on peut trouver la distance de la Lune à la Terre, 
par son mouvement horaire , au moyen de la relation qui exprime que faire est égale au 
produit du mouvement horaire par le carré du rayon ; car on voit par là que ce rayon 
est égal à la racine carrée du quotient de faire par le mouvement horaire. Il propose aux 
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a-itronomes d'en tirer le diamètre apparent de la Lune, et de voir comment cette règle 
s’accorderait avec les obeervations. 

Dans la prop. a8, il cherche la différence que l’action du Soleil produit dans les 
diamètres de l'orbite décrite par la Lune , en faisant d’ailleurs abstraction de son excen- 
tricité. Comme la courbure de la trajectoire , dans le cas où le mobile est soumis à une 
Force perpendiculaire à la direction de l’élément qu’il parcourt , est en raison directe de 
l’attraction et en raison inverse du carré de la vitesse , les valeurs précédentes lui dorment 
le moyen de trouver le rapport de la courbure de l’orbite lunaire , dans les quadratures , 
à cette même courbure dans les syzvgies. Il cherche ensuite le rapport de ces courbures , 
en supposant que la Lune décrive une ellipse mobile, et trouve, par une méthode qui 
présente quelques difficultés , que la distance de la Lune à la Terre , dans les syzygies , 
est à sa distance dans les quadratures ( sans avoir égard à l’excentricité de l’orbite de la 
Lune ) comme 6q est à 70. 

La prop. aq traite de la Variation de la Lune : elle provient, soit de la forme elliptique 
de son orbite, soit de l’inégalité des aires décrites par son rayon vecteur. Newton détermine 
par là son maximum à 3a' 3a". Mais le mouvement réel de la Terre , qui doune au Soleil 
un mouvement progressif apparent , fait que la Lune doit décrire un arc de plus de qo* 
depuis le moment des quadratures , pour être en conjonction ou en opposition avec le So- 
leil : positions qu’elle n’atteint que lorsque l’angle qu’elle a décrit est à l’angle droit dans 
1e rapport de ses révolutions synodique et périodique. Tous les angles sont dilatés 
par là dans le même rapport , ce qui porte la variation à 35' 10" dans les moyennes 
distances du Soleil à la Terre. Elle varie encore par l’effet de l’ellipticité de l’orbite 
solaire , dans le rapport du carré du temps de la révolution synodique de la Lune divisé 
par le cube de la distance du Soleil à la Terre -, ce qui porte son maximum à 37' 1 1* au 
moment où le Soleil est à son périgée. Newton n’a pas égard , dans cette détermination , à 
l’excentricité de l’orbite lunaire, dont il laisse aux astronomes à évaluer l’effet sur cette 
inégalité, et il se borne à supposer que la Lune placée aux octans est toujours dans ses 
moyennes distances. 

La prop. 3o est consacrée à la recherche du mouvement horaire des noeuds de la' 
Lune dans une orbite circulaire. 11 démontre facilement que leur vitesse est propor- 
tionnelle au produit des sinus des distances angulaires de la Lune et du Soleil au noeud , 
et de la Lune à la quadrature. Quand les noeuds sont dans les quadratures et la Lune 
dans les syzygies, ce produit est égal à l’unité ; alors l’angle des nœuds est égal à l’angle 
de dêjiexion de la Lune , ou à l’angle décrit dans l’élément du temps ( en supposant que 
la gravité terrestre vînt à cesser) , qui exprime son écart de la ligne droite, par l’effet de 
la composante de l’attraction solaire parallèle à la distance de la Terre au Soleil : le mouve- 
ment des nœuds sera donc alors au mouvement de la Lune dans le rapport de cette force 
à la principale, ou :: 1 : 5q,575, ainsi que nous l’avons vu ; ce qui donne, pour un moyen 
mouvement horaire lunaire de 3a' SS’uy’, un mouvement horaire du nœud de33'’io*33 , \., 
quand le; nœuds sont dans les quadratures. 11 démontre qu'en général, quand les nœuds 
sont hors des quadratures et la Lune hors des syzygies , le mouyement horaire du nœud 
est égal à la moitié du mouvement horaire précédent qui a lieu dans les syzygies de 
la Lune, ou à 16' 35* »6". . . ., multipliée par le carré du sinus de la distance de la 
syzygie au nœud. 

% 



Variation «les 
iliiimctrcs tic 
l’orbite. 



Variation. 



Mouvement 
huuiire de* 
uocud*. 



Digilized by Google 




Mon y*», an- 

MueidcsUoCUlls. 



Monrrm. rrai 
de» nucujs. 



rc PREMIÈRE PARTIE. TÏ 1 ÉGRIES DE LA LUNE , 

Dans la prop. 3 i, il s'occupe du mouvement horaire des noeuds de la Lune dans une 
orbite elliptique. Il prouve que ce mouvement est proportionnel au produit de l’aire 
comprise entre l'élément de l'ellipse et la ligne des nœuds par le carré du sinus de la 
distance du nœud à la syzygie ; et comme il avait trouvé une relation analogue entre le 
mouvement des noeuds et l’aire dans un cercle, il en conclut que le mouvement moyen 
horaire des nœuds dans l'ellipse est à ce mouvement dans le cercle , comme l'ellipse est 
au cercle, ou comme 6$ l 70; ce qui donne 16' ut' pour le maximum du mouvement 
cherché, en supposant les aires décrites proportionnelles an temps. Cette valeur est 
modifiée par les accroissemens que prend la vitesse ou l'aire décrite , par l'cdet de la 
force perturbatrice. Nous avons vu que l'élément de cette vitesse à son maximum dans 
les syzygies, est à sa valeur moyenne dans les octans, comme 1 107$ est à 1 ioa 3 . Les 
temps sont en raison inverse de ces vitesses , et les mouvemens correspondais de la ligna 
des nœuds sont comme les carrés de ces temps. On aura donc 

-- % » 

mouv. des nœuds dans la syz., ou ni : mouv. moy. des nœuds, ou m” noa 3 : 11073; 

, 1 * — » 

d ou m — m. m = l 1073 — 1 ioa 3 1 1 1073 = 99,79 I >073; 

d'où l’on voit que la diminution du mouvement des nœuds dans la syzygie est au mou» 
vement moyen , dans le rapport de 100 à 1 1073 à très peu de chose près. Ce décrois- 
sement anx syzygies est donc de 1 7* 4^" dont il prouve qu’il faut retrancher le j 

du mouvement horaire moyen iG'ai", pour avoir le mouvement corrigé 16' 1 S* 37" 
dans son maximum. 

Newton évalue le mouvement moyen annuel des nœuds, dans la prop 3 a, en prenant la 
somme des mouvemens moyens horaires, ou en multipliant 16' 16*37” par 365 i 6* 9',. 
valeur de l'année sidérale , et divisant ce produit par a ; il obtient ainsi 19° 49’ 3 *. Cette 
expression s'applique au cas où l'on suppose que le Soleil, au bout d'une année révolue, 
revient -au nœud d'où il était parti ; mais à cause du mouvement du nœud , le Soleil doit y 
revenir plutôt et avant d'avoir achevé sa révolution, ce qui doitproduire une diminution 
dans le mouvement des nœuds. Il trouve en effet, par des méthodes qui dépendent de la 
considération des aires et du développement de leurs valeurs au moyen des séries infinies , 
que le mouvement total du nœud par rapport aux étoiles entre deux de ses conjonctions 
avec le Soleil , est de 18° 19' 5 '; l’excès de 360° sur ce nombre , donne 34 1° 4 °' 54 * pour 
le mouvement du Soleil entre ces mêmes conjonctions , d’où il tire 1 g° 1 8' 1 " pour le mou- 
verueut moyen des nœuds dans l’année sidérale , ou dans l’intervalle pendant lequel le 
Suleil parcourt 36 o°. H observe que la différence entre ce résultat et celui que donnent 
les observations, est plus petite que la 3 oo* partie du mouvement total , et qu’elle parait 
t enir de l'excentricité et de l'inclinaison de l'orbite lunaire. La première accélère trop le 
mouvement des nœuds, tandis que la seconde tend à son tour à le retarder un peu, et à 
le ramener à sa vitesse véritable. 

Dans la prop. 33 , il cherche le mouvement vrai des nœuds de la Lune ; mais à cause 
de la trop grande difficulté du calcul ( probablement due au peu de convergence de la 
série qu’il emploie^, il se borne à donner, sans démonstration, une construction géomé- 
trique de ce problème, et s’en sert pour trouver l'angle qu’il faut ajouter ou retrancher du 
mouvement moyen , suivant que les nœuds passent des quadratures aux syzygies , ou 
des syzygies aux quadratures , pour avoir le mouvement vrai des nœuds. 11 désigne cet 
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angle par le nota à'œquatio semestris motûs nodorum : il est de t® 3ô' dan» le» 
octans ; ce qui est conforme aux observation». Il remarque aussi une autre équation 
qu'il appelle memtrua; mais elle ne lui parait pas nécessaire à la recherche de la latitude 
de la Lune , parce que la variation de l'inclinaison de l'orbite éprouve aussi une inégalité 
analogue qui compense ef corrige la première , de manière qu’on peut le» négliger 
toute» deux. 

A la suite de cette proposition , Newton insère la méthode de Machin pour déterminer 
le mouvement des nœuds. Il cherche ensuite (prop. 34) la variation horaire de, l’incli- 
naison de l'orbite lunaire au plan de l’écliptique. Elle est exprimée dan» l'orh(jMh0ulaire 
par le mouvement de» nœuds multiplié par le sinus de l'inclinaison ; et e l~ 

liptique, par ce produit multiplié par le rapport du petit axe au grand «St» I)<; là il 
parvient ( cor. 4 ) à une autre expression quand les noeuds sont dan» les quadrature», 
savoir, 33" io* (valeur du maximum do l'angle horaire de» nœuds), multiplié par le 
produit des sinus de l'inclinaison et de la double distance de la Lune aux quadrature» , 
divisé par le diamètre de l’orbite. L'inclinaison est donc soumise , dan» le temps du pas- 
sage de la Lune de la quadrature à la fyzygie (les nœuds étant dans les quadratures) , à 
une variation totale de a' 45’, produite par la somme des angles horaire» multipliée par 
le sinus de l'inclinaison , et par le rapport du diamètre à la circonférence. 

La prop. 35 a pour objet la recherche de la valeur de l'inclinaison de l’orbite lunaire 
au plan de l'écliptique , dans un temps donné ; il la détermine au moyen d'une construc- 
tion géométrique qu'il démontre. Il trouve 1 6' a3* j pour la variation totale de l'inclinaison 
la plus grande, en faisant abstraction de la position qu'occupe la Lune dans son orbite. Si 
les nœuds sont dans les èyzygies, l'inclinaison n'est point changée parles positions diverses 
de la Lune -, mais s'ils sont dans les quadratures, il faut diminuer de i' ai' i (ou de la moi- 
tié de l’excès trouvé précédemment), la variation totale moyenne quand la Lune est dan» 
les quadratures , et l'augmenter de la même quantité quand elle est dans le» syzygies. 

EnGn nous arrivons au scholie qui termine la théorie de la Lune, de Newton, u J'ai 
n voulu , dit-il , par les déterminations précédentes des mouvemens lunaires , montrer 
» comment on peut y parvenir au moyen de la cause qui les produit, n 11 annonce 
ensuite avoir trouvé plusieurs autres équations , sans exposer les méthode» par lesquelles 
il y est arrivé. Il dit d'abord avoir reconnu que l'èquation annuelle du mouvement 
moyen , vient de ce que l’action du Soleil varie suivant la position que la Terre occupe 
dans son ôrbite elliptique , et l'avoir trouvée de 1 1' 5o" dans les moyennes distances du 
Soleil à la Terre. Il fait encore mention de deux équations annuelles du mouvemeat des 
nœuds et de l'apogée , provenant de ce que leur mouvement est plus rapide dans le 
périhélie de la Terre qu'à son aphélie, en raison inverse du cube de la distance de la 
Terre au Soleil. Il trouve la première de q' a4", la seconde de 19' 43", en se fondant sur 
deux raisonnemens qui ne paraissaient pas satisfaisan» à d'Alembert, et qui, lorsqu’ils 
seraient vrais, ne devraient pas, dit-il, être énoncés comme des axiomes. 

La théorie de la gravité lui donne encore deux autres équations pour le moyen mou- 
vement lunaire , venant de ce que l'action du Soleil sur la Lune est un peu plus grande et 
l'orbite un peu plus dilatée , quand le grand axe de l'orbite lunaire ou la ligne de» nœud» 
passe par le Soleil que lorsqu'ils en sont éloignés d'un angle droit. La première circons- 
tance produit une équation qu’ilappelle semutrts, qui dépend de la distance angulaire de 
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l'apogée i3e la Lune au Soleil , qui est la plus grande quand elle est de ({5®, et mont» 
alors à 3' 45' dans la moyenne distance du Soleil à la Terre , autant, dit-il , qu’il a pu le 
conclure des observations. La seconde circonstance produit l'équation semestris secunda, 
qui dépend du sinus de la double distance du Soleil au noeud, et qui monte à 47* dans sou 
maximum aux nctans , dans la moyenne distance du Soleil à la Terre : ces deux équa- 
tions varient dans le rapport inverse du cube de la distance du Soleil à la Terre. 

Enfin la théorie lui a indiqué que l'apogée de la Lune doit avancer beaucoup quand il 
est en conjonction ou en opposition avec le Soleil , et reculer quand il est en quadrature , 
et qu» f excentricité , qui est la plus grande dans le premier cas, est la plus petite dans 
lesec^sdi cèï inégalités sont très grandes. L'équation semestre de l'apogée, qui en résulte, 
est d'environ i»> i 8' à son maximum, et il se borne à la déduire des observations, 
t.’estpar cette inégalité qu’il exprime Vévection. Il emploie, pour la représenter, la cons- 
truction d'Horroxius et de Halley , qui consistait à placer le centre de l'ellipse lunaire sur 
un épIcYclc dont le rayon était le sinus de l'équation principale de ia° t8\ La distance 
de sou centre à la Terre exprimait l'excentricité moyenne de la Lune o,o55; et eu prenant 
sur ce cercle un arc égal au double de l'argument* annuel , ou de Iadistance entre le So- 
leil et l’apogée de la 1 .une , l'angle formé par les lignes menées du centre de la Terre à 
l'extrémité de cet arc et à la Lune , représentait l'équation de l’apogée, et le premier de 
ces cétés , l’excentricité actuelle de l’orbite lunaire. Newton suppose seulement de plus , 
que la Lune tourne sur un autre petit cercle dont le centre se meut sur l'épicycle, afin 
d'exprimer que le centre de l'orbite lunaire se meut plus vite a» périhélie de la Terre 
qu’à l'aphélie, dans le rapport inverse du cube de la distance de la Terre au Soleil. 

RrinmiMe la Nous venons de voir Newton exposer, le premier, la véritable cause des inégalités de 
Luue'deN ** l'Une déjà connues , en calculer la valeur , et , guidé par la théorie , y ajouter six 
ton. ' équations nouvelles , qui n'auraient pu que difficilement , vu leur petitesse , être dé- 

couvertes par la seule observation (*). On doit admirer à la fois le génie et le bonheur 
de celui qui, démêlant tous ces effets si compliqués et si variés, les déduit tous très 
naturellement d'une seule loi. On est frappé en lisant cette partie de l'ouvrage des 
Principes , de l'admirable concision de l'anteur, qui ne laisse aucun espoir de pouvoir 
rendre ce qu’il exprime plus exactement et plus brièvement. Sa marche est aussi remar- 
quable par la manière dont tout se suit et s'enchaîne dans l'ordre le plus naturel ,en allant 
du simple au composé. Le plus souvent il commence par chercher la valeur du maximum 
de l'elfet instantané de chaque inégalité dans le cas le plus simple; il montre ensuite 
d’après quelle loi ou qtfel rapport elle varie ; il la suit dans toutes les circonstances diverses 
qui se présentent ; puis les embrassant toutes à la fois , il parvient à sa valeur moyenne 
annuelle , en ayant égard a toutes les causes qui peuvent la modifier. Cette gradation est 
en particulier bien marquée dans les propositions sur le mouvement des noeuds ; et la 
difficulté que présente encore la théorie de la Lune , aujourd'hui où l’on peut profiter de 

(*) C’est ce qui inspirait à Halley, élégant poète comme grand astronome, ces Têts i la louange de Newton : 

Diicimus hina tandem qud eautd argentea Pheebe 
Pasiibus haud trquis graditur, cur subdita nuüi 
Hactenus astronomo, nunierorum frtena recuset, 

Cur remeant nodi, curque auges progredwntur . 
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tant éf travaux et de tant de méthodes plus parfaites , relève bien la gloire de celui qui 
l’a ébauchée le premier , lorsque tout y était à faire. 

Les Tables que Hallev, Flamsteed, Dunthorn, Cassini et beaucoup d'autres construi- Jugement 
» . ^ . . . . . , qti <-n ont noi 

sirent d'après les données de Newton, surpassèrent toutes les précédentes en exactitude. «;i»ir»iu c 

Il s’en fallait beaucoup cependant que sa Théorie de la Lune fût parfaite, et qu'il l’eut (l Alembcrr. 
amenée au même degré où il avait porté d’autres parties de son traité des Principes . Clairaut 
lui reproche de supposer quelquefois des choses plus difficiles à entendre que celles qu'il 
explique, u On ne saurait aussi s'empêcher d’avouer, dit-il ( Mém.dePar ., 174b, p- 3 ag), 
n que la manière dont il a.exposé ses déc ouvertes a dû retarder l’utilité qu'on en pouvait 
!» retirer. Je ne parle point ici de l'art avec lequel il avait caché sa méthode des fluxions , 
ri la clef de toutes ses savantes recherches, parce que cette méthode , après lui avoir été 
» arrachée, est devenue si familière , qu’on a oublié tout le tort qu’il avait eu de ne pas 
i> la communiquer. Mais je veux parler de son usage d'employer, dans la plupart des 
» endroits difficiles, un trop petit nombre de paroles à expliquer ses principes, tandis 
» qu’il parait se livrer avec complaisance aux détails et aux vérités de calcul plus faciles 
n À démontrer. » 

D'Alembert qui a fait, dans le Discours préliminaire de scs Recherches, une analyse 
rapide delathéoriede Newton, convient que la variation, le mouvement annuel des noeuds, 
la principale inégalité de ce mouvement et la variation de l'inclinaison , sont déterminés 
par des calculs faits avec beaucoup de clarté et de précision. Mais il l'accuse de supposer, 
sans démonstration, que l’orbite de la Lune est à peu près une ellipse dont il néglige 
même l'excentricité. 11 élève quelques doutes sur la rigueur des suppositions dont il s’est 
servi dans les propositions qu’il n'a pas démontrées. 11 ajoute cependant : « La philo- 
n sophie naturelle a tant d'obligations à ce grand homme, et il a montré tant de génie et « 
x de sagacité dans les choses même où il a été le moins heureux, que nous ne devons 
x point cesser de l’admirer et de le regarder comme notre maitre.. . . C'est le sort des 
n pensées d'un grand homme, d'être fécondes non-seulement entre ses mains, mais dans 
x celles des autres -, et il y a peut-être plus loin du point d'où il est parti à celui où il 
x est parvenu , que du point où il en est resté à celui auquel nous pouvons maintenant 
n atteindre, x 

Plus d'un demi-siècle s'écoula sans qu'on ajoutât rien d’important à la théorie de la Lune. Commenra- 
De nombreux ouvrages parurent cependant pour exposer et commenter celle de Newton; tel v r '".* ,lc, /’!m- 
fut celui de Pemberton(yf viewof Newtons Philosophy, 1738); celui de Machin, intitulé: e ‘l Kt - 
The laws of the moon’s motions, qui parut en 1729. Leadbctter publia une L'ranos- 
topia en 1735, et un ouvrage intitulé : A complété System of Astronomy, en 1738; enfin le 
Commentaire des PP. Le Seur et Jacquier parut à Genève en 1739 — 1742. Ceux-ci 
s'adjoignirent dans ce travail , et chargèrent du soin d'en surveiller l'impression , J.-L. 

Calandrini, professeur de l'Académie de Genève, dont les notes, marquées d'un asté- 
risque, sont les meilleures de l’ouvrage. C’est sur la théorie de la Lune qu'il a fait les 
plus nombreuses additions. Clairaut le cite avec élogo, et d'Alembert reconnaît (Disc, 
prélim. , p. 4°) u qu'il a montré beaucoup de sagacité et de connaissances , et que cet habile 
x commentateur est le premier qui ait entrepris , depuis Newton , de résoudre la question 
x du mouvement de l'apogée, n On le voit en effet, à la suite du Commentaire, cher- 
cher à reprendre lui-même toute la question et à parvenir directement, au moyen des 
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14 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

considérations géométriques, des suites et du calcul différentiel , à la détermination de 
l'accroissement du mouvement moyen, de l'équation annuelle et de toutes les petites 
inégalités que Newton n'avait pas démontrées. 11 expose la méthode de ce dernier pour 
le calcul des apsides, et annonce que la théorie lui donne bien les mêmes lois, u Mais U 
n faut avouer, dit-il, que la quantité du mouvement absolu trouvée ainsi, n’est qu'environ. 
n la moitié de celle que donnent les observations, n 11 expose alors une méthode qui lui 
est propre, et par laquelle il arrrive à trouver une quantité même un peu plus grande que 
le mouvement observé. D'Alembert l'accuse d’avoir négligé, dans ce calcul, deux circons- 
tances essentielles, la variation de l'excentricité et la force perpendiculaire au rayon 
vecteur; il ne l'annonce cependant qu'avec quelque réserve, et la complication de cetta 
méthode l'a peut-être empêché de la suivre jusqu'au bout, et de rendre à son auteur touta 
la justice qu'il méritait. 

Dés l'année 1 743 , Clairaut avait lu à l'Académie des Sciences un Mémoire sur la théorie 
de la Lune, dans le but de simpliiier quelques propositions de Newton, en les traduisant 
en analyse. Après être parvenu, au moyen d'une construction géométrique compliquée, 
à la véritable expression des forces du Soleil , il y donné la valeur du rayon de la déve- 
loppée de l’orbite de la Lune, en supposant son excentricité nulle. Il relève à ce sujet 
une erreur contenue dans l'ouvrage de Machin ; il trouve une expression analytique de la 
variation qui s’accorde avec celle de Newton, et il donne à peu prè9 la même méthode 
que lui pour trouver le mouvement des nœuds , en démontrant les deux théorèmes de 
Machin sur leur vitesse, insérés dans les Principes. 

Euler publia à Berlin, en 1744. l'ouvrage intitulé : Theoria motuum planetarum et 
cometarum continent melhodum facilem ex aliquot observalionibus orbitas déterminandi, 
où il indique la méthode de trouver l’orbite d’une comète au moyen de trois observations ; 
mais la théorie de l’attraction n’entre pour rieu dans cetouvrage.Eu 1746 il Gt paraître , dans 
ses Opuscules, des Tables de la Lune dressées en partie sur 1 a théorie, et où il employa Je 
premier , au lieu de la construction compliquée où l'on supposait le mouvement de l’apogée 
et l'excentricité variables, le véritable argument de l évecl ion, c’est-à-dire le sinus du double 
de la distance de la Lune au Soleil, moins la distance de la Lune à son périgée. Ces Tables 
furent aussi insérées dans l'Almanach deBerlin de 17S0 ; elles étaient fondées sur des calculs 
plus exacts, mais sans être non plus accompagnées de la théorie qui avait servi à les 
construire. Il y regarde l'excentricité comme constante; il calcule et expose séparément 
toutes les équations de la Lune , et emploie l’anomalie excentrique pour déterminer le 
lieu de la Lune dans l'ellipse constante. 

Plusieurs ouvrages remarquables avaient , depuis quelque temps, fait faire de grands 
pas aux sciences mathématiques. Euler, dans sa Mécanique , publiée en 1736, avait 
appliqué l'Analyse à la science du mouvement ; il avait intégré les équations linéaires du 
second ordre dans sa pièce de 1740 sur le Qux et le reflux. 

L'année 1743 avait vu naître le bel ouvrage de Clairaut sur la Ggure de la Terre, et la 
Dynamique de d’Alembert, non moins remarquable. Dès 174a , Maclaurin avait, dans 
son 7 )railé des Fluxions, substitué aux formules des forces tangentielles et des forces 
normales, la décomposition des forces suivant trois axes rectangulaires, que sa simplicité 
a fait ensuite généralement adopter. Euler avait perfectionné la Trigonométrie, en y 
introduisant ces transformations, ces analogies et ces réductions faciles et fécondes , qui 
permettent de présenter dans chaque cas les formules sous la forme la plus commode. 
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Enfin, ce fut à peu près à cette époque que les Académies , en proposant do« prix sur 
des questions d'Astronomie physique , n’accueillirent plus que les pièces fondées sur la 
théorie de l’attraction. Contribuant déjà essentiellement, par le concours des lumières et 
des travaux de chacun de leurs membres, au progrès des sciences, elles leur sacrifièrent 
en quelque sorte l’intérét de leur propre gloire , en provoquant les recherches dessavans 
etrangers et en couronnant leurs succès. Des jugemens impartiaux, des récompenses à la 
fois solides et glorieuses, excitèrent une noble émulation, vinrent au secours du talent dans 
le besoin, dirigèrent les travaux vers les points essentiels, et servirent comme d’un stimulant 
presque nécessaire à drs recherches dont la difficulté devait s'accroître de plus en pins. 

Après un certain nombre d'années de repos et de réflexions, nécessaires peut-être au monde 
savant pour comprendre et approfondir les ouvrages d’un grand maitre, nous allons voir 
naître tout-à-coup plusieurs travaux importaris et simultanés sur les effets de l'attraction réci- 
proque des corps célestes dont il importe le plus de connaître les mouvemens; l’époque 
est arrivée où les esprits, mûrs en quelque sorte pour les découvertes, se rencontreront sur 
les mêmes routes, où les géomètres se partageront la gloire sans se l’enlever. 



CHAPITRE II. 

Théorie de la Lune de Clairaut. Mouvement de l’apogée de la Lune. 

Clairaut après avoir, depuis le 7 janvier au 6 septembre 1747. redÉlfsuccessivementau Mémoire d« 
secrétaire de l'Académie des Sciences, divers morceaux sur le problème des trois corps (qui p^wlémic 1 en 
ont paru textuellement ensuite dans les n“ de novembre , décembre î 760 , et janvier 1 76 1 >7 j?. 
du Journ. des Sav. ) , lut à l’assemblée publique du i 5 novembre 1747 , un discours dans 
lequel il expose en ces termes la marche de ses idées sur ce sujet : u Après avoir examiné 
n long- temps la théorie de M. Newton sans en tirer la conviction que j'attendais, je me * 
n suis déterminé à ne plus rien emprunter de lui , et à chercher directement la détemiina- 
t. tion des mouvemens célestes d'après la supposition de l'attraction mutuelle. 11 fallait 
t pour ÿ parvenir commencer par ce problème : Trois corps étant donnés avec leurs po- 
r> sitions , leurs masses et leurs vitesses , trouver les courbes qu'ils doivent décrire par leur 
n attraction supposée proportionnelle à leurs masses , et en raison inverse du carré des 
n distances. Bien des géomètres avaient senti qu'on ne pouvait arriver à rien de satisfaisant 
n et de général, dans le système du monde, qu’on n’eût préalablement déterminé ces 
r> courbes ; mais personne , que je sache , ne les avait trouvées , etc. n 

Pour y parvenir , Clairaut considéra le mouvement d’un corps soumis à la fois à une 
force principale £ dirigée vers un centre Exe , etàune autre force n perpendiculaire à la n *udre le pro- 
première, dirigée dans iemème plan, et tendant à accélérer la vitesse du corps; il parvint.au 
moyen de deux lemmes qu’il avait déjà démontrés (Mém. Par., 174a. page 24), à exprimer ‘J?" ni1 * 4 deux 
l'espace que chacune d’elles, considérée isolément, ferait parcourir au mobile dans l'élé- ‘ 
ment dl du temps , en fonction de son rayon vecteur r et de sa distance angulaire v à un 
axe fixe ; et comme les espaces parcourus ont aussi pour expressions le produit des forces 
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par les carrés des temps , il égala ces deux valeurs ; et, obtenant les deux équations géné- 
rales du mouvement dans un plan (*) , parvint ainsi à résoudre complètement toute la 
partie mécanique du problème. 

Mais ces équations étant différentielles du second ordre entre r, v et t, ne pouvaient 
pas servir sous cette forme à déterminer le mouvement; pour ^parvenir, Clairaut intégra 
une première fois , avec une constante arbitraire/, le premier membre de la deuxième , et 
il en conclut la valeur de dt en fonction de r, de dv , et d'une fonction f , qui représente 

Équation finie l'intégrale de la force n multiplié* par — 7 T- (**). Substituant cette valeur dans la première 
rte l'orbite Je?- j 

dcJuit <, psr l’in"- équation, après l’avoir dégagée de la condition que ( y fût la variable indépendante, il 
Irgratiou. obtint l'équation différentielle de la trajectoire, où il regarda dv comme constant; il sup- 

M 

posa ensuite la forcez composée de deux parties, l'une — inversement proportionnelle au 

carré de la distance , et l'autre quelconque qu'il appela ♦ ; puis désignant par 12 la somme 
de tous les termes de l'équation différentielle, où les forces <t> et n entrent en facteur, 
précédées ou non du signe de l'intégration, il parvint à une équation du second ordre, où 

pétait la variable principale. Intégrant ensuite complètement, il obtint pour - une première 

partie analogue à son expression elliptique, et une seconde partie composée de deux 
termes où O se trouvait sous le signe /multiplié par dv cos v ou dv ain v ( *** ) ; ayant 
ainsi réduit toute la difficulté de la solution cherchée à la détermination de f et de O, il 
avait résolu la partie générale du problème, et il ne lui restait plus qu'à substituer, pour 
ces fonctions , leurs valeurs dans chaque cas particulier. 
f Application U appliquaalors jliformults au cas de la Lune qui gravite vers la Terre dans une orbite 
su Jcls Lutte, troublée par le Soleil ; en supposant la Terre fixe, les trois corps dans le même plan, et 
l’orbite de la Terre circulaire; M représentant alors la somme des masses de la Terre 
et de la Lune. Il détermina les valeurs des forces troublantes * et n , en fonction du rayon 
vecteur r , de l'anomalie vraie v (rapportée à l'apogée) , de l'élongation T (ou de la dis- 
tance angulaire de la Lune au Soleil), de la masse N du Soleil, et de sa distance / à la 



(•) rdt' — d'r = Un, rd'v + ulrdv — I Uf. ( f'ojrea U note a, J I, pour la dctuunttmipn do ces 
équation*. ) 

(•*) dt = — ■ . f = ( y «y ti note 3.) 

/ i t + J J 

(***) Après «voir suppose 1 = •+• ♦, on arrive k l’cquatiou 

. j #r» IWr 

■ *r M , , „ M + M./.- V 

r at»’ J* 

Si l'on «t qu’on intègre avec deux consume* c cl g, ou a 

U = j — g »in v — c cosi' — co tvfQAv sin»» f (voyez noie 3 ) 

«t p est le demi-paramètre rte P ellipse qui serait dédite par Pactiou de la seule force 
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terre , et substitua ces râleurs dans celles de Q et f (*). Pour pouvoir ensuite intégrer les 
ternies où entrait O, qui est fonction de f , il aurait fallu qu’il put réduire ces termes à des 
fonctions de la seule variable v , et pour cela substituer pour r et T, qui entrent dans les 
expressions de <t> et n, leurs valeurs en fonction de v , tandis que c'était précisément la 
détermination de ces valeurs qu'il cherchait. 

Clairaut vit ainsi l'impossibilité d’arriver par ce moyen à une intégration rigoureuse ; et 
la complication de l'équation différentielle, lorsqu'on y substitue pour f et Q leurs valeurs 
générales , ne lui permit pas d’espérer qu'on pût jamais y séparer les variables par les 
méthodes connues ; il reconnut donc la nécessité de recourir à des procédés indirects et 
successifs pour résoudre le problème, en profitant pour cela de tous les avantages qu’oITrait 
le cas particulier dont il s'occupait. 

Les observations lui apprenant que l'orbite de la Lune s'approche beaucoup d'étre une 
ellipse dont l’excentricité est peu considérable, sa première idée fut d’exprimer cette con- 
dition en substituant pour r sa valeur donnée par l’équation polaire de l’ellipse, dans les 
termes de O où il se trouvait, en négligeant, dans les développemens , les puissances 
de l'excentricité supérieures à la seconde ; et la petitesse des forces perturbatrices 

« et n venant du Soleil par rapport à la force principale ^[-venant de la terre, 

rendant lestermes où elles entraient très peuscnsibles par rapport aux autres, l'autorisait en 
effet à ne substituer dans ces termes, pour les variables, que des valeurs approchées. 11 les 
détermina donc d'abord par la condition qne l’orbite de la Lune fût une ellipse ordinaire, 
et cela pouvait suffire pour représenter le mouvement troublé de cet astre pendant un an. 
Mais il remarqua ensuite que le mouvement que l'on avait reconnu depuis long-temps 
dans la ligne des apsides de l'orbite de la Lune, étant considérable^ et produisant une 
révolution decette ligne en neuf ans, l'hypothèse d'une ellipse Gxe n'était pas assez exacte , 
puisqu’il suffisait de deux ans et demi pour que la véritable position de la ligne des 
apsides fût à plus de 90° de celle qu'il lui assignait. Il supposa donc que la Lune décrivait 
une ellipse mobile dont les élémens étaient indéterminés ; son équation polaire (**) , où K 
représentait le paramètre , e l'excentricité et m le mouvement de la Lune diminué du 
mouvement de l'apside, lui donna le moyen d’éliminer r des valeurs de f et de O. Pour 
pouvoir substituer aussi la valeur de l’élongation T dans l'expression de Cl, il intégra 
l'équation qui déterminait rit, en l’appliquant successivement auxmouvemens de la Lune 
etdu Soleil (***); ayant ainsi la valeur du temps que la Lune met à parcourir l'arc v, et celle 



(*} Les forces perturbatrices sont (note L $ a ) V — — (t -4“3coasT) , n = — i d’ob Ton tire. 



, . NK’ 

en faisant -.7-77 = « : 
Ms* 



3«K /V* . _ . n aK ‘ 

n = 






aK* 



• +*t 



(* # ) r = ^ (Voyt* note i.) 

1 — « ccs /m* * 

( ***) La valeur approche* dt s= *-~==r donne , dans le cas de la Lnnc , en substituant pour r la valeur 

V pM 
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du temps que le Soleil met à parcourir l'arc a correspondant, il les égala toutes deux, 

puis, remarquant que T = v — z, et désignant par le rapport (donné par les ob- 

servations) des temps périodiques de la Lune et du Soleil , il le substitua au rapport des 
coefliciens de v dans les deux membres, et en conclut la valeur de T en fonction de v 
et des sinus de ses multiples. 

Il ne lui restait plus alors qu’à substituer, en se bornant aux termes du premier ordre , 
toutes ces valeurs dans Q, qui, étant ainsi réduite à une fonction des cosinus des multiples 
de v, rendait intégrables les termes de l'équation de l’orbite qui la renfermaient (*). Il obtint 



ainsi une deuxième valeur de 



I 




résultant de la première qu'il avait supposée, et d une 



forme analogue à celle-ci , mais augmentée de plasieurs termes , l’un en cos v multiplié par 
une suite de coefliciens dont les deux premiers sont indépendans de e; d'autres en 

tient l'équation COS Ttl^V t COS G+ m ) v, cos v, multipliés par des coefliciens dépendait* tous de la 

nain. première ou de la deuxième puissancede r(**). Le terme en eos v étant considérable (à cause 



precedente, négligeant les e 1 et intégrant, 

K* f» +Te*) f . 7e , . 3e* . 1 

g -a — — < v «+ us mv -4» — un imv > ; 

V^Sl l « 4« y 

dans le cas du .Soleil, r et p *c changent rn / (puisque le demi-paramètre p se confond arec la distance 
moyenne quand K excentricité est nulle), M enN, v en *, ce qui donne, en intégrant, 

*=»% 

» /?* K* ('+?«•*} f ,9e . 3e* . "1 - . 

On a donc - — =~ — — ■ ini/-f - — sut %mv S ; d où Lon tire, en faisant *. 

V K V>3 l w 4"* J 

K’ + î«*) n — J „ T . * r — " ~~ 1 f 9e • , ■ \ • 

/ » n n * \m 4* y 

lk 1rs valent s de fin iT, cos sT> 

(*) En effet , supposons dans H nn terme A cos pv, il produira dans la fonction 

A = si nv/Cldv cos*» — cos*» fndv sin »» , 

• i . A (<*!»•»— COS pv) . r , -, 

en intégrant entre les limites o et ** , le terme — ^ — — . ( Voyez note 3.) 

(**) La valeur supposée était “= — £ cos mi ' » ** ▼«leur donnée par l'intégration est, en faisant 

o = supposant v compte à partir de l'apogée, et désignant, pour abréger, par f t g, h , i, k des 

fonctions de m, n, K, p, e r 

- ■= —Z — — -(* +*f+ + «g-*) cm v ■+• — -, CO* mu — eo» - » 

r p p\ — *J J lp(m‘ — l) p(4 — a’) n 

hn’ee fl N imn'e /a , N 

/>!(» — C °* \» "J “ + pHi + nût)' — n’}' 0 * VÂ"^*0 * 

/'i > 

+ rHt'— m«)' — «■) CO ’ 1 (,n J ’’’ 

( Vojct, Mim. de Per., 174 J , p. 5 ( 0 .) 
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de son coefficient), rendrait, s’il étaitconservé, la deuxième valeur très différente de la va- 
leur supposée, ce qui serait contraire à l'hypothèse confirmée par les observations, savoir, 
que la I.une décrit à très peu de chose près une ellipse mobile (*); ainsi, pour que la méthode 
ne soit pas fautive, il faut faire disparaître ce terme en profitant de l’une des indéterminées 
pour égaler & zéro son coefficient. Quant aux autres termes , affectés de plus petits coeffi- 
ciens que les premiers, ils ne sont pas contraires A l’hypothèse fondamentale, mais ils La comparai, 
indiquent seulement qu'elle n’est pas tout-à-fait assez exacte , et montrent la forme J?" ^ l n t u *- 

* ■ * * lion tuppoM-cet 

des termes qu'il faut ajouter à ceux qui composent la valeur elliptiqu èd e - pour condoc'iuîdoà- 

r ne 3 «fauaiions 

obtenir une expression plus approchée. Enfin, quant aux deux termes semblables dans de condition, 
l’équation supposée et dans l'équation donnée par le calcul, on doit, pour exprimer leur 
identité et déterminer en même temps les deux constantes K et e, égaler mutuellement 
leurs coefficiens. On obtient ainsi deux relations, dont P une, donnée par La comparaison des 

coefliciens de cos mv dans les deux valeurs de -, contient eenfacteur commun, et fournit, 



en l'effaçant , la valeur de m en fonction du rapport des temps périodiques de la Lune et . 

du Soleil (**) -, or, celui-ci étant connu par les observations, pour que la relation pré- 
cédente fût vérifiée et la bonté de la méthode confirmée , il aurait fallu qu’en substituant 
sa valeur dans celle de m , on retrouvât réciproquement par là , pour le mouvement de 
l'apogée 1 — m,une quantité qui différât très peu de celle que les observations lui assignent 
aussi. C’est ce qui n'arriva pas, ni bien loin de là, puisque Clairaut trouva avec étonne- ® y* tTOnT * 

. pour le mouve- 

ment, par cette méthode, 1 — m = 0,0041904, en prenant le mouvement de la Lune ment de l'apo- 

pour unité; ce qui ne donne que t» 3 o' 38 ’ pour le mouvement de l’apogée au bout 

d'une révolution de la Lune, tandis que les observations établissent ce mouvement de qu'indiquent 

o,oo 8455 , ou au moins du double du précédent. 

Ce résultat singulier pouvait tenir à deux causes différentes , à la loi de l'attraction ou 
à la méthode ; mais la solution que celle-ci fournissait étant fondée sur ce que les obser- 
vations avaient appris depuis long-temps touchant la nature de l’orbite lunaire, ne 
pouvait pas être entièrement erronée , et il n'était pas naturel qu'elle donnât ua résultat Conséquence* 
si différent. Au contraire , la loi du décroissement de l'attraction en raison inverse du ^q' c .nümjic. 
carré des distances , n'avait pas encore l’épreuve du temps pour 1 a confirmer. Newton 



( ’ ) On voit, de plus, que le terme case «joute k la valeur primitive de -, peu substitue dans celle 

de n, produit dans a et dans la nouvelle valeur de ' qu'on eu conclut, le terme * usine, qui, contenant 

Tare en dehors des signes périodiques , peut croître iudelintment avec le nombre des révolutions. (Voyez 
note i.) 

( " ) On détermine les trois lettres K, e, m en posant Ica équations de condition 

_ p _ 3*<t e e 

R ~ -» e -4- */ -f* . — -f- etc. — o 1 — — - 1 “c — — rz ( 

* +<if J 2(m* — 0 artw—0 

«( l'on tire de celle-ci : i — m» = » où l’on peut supposer K K. tfuot R &è* peu pr*« U moyenne 

diiunce de U Lune à U Terre. 
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avait dit lui-même qu’il fallait probablement des puissances de la distance supérieures 
à la seconde, pour expliquer l’ascension des liquides dans les tubes capillaires , la rondeur 
des gouttes d’eau et la réfraction. Clairaut avait cru voir aussi que cette loi ne s’accordait 
pas avec les phénomènes de la figure de la Terre , et que les résultats tirés des mesure* 
du pendule, par la théorie, étaient difierens de ceux que fournissaient les détermination» 
de l'arc du méridien, d’après les observations de Bouguer et de la Condamine. Aussi ce 
nouveau résultat le porta d’abord à abandonner entièrement l’attraction. Mais en faisant 
attention ensuite au grand nombre de phénomènes avec lesquels elle s'accorde , tels que 
les lois de Kepler, le mouvement des nœuds de la Lune (qu’il avait calculé séparément , et 
tïouvéassez conforme à ce qu’enseigne l’Astronomie ) , le flux et le reflux de la mer, il lui 
sembla cependant aussi difficile de la rejeter que de l’admettre, u Ce qui me parut (dit-il 

à servir de dénouement, c’est 
une autre loi que celle qu’avait 
cèlic'dcNcvv " M. Newton. Cette idée, qui vient d’abord à l’esprit , est en même temps combattue 

ton. « par une difficulté qui semble la détruire. La Lune exige sans doute une autre loi d’attrac- 

r tion que le carré des distances ; mais les planètes principales ne demandent-elles pas 
n au contraire cette loi, en conséquence de l'observation des règles de Kepler? Il est 
« aisé cependant de répondre à cette difficulté, en faisant remarquer qu’il y a une 
» infinité de lois à donner à l'attraction , qui différeront très sensiblement de la loi du 
» carré pour de petites distances, et qni s'en écarteront si peu à de grandes, qu'on ne 
n pourra pas s'en apercevoir par les observations .... Qu’on regarde , par exemple, la 
» quantité analytique qui exprime la relation de l'attraction à la distance , comme com- 
n posée de deux termes , l’un ayant le carré de la distance au diviseur, l'autre le carré- 
n carré ; on verra , en comparant les effets de l'attraction à deux distances , dont l'une est au 
n moins ioo fois plus petite que l'autre ( telles que la distance de la Lune à la Terre et 
n celle de Mercnre au Soleil), que, pour la première, l’attraction sera sensible- 
» ment différente de ce qu’elle serait dans la loi du carré, et que, pour la seconde , la 
n différence sera au moins 100000 fois plus faible. J’avais autrefois imaginé de pareilles 
n formules d’attraction pour expliquer comment une même force qui ne se manifes- 
n ferait dans les mouvemens célestes que proportionnellement aux carrés des distances , 
» pourrait cependant agir comme les cubes ou comme des puissances plus élevées dans 
n les phénomènes quf se passent sous nos yeux; je ne croyais pas alors que cette autre 
» partie de l’attraction pût se faire connaître par les planètes mêmes. N'ayant pas su 
n trouver, dans ce temps-là, la vraie théorie de la Lune, je me serais bien gardé de 
» croire autre chose que ce qui résultait de celle de M. Newton. . . . Appuyé maintenant 
■n sur ma théorie de la Lune, je ne m’en prends plus qu’à l'insuffisance de la loi du carré 
n des distances , etc. n 

Dans la suite du Mémoire dont nous avons extrait le passage précédent , on voit Clairaut 
chercher à s'assurer , aux yeux du public, la priorité de cette découverte, qu’il regardait 
comme très importante , et ne pas même rendre tout à fait justice à cet égard , à Newton 
et à son commentateur Calandrini, en prétendant qu'ils n'avaient pas fait cette observation 
avant lui , tandis que l'on peut bien la leur attribuer déjà , ce me semble. Au reste , 
Enter itontc Clairaut ne fut pas leseulqui parvint à découvrir, à peu près dans le même temps, que 
»m»i de la Im ] a théorie conduisait d’abord à des conclusions contraires à la loi de l'attraction: Euler 

ne Neirlnn ' 



Non» lie ri Mém. cité, p. 307 ) de plus simple et de plus propre 
loi d'ailraeiion .. . . . ■ . . 

iiu'il propose de ” fl ue 1 attraction a beu dans la nature, mais ensuivant 
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dit, dans la pièce *ur les Inégalités de Saturne, qu'il avait envoyée à l'Académie dos 
Sciences, en 1747 , p. 9 : « Ayant comparé soigneusement les observations de la Lune 
n avec la théorie , j’ai trouvé que la distance de la Lune à la Terre n’est pas si grande 
» qu’elle devrait l'étre selon la théorie ; d'où il suit que la gravité de la Lune vers la 
n Terre est un peu moindre que selon la raison inverse des carrés des distances ; et 
n quelques petites inégalités dans le mouvement de la Lune , qu’on ne saurait expliquer 
i> par cette théorie , m’ont encore davantage confirmé dans ce sentiment. ...(*) Il me 
a parait fort vraisemblable que l'action même de Jupiter sur le corps de Saturne s’écarte 
» considérablement de la raison inverse du carré des distances. Si l'on croit que la gra- 
n vitation universelle a une cause physique ou mécanique, on sera presque forcé d'accorder 
n qu’elle ne s’étend point à l'infini , et alors il faudra avouer que les forces des corps 
n célestes décroissent davantage que selon la raison carrée des distances , puisque cette 
n raison les répandrait à l'infini , etc. n 

D’Alembert avait remis un Mémoire à l’Académie, le G novembre 1747 (avant d'avoir 
entendu celui de Clairaut), où il arrivait, par une autre méthode, au même résultat sur le 
mouvement de l'apogée , sans en tirer aussi explicitement que lui des conséquences contre 
l’attraction newtonienne. Il cherche cependant à prouver qu’il n'est point à craindre que 
les termes négligés changent sensiblemeut le mouvement de l'apogée , et en conclut que 
le centre de gravité de la Lune , abstraction faite de la force solaire , est tiré vers la 
Terre par une autre petite force qui n’est pas en raison inverse du carré des distances , et 
qu’il faut ajouter à la première. 

Tandis que les plus grands géomètres semblaient se réunir pour élever des doutes sur 
la loi de l'attraction , DuITon (**) se présenta pour la défendre, et il y employa , à plusieurs 
reprises , tant des raisonnemens mathématiques que des argumens métaphysiques. Nous 
présenterons un de ceux-ci , d'après d'Alembert ( Rech . , tout. I, p. 186). u II me parait, 
n dît-il , assez naturel de penser avec M. de Buffon , que l'atlraction étant regardée comme 
r> une qualité physique, c'est-à-dire comme une loi primordiale de la nature, la loi 
n du carré, ou en général toute loi dépendante d'une puissance unique de la distance, 
n est préférable à toute autre fonction algébrique qu'on voudrait y substituer; car cette 
n fonction renfermerait nécessairement au moins une quantité constante : de sorte que 
n le rapport des forces attractives à deux distances quelconques du corps attirant ne 
n serait pas déterminé par les seules distances , mais encore par quelque paramètre qui 
n modifierait et compliquerait ce rapport : ainsi l’attraction ne dépendrait plus simple- 
» ment de la distance, mais aussi de ce paramètre qu'on ne voit pas trop pourquoi la 
n nature y aurait introduit, n Clairaut répondit assez vivement À Buffon , en réfutant 
victorieusement les prétendues démonstrations mathématiques de celui-ci, qui soutenait 
une bonne cause par de mauvais argumens. 11 montra que, quoique les lois simples ou 



D’Alfmlirrt 
arrive au même 
lûnlui que 
Clairaut. 



Buffon sou- 
tient la cause 
«le l'attraction 
newtonienne. 



Discussion qui 
s’élue l ce su- 
jet entre lui et 

Qairaut. 



(♦) D’Alembert (Rccherch , t. I, p. 1 * 3 ) parle d’une lettre de Maupertuis, nîi il lui apprenait qu 'Euler 
«tait a rritc' long-temps néant les savant français, par une autre rorlliode, à la même conclusion sur le tuuu' 
vemmt de 1 ’apogrc, et Euler avoue lui-méme, dans sa lh. delà Lune, de 1753, avoir conserve plusieurs 
années ce» préventions contre la loi de Kewton. 

(**) En 1736, PufFun , encore peu connu, avait publie une asseï mauvaise traduction du Traité des 
Fluxions de Mewton. 
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composée» d'un seul terme soient les plus probables et les plus belles , l’existence de» 
autres est possible. Il fit voir que l’idée d*ui:e attraction magnétique de la Terre sur la 
Lune , dont Newton avait dit un mot ( Princ. math . , I. III , prop. Zj ) , était peu satisfai- 
sante , et ne s’appuyait sur rien. Il en dit autant de l’hypothèse de Bouguer, qui, pour ac- 
corder les faits , supposait que quelques parties de la Terre et des autres planètes attirent , 
suivant des fonctions différentes de la distance, et qu'il résulte de l'effet moyen de 
toutes ces forces particulières , une force totale par laquelle la planète agit suivant uni 
loi complexe. Bnffon observait cependant , avec raison , que les faits qui s'accordaient 
avec la loi de Newton étant plus nombreux que ceux qui l’infirmaient, on ne de- 
vait pas la rejeter si promptement. « M. Clairaut , disait-il (Mêm. de Paris., 174 b, p. 5oo), 
n propose une difficulté contre le système de Newton ; mais ce n'est tout au plus qu'uni 
n difficulté qui ne peut ni ne doit devenir un principe ; il faut chercher à la résoudre 
n et non pas en faire une théorie dont toutes les conséquences ne sont appuyées que 
n sur un calcul; r> et il ajoutait, peut - être trop légèrement ; u On peut tout rvpré- 
n senter avec un calcul , et on ne réalise rien, v Cette discussion avant excité un inté- 
rêt général, le bénédictin Walmesley voulut aussi prouver, contre Clairaut, que l'attrac- 
tion expliquait très bien le mouvement de l’apogée. Le chevalier d’Arcy lui répondit, 
en montrant que la méthode de Walmesley même ne donnait que la moitié du mouve- 
ment réel. 



CUirsut dé- Les esprits étaient donc incertains , et la rigueur des raisonnemens des géomètres 
mi"rbJotT»îî même à les décider, les uns contre l'attraction en général, d'autres contre la loi 

sujet du niouv. de Newton seulement, lorsque Clairaut, qui avait le premier élevé publiquement des doute» 
lie 1 -[iujjic. jur ceHe j G j ^ eut ] e bonheur de la confirmer aussi le premier, au moyen des recherche» 
mêmes qu’il avait entreprises pour établir celle qu'il voulait d'abord y substituer. Il partit 
de la valeur du rayon vecteur à laquelle il était parvenu dans son Mémoire (*) , afin de 
chercher la nouvelle loi de la gravitation nécessaire pour donner à l'apogée tout son 
mouvement. Il entreprit, dans ce but , une nouvelle approximation, en ayant égard aux 

termes eu cos v, cos ^ v, etc. , qui , en vertu de 1a première approximation 

devaient être ajoutés à ceux de 1a simple valeur elliptique de — . Il substitua cette seconde 

valeur dans l’expression générale de fl ; il mit aussi pour sin aT et cos aT leurs dé- 

9 S 

veloppemena en fonction de v, dont les premiers termes sont sin - v, cos - v. Il s’a- 
perçut alors que le produit de ces quantités par les cos Q v , cos G +m ) v - 

qui provenaient des puissances de — , introduisait de nouveau cos mv, augmentait beau- 
coup le coefficient de ce cosinus dans l'équation de l'orbite qu'il en concluait, et doublait 



' ( r ) Cette valeur était de la forme 



K 

7 



1 — e co* mv •+• C cos — y cas Q ~ m ') e + é co« ^ + 
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presque la valeur de i — m qui en résultait (♦). Etant parvenu ainsi à retrouver , à 
peu de chose près , par la théorie , le même mouvement de l'apogée de la Lune qu'in- 
diquaient les observations , il vit que lorsqu'on n'en trouvait que la moitié, ce n'était 
pas la loi de Newton qui était en défaut , mais la méthode d’approximation employée , qui 
donnait, par la deuxième opération, des termes comparables à ceux de la première, 
tandis que se fondant vainement sur la convergence des résultats obtenus par ces procédés 
successifs , on n'avait pas eu encore l’idée de pousser plus loin l'approximation pour s’en 
assurer. Clairaut , après avoir remis à M. Grand-Jean de Fouchy , secrétaire de l'Académie, 
le ai janvier i j49 > un Mémoire cacheté qui contenait les foudemens sur lesquels repo- 
sait son importante remarque, l'annonça publiquement à l'Académie, le 17 mai suivant, 
sans indiquer la route qui l'y avait conduit , et en rendant compte du simple fait auquel 
il était , disait-il , parvenu en considérant de nouveau la question sous un point de vue 
qui n'avait encore été envisagé de personne ; cette réserve et ce désir de déguiser 
même son procédé , en dérontant ceux qui l'auraient voulu chercher plutôt que de les 
mettre sur la voie , tenaient probablement à ce que déjà , à cette époque , on supposait que 
T Académie de Pétersbourg , qui avait un prix à proposer , prendrait pour sujet la théorie 
de la l-une , et que Clairaut avait le projet d'v concourir. Cependant, malgré ces pré- 
cautions , Euler n’eut besoin que de la uouvelle de cette découverte pour parvenir au ,i c * 
même résultat par une méthode différente, ce qui ne l'empêcha pas de reconnaître que lu * l “ c 
Clairaut en méritait tout l'honneur (**). Quant à d'Alembert , s’il ne parvint pas à dénouer D'Alc-ml-cn 
la difficulté avant de connaître le priucipe sur lequel s'était appuyé Clairaut, il eut au 
moins postérieurement le mérite , en voyant que les termes qui avaient fait découvrir à * ct ; or ‘ l * nt « 
celui-ci la raison de sa première erreur ne suffisaient pas , et donnaient encore une SuTirie'"! Vob- 
différence do 3 o', de pousser beaucoup plus loin que lui l'approximation , et d’arriver à *c , ’ iUon - 
une valeur encore pins rapprochée de celle que donnent les observations pour le mou- 
vement de l'apogée de la Lune. 

Après la petite digression dans laquelle nous venons d'entrer sur une anomalie qui 
avait long-temps tenu les astronomes pour ainsi dire en échec , nous allons reprendre 
l’exposition de la méthode de Clairaut , que nous avons laissée au moment où il parvenait 
à la première expression du rayon vecteur dans l’orbite troublée. Il indiqua , dès 1747 , 



(*) Considérons dans ^ le seol terme — > cos — m ^ v de plus qoe sa valeur elliptique j il produira 

dans j-, le terme 3y cos Q — dans L | c terme cos Q — s» j el de II dans la partie . . . 

3ur* se Wv/r . se JalC /’/'*.«• , . I" fig q 3/0 VI 

— cos „ ■ sm I p- sin,— <fe, de Ci , le terme — I 1-7— rl ml 1 

s/f* n og'rfe »i J A< » L /"" 4 4 V o J J 

X my cos me, qu'il faudra multiplier par -j — pour aterr le terme correspondant dans l'equation de 

l’orbite ; ce qui donnera , en la comparant arec l'cquation primitive , ainsi que noua l'avons fait plus hast 
l’cquation de condition 

i — m = o,oo836. 



d’où l’on lire 



(*•) Th. Lun., p. do. Gloria h tt jus insignis inventi cum industrie ttim eandori excellcniusimi 
Cluimlti tUbdur ,qui primas egregium hune Théories eo nsensum cum veritate detail et puilict est 
pmfet sus. 
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comment, en substituant cette valeur dans l'expression générale de À (*), puis intégrant, 
on pouvait tirer la valeur du temps, et parvenir de là, en résolvant uu problème sem- 
blable à celui de Kepler, et en évaluant ensuite tous les coefficiensen nombres au moyen 
de quelques élémens astronomiques , à des formules dont on pouvait construire des 
Tables qui détermineraient le mouvement de la Lune pendant un très grand nombre de 
révolutions ; mais cela était inutile jusqu'à ce qu’on fût parvenu à la véritable expression du 
mouvement de l'apogée. DèsqueCIairaut l'eut trouvée à peu près , par la théorie, il préféra 
prendre tout d'un coup pour m sa vraie valeur donnée par les observations, afin de ne 
pas revenir trop de fois au même calcul , et de ne pas compliquer inutilement les opérations, 
u 11 est clair , dit-il , qu’on en peut user ainsi , même quand on ne se serait pas convaincu , 
» comme moi , que c'est aussi la valeur donnée par la théorie , puisque si l’on parvient 
» ensuite à retrouver par là cette même valeur, la supposition sera justiliée, et que dans 
n le cas où elle ne le serait pas , il aurait toujours fallu la faire pour trouver la corrco- 
» lion que demanderaient les forces accélératrice*, n 
Mémoire ite Le Mémoire de Clairaut, remis en janvier 1749 et inséré dans ceux de 1748 , a pour 
STAndémiera ***** • De l Orbite de la Lune , en ne négligeant pat les carrés des quantités de même 
•’fe- ordre que les forces perturbatrices. Il contient le développement de la seconde approxi- 

mation qu’il avait entrepris de faire des mouvemens troublés, et qui lui Ct découvrir la 
vérité au sujet du mouvement de l’apogée. Pour cela il reprend la valeur du rayon que 
jirni'mTtmn'"' * Ta ** fourni la première approximation (savoir, sa valeur elliptique augmentée de 
H.s mouYemeni quatre petits termes dont il désigne la somme par (). Il prend aussi pour le temps, ou 
plutôt pour l'anomalie moyennexqui en résulte, la valeur à laquelle il était parvenu (**), 



r*dv 



(*) dt = 

V/pMp'l+Sf 
(”) Il suppose 

^ = i — e coi mv + C co» ^ — y cos Q — m co» ^ 4 - m )-+î co* a G— > 

= t — e co» m v -f- £ » 

x sx y 4- bt *io mv -f- ge % «in amp 4- h* sin Q — it — q* ti n £ v j 

Je» cocflkicn» c, C, y, b , g, etc. «riant connu» par la première approximation. 

U substitue cc* valeurs dans le» cxprc»aion» de» fonctions perturbatrices 

' = ^a /nr,A '’ 

de là dan» l'équation de l'orbite, 

1 » c »in •* . , cn»p . _ . 

- = co» t' 4* J flav co» M — f Cïdtf sin v , 

r p p p J p J 

et dans l'expression du temps, savoir : 

.qui donne, en y substituant pour r sa valeur, j — e co »***•-+-£; intégrant et prenant l'anomalie moyenne x 
à la place du temps, ce qui revient à effacer du premier terme da second membre le coefficient de v, 

x xsv -f-~ •mm»' — /(a£ — ae/(3£ 4 -f] *in mvdv -J- ^sin 
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et il en conclut des expressions plus exactes de sin aT et cos aT; il les substitue ensuite , 

ainsi que celles de r et de ses puissances , dans les valeurs générales de / et de îî , en 
ayant égard , dans celle-ci , au développement des trois premiers termes de son dénomi- 
nateur. Mais il suppose encore les orbites dans le même plan , celle du Soleil sans excen- 
tricité ( quoiqu’il eût déjà remarqué , dès son premier Mémoire , qu'on pouvait y avoir 
égard facilement) , et néglige les termes qui seraient introduits dans les valeurs des forces 
4 * et n , si l'on y conservait le carré du rapport des distances du Soleil et de la Lune 
à la Terre ; ce qui lui donne pour O et ri les mêmes expressions générales que dans le 
premier Mémoire. Après avoir fait tous les développemens , il substitue la valeur de £1 |' (J , r jT'; n " >n <lr 
qu'il en conclut , dans l'équation générale de l'orbite troublée ; il en tire pour r une 
nouvelle valeur plus exacte ; ce qui lui donne une des équations cherchées. Sa substitu- 
tion , ainsi que celle de f , dans l'exprèssiou du temps , lui donne , après des calculs très 
longs , la deuxième équation , savoir : un développement en fonction des sinus des 

multiples de v déjà connus , et d'autres tels que 3 mv , am^ v, — 3 v , 

ceux-ci multipliés par de très petits coefliciens. 

Pour déterminer en nombres les constantes qui entrent dans les deux équations précé- 
dentes , il n’a besoin que de deux élémens , savoir : le rapport - 



de la révolution 



F.ipKMion da 
temps. 



du Soleil à la révolution périodique de la Lune , et l'excentricité moyenne de l'orbite do 
cet astre. C’est encore une recherche longue et pénible , que celle de déterminer , par 
leur moyen , les coefliciens cherchés ; il n’entre dans aucun détail à ce sujet ; et après 
avoir dit seulement qu’il a fait usage pour cela de la méthode de fausse position, il 
présente le résultat d'une première opération (*) , et termine son Mémoire par la démons- 
tration de la proposition fondamentale de sa théorie ( celle qui lui donne l'équation 

différentielle de l'orbite troublée , et son intégrale ou la valeur générale de ^ ) , qu'il 

avait supprimée dans son premier Mémoire , parce que sa solution ne lui paraissait pas 
alors aussi simple qu'elle pouvait le devenir. 

L'Académie de Pétersbourg prit, comme on l'avait supposé, la théorie de la Lune Pifc-edeCJai. 
pour sujet du prix qu’elle proposa en 1700, et elle demanda : An omnes inœquahlaU'i eu'^.^porT'.v 
quœ in motu Lunæ observantur, theoriœ Newtonianœ tint consentaneœ ; et quænam sit Pr- 

vera theoria omnium harum inœqualitatum , unde locus Lunœ ad quodvu tempus quant p 
exactiisime possit defuuri? La pièce de Clairaub, datée du G décembre 1700, remporta tir. rcl .m't l j* 
le prix en ■ 75 1 , et fut imprimée à Pétersbourg en 175a. Cet ouvrage , qui doit faire un JfeJdTl» Lnne 
si grand honneur à son auteur, est fondé sur une théorie tout-à-fait analogue à celle de dan* son orts- 
ses précédent Mémoires. Mais après les premières approximations, il en fait une nouvelle ( 
où il a égard, pour la première fois, à l'inclinaison de l'orbite lunaire au plan de l'éclip- pmimiaiion.rn 
tique et à l’excentricité de l'orbite terrestre. Ces considérations lui donnent, pour le* i^net'inaoon de 

- l'orbite lunaire 



(♦) Savoir : 
K 



- — 1 — o,o55o5 co* p-f- 0,007179 co* — p — 0,011181 co* ** 4 * tic. , 

= y -+«o,i io»o 6 ftiomp — 0,009167 tin - p -f* 0,00224* *inamp-+-clc. 



cl h lYxcrniii- 
cite de l'or bile 
*vUir*. 
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forces ® «t U , de nouvelles valeurs en fonction de l'anomalie vraie v de la Lune dans son 
orbite , du sinus verse 4- de son inclinaison , de la différence T des distances angulaires 
de la Lnne et du Soleil au nceud ascendant de l’orbite de la Lune , de la distance angu- 
laire u du Soleil à ce nceud, de la masse N du Soleil, et des rayons vecteurs variables 
r et / de la Lune et du Soleil (*). 

Nnnvrllci ri- Les expressions des forces auxquelles il parvient ainsi , sont composées de trois parties : 
Foréra 0 "oo'rU l °' ^ tur v *l { ’ ur dans la première approximation , multipliée par des coefficiens h 
iiico. et h', qui diffèrent peu de 1 ; a°. de termes donnant la correction du Rets de la Lune 

relativement à la position du nceud, et dont l’effet sera d’introduire trois petites corrections 
qui n’altéreront pas les premiers termes ; 3°. de termes dépendait* de la parallaxe du 



faire. 



Soleil , ou de l’inverse ÿ de sa distance variable à la Terre, et dont le calcul se fait à 

part. Clairaut prend séparément les valeurs de p et de a pour ces trois espèces de termes. 
Indication de H substitue ensuite dans l'expression générale du temps , l — e cos mv -f- f atf lieu de 

c*lcnl >r rt' des —, et il l’intègre en laissant sous le signe / tous les termes qui ont en facteurp, {, leurs carrés 
substitutions à T 

on leur produit, etbornantle développement à la quatrième puissance dee. Cette manière de 
laissrr i en évidence au lieu de substituer immédiatement sa valeur, a l'avantage de faire 
voir d’un coup-d’œil la correction qui provient d’un terme quelconque de l’expression de £. 
Il obtient ainsi un développement qui donne la valeur du temps en fonction de v et des 
sinus des multiples de v, et comme on peut à la place -du temps qne la Lune met A par- 
courir un angle , substituer l’arc moyen décrit d’un mouvement uniforme , on a aussi par- 
là une relation qui donne la valeur de la longitude moyenne do la Lune x, en fonction de 
sa longitude vraie v et des sinus de ses multiples. 

Il faut encore , afin de pouvoir intégrer les termes de ce développement qui restent sons 
le signe /, et ceux de l’équation de l’orbite où O se trouve dans le même cas , obtenir 
la valeur de l’angle T, dont les sinus et cosinus entrent dans leurs expressions. Pour cela 
il compare , comme dans la première approximation , les valeurs du temps dans le- 
quel la Lune parcourt l’arc v, et le Soleil l’arc * on v — T : ce qui revient à égaler le 

produit de la longitude moyenne x de la Lune , moltipliée par le rapport " - ‘ des 



moyens mouvemens dn Soleil et de la Lune , à la valeur approchée de k longitude moyenne 
du Soleil, en n’ayant égard qu a k première et à k seconde puissance de l’excentricité i 



Le* nlentt des forces tont (ndtc 4 el 7%. L, CL, p- 4 °) 1 

• _ _ (A'+3Aeos»T) — [ces(a«H-*Tl-f.c»»aB] — ~~ (3q<ctT + Sq'cmiT)-, 
n — — —AsinsT— ^^sin<su+»T)— + 

A, A', q, 4' tant des fonctions de 4 n 4’> 1c He* que A “ 1 “ 4 + 4 4’> 7 — 1 — > rtc - • léUnt 

détermine' psr r équation elliptique 

Jr= £ , 

1—4 CO* M 

ch f désigne le demi-pMwnèw de l'ellipse solaire, s le rapport de son excentricité en demégrand su. 
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de son orbite (*). On tire de là , per le retour des suites, la valeur de T en fonction de v 
et des sinus des multiples de x; or, l’on connaît par la première approximation une va- 
leur approchée de x en v et en fonction des sinus des multiples de v, qui peut suffire pour 

avoir T, à cause de la multiplication par la petite fraction 1 — - que tous les coefficiens 

de x subissent en passant dans T; si on la substitue par-tout au lieu dex, on réduit 
ainsi l'expression de T à une fonction de v seulement , et l'on obtient par là celles de 
sinaT et cos aT; quant à celles de cosT et cos 3 T, qui entrent aussi dans les valeurs de / et 
O , elles demandent moins de précision, parce que ces termes sont multipliés par le coelfi- 
mK. * 

cient -jr , qui est aussi peu considérable par rapport au coefficient « des premiers termes, 
que la distance moyenne de la Lune l'est à l'égard de celle du Soleil. Quant aux angles 
u et u -f- T , dont l’un est la distance du Soleil au nœud et l'autre celle de la Lune au 
même point, Clairaut renvoie la fixation de leur valeur au moment où l’on aura déterminé 
le lieu du nœud pour un instant quelconque donné. 

Après toutes ces préparations , il ne lui reste plus qu'à faire toutes les substitutions des 

K. f 

valeurs des puissances de — et de j des sin. et cos. des multiples de T dans celles de f et 

Q , pour en tirer ensuite les nouvelles expressions du rayon vecteur et de la longitude 
moyenne, développées suivant les puissances des excentricités et les multiples des longi- 
tudes vraies. Clairaut n'est pas entré dans le détail de ces opérations ; il observe seuler 
ment , peut-être en faisant usage à cet égard des remarques analogues d'Euler dans sa 

pièce de 1 747 , que la combinaison des cos ^ 1 — v que contient ^ avec les cos - qui 

^ 4 

se trouvent dans les valeurs de cos T ou de , peut introduire, dans celle de O , des 

cos v qui ont, comme nous l'avons vu , le dangereux effet d'amener dans la valeur de r 
des arcs de cercle. Il attribue cette circonstance à ce qu'il a supposé fixe l'apogée du 
Soleil, ce qui n'est pas permis en toute rigueur , puisque, quelque petite que soit sur cet 

(*) La longitude moyenne du Soleil (ou l'intégrale de ton moyen mouvement) étant 

/ ► J* ... . 3 . . 

■ . = j + ai tin t + jt'Bo», 

(I — teoas)- 4 

3 , . r t\ 
s + ai uns ■+• ^ i*unai = ^1 — - J x, 

d'oïl l'on tire, par le retour dca suites (nota 5 * — Th. L Cl. , p. 49), la valeur de s; puis en faisant 
s = v — T, 

T = v- (.- i) * + «sin (. -I) x - | i* si» (»-;) x ; 

nuis on a trouvé par la première approximation 

, Je . ' , 3 e» . 

x = y 4 - — sm mv -f. - — un ami» 4 - etc. : 
ni 14/n 

on trouvera donc, en substituant cette valeur dans la précédente (en se contentant de mettra son preauier 
terme dan* celai qui contient i ■ en facteur) , une ripression de la forme 

T = ^ — C sin mi» — y sin i» 4 -a/iin (-5) » — etc. p 

C, y, /, etc. étant des fonctions des coefficiens de la râleur de x multipliés par 1 — 



on a l'équation 



Termes dont 
la combinaison 
peut amener des 
arcs de cercle 
dan» l'intégrale. 
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astre l'action de la Lune, elle n'en est pas moins réelle, et doit produire un mouvement 
dans son apogée , quoique très lent à la vérité. Si l'on y avait égard en prenant pour 
l’orbite solaire l'équation d’une ellipse mobile, ou en remplaçant z par pz , on n’aurait 
plus cet inconvénient, mais bien celui de la petitesse extrême du diviseur p* — 1 qu'au- 

rait le terme de même espèce dans la valeur de — . Clairaut indique un autre parti à 

prendre, qui lui paraît le plus simple et le plus utile, c'est de calculer toutes les autres 
équations du mouvement de la Lune sur lesquelles le mouvement de l’apogée du Soleil 
ne peut faire aucun effet -, de comparer ensuite les lieux calculés avec la théorie, et de 
voir ce que les erreurs permettent de supposer par rapport à l’équation qui doit résulter 
des cos ps; mais il n’entre dans aucun détail sur l’application de ce procédé , non plus que 
sur le mouvement de l’apogée de la Lune, qui résulte d'une théorie plus exacte, quoiqu'il 
semblât l'annoncer (Th. L., p. a 8 ), et il se contente de poser simplement ses résultats, 

Rctnliatsob- savoir : l’équation de l’orbite qui détermine —, et la valeur de la longitude moyenne x. Il 
tenus après tou- * 

dom* les donne en fonction des cos. et sin.des multiples de v et de «•(» étant le rapport du mou- 

vement moyen des nœuds à celui de la Lune) multipliés par des coefficiens numériques j 
ceux-ci sont exprimés en parties du rayon pris pour unité, an moyen des valeurs de quatre 
élémens astronomiques, savoir : l’excentricité moyenne de l’orbite lunaire et celle de l'orbite 
solaire, le rapport du moyen mouvement de ces deux astres et la parallaxe du Soleil (*). 

La valeur trouvée pour x servirait à déterminer la longitude moyenne par le moyen 
de la longitude vraie , tandis que c'est au contraire la longitude vraie qu’on a besoin en 
Astronomie de déterminer en fonction de la longitude moyenne ; il faut donc conclure le 
second résultat du premier au moyen du retour des suites (**). 

Clairaut y parvient en ne prenant d’abord que les quatre termes les plus considérable» 
t-t , s iVipr.-s de la valeur de x par quatre opérations successives , et au moyen d'autant de lerames 
**vraié" , «n 1 U '*1 ne démontre pas, tandis que le beau théorème de Lagrange peut servir à obtenir 
f mciion de U immédiatement l’équation définitive. Les termes en sinus, qui suivent les trois premiers 
dans l'expression de x, étant plus petits que ceux-ci, on peut se borner, pour ceux qu'ils 
amènent dans l'expression de v, au sinus du même multiple de x, ou de leur simple 



su q rnne. 



(*) Il suppôt* 



(**) Supposant 



* = o,o 55 o 5 , i = o,oiG 83 , — — -=0,0748011, 7 = 11'. 

n l 

x — v -f» o lin mv 4- b «in pv -f- c sin qt> , 



le» lettres a , b , c , m , p, q représentant des coefficiens et de» multiple» connus, on parvient réciproque- 
ment ( note 5) h l 'expression , 

i g j J sm mi -f. — C(p + mî»m {/»-+- m)x — -(p — m,un(p — m)x] 

*+■ - tt*m sin ami — g a'b [(**» •+■ p)* sin (sm •+• p)x — (am — p)» sin (im — p)x] 

— abc (q + p «in (<7 -f- p -f. m)x — ? a y m' *in 3mx-f- le développement de tous le» tcrzn«s 

analogue» en b, c, p et q. 
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combinaison deux à deux avec les multiples précédens (*), en négligeant même cette der- 
nière partie dans les plus petits termes. Il parvient ainsi à la valeur cherchée de la longitude 
vraie , et réduit en arcs les coefiiciens de chaque terme pris en parties du rayon , au moyen 
du rapport de la circonférence au diamètre (**). Tous les angles sont jusqu’alors supposés 
comptés depuis un axe où les deux astres étaient à la fois dans leur apogée. Clairaut 
remarque que comme il n’importe pas de savoir où est placé cet axe, parce que la diffé- 
rence entre v et x sera la même toutes les fois que les autres angles auront des sinus éganx 
et affectés des mêmes signes , il est clair qu'on peut donner à v et à x une origine quel- 
conque ; et que x exprimant la longitude moyenne de la Lune , prise de quelque époque 
fixe , la formule exprimera le lieu vrai de la Lune dans l'orbite. 

Il indique ensuite comment elle peut servir à calculer ces lieux pour un instant quel- Formation 
conque. On pouvait y parvenir immédiatement pour chacun de ceux qu'on voulait obtenir, £”-ufrr'i* 'g”, [ 
par le calcul direct de la formule, sans emprunter d'autres secours que celui des tables vrai de la Lune 
ordinaires des mouvemens moyens et des sinus. Clairaut fit d’abord quelques applications JU ‘ ,un 
de ce genre pour avoir une première idée de l'exactitude de sa théorie ; mais la longueur 
rebutante de ce procédé, où tout était à recommencer à chaque nouveau calcul, l'engagea 
promptement à construire des tables pour chacun des vingt-deux argumens que renfermait 
la formule, et dont les équations étaient données par les coelltciens de chaque terme; 
prenant alors dans les tables connues des mouvemens moyens, les valeurs des anomalies 
moyennes y et z de la Lune et du Soleil pour l'instant dont il s'agit, celles de la dis- 
tance moyenne t de la Lune au Soleil , et du double au de la distance du nœud au Soleil , 
avec Ces premiers angles il formait facilement les autres argumens t — y,st — y, etc. 

Ces argumens trouvés , il cherchait , dans les tables construites d’après féqüation de 
l'orbite , les inégalités qui y répondent avec leurs signes ; puis , les réduisaut à une seule 
et l'appliquant au lieu moyen de la Lune , il obtenait son lieu vrai dans l’orbite pour 
l’instant déterminé. 

Il ne lui restait plus qu’à déterminer la position du plan de l’orbite pour pouvoir fixer s* pirtie : dc- 
à chaque instant le lieu absolu de l'astre dans le ciel : c'est l'objet de la seconde partie J" 1 ]"™,',,?" 
du Mémoire couronné par l'Académie de Pctersbourg, où Clairaut cherche le mou- P l,n ,lr l’orbiw 



(*) Ainsi le terme quelconque g*\n qv introduis»*** ta râleur de v les suivant : 

— «(' — + ^ + bf Q — m + — m + * 

— I ag (m — q] lin (m — q)i — rg Q + tin Q ■+■ x + eic. , 
ce qui résulte évidemment de la Tonne generale du développement de t> } en y faisant — m, q = 

( ** ) Il a alors , en désignant b distance moyenne ^ de b Lune an Soleil par I , 

l'anomalie moyenne du Soleil par*, 

l'anomalie moyenne mx de b fane par y, 

1a distance moyenne ^ i — — -4- lu Sol. au nœud par u, 



par rapport 
plan de l'éclip- 
tique. 



t» = x — 6 « »g' S^siny'- — i' 53“sin t - 4 - 9 ' 39 " sine -1- l' ai" sin a» 

4- une suite de termes en fonctions des sinus des multiples des premiers , de leurs COUT 
posés lia, et de quelques-unes de leurs combinaisons 3 2» 3- 
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ventent des noeuds de la Lune, et la variation d'inclinaison de son orbite par rapport 
à l’écliptique. Il y parvient en suivant une méthode assez analogue à celle de Newton, 
C’est par une construction semblable à celle de la proposition 3o du livre 3 des Principes , 
qu’il apprécie le mouvement instantané dq qu'a la ligne des noeuds par l'effet de la com- 
Rcrlirrclie .lu posante de la force perturbatrice qui agit parallèlement à la ligne menée de la Terre an 
n ' r u 'il " jt, oll ni* Soleil; il obtient dq en fonction de l’espace que cette composante fait parcourir, divisé 
!'- ir T | ilc “ oc <lu par l’élément de la trajectoire, multiplié par le cosinus 1 — 4- de l'inclinaison de l’orbite, 
et par une fonction des cos. des multiples des angles v , q et s (*). Il remplace l'élément 

». , dv 

du temps par celui de la longitudé moyenne , et substitue ensuite à la place de v , ^ , 

y» 

jj- et z, leurs valeurs déterminées précédemment en fonction dessin, et cos. des multiples de 

x et des excentricités dont il néglige les troisièmes puissances ; quant aux termes de la 
valeur de dq , qui contiennent l'inconnne cherchée q , il y substitue, pour cet angle, une 
valeur composée d'une suite de termes multipliés par des coefiiciens indéterminés, et dont 
la forme est indiquée par l'intégration delà partie de, l'expression de dq qui est indépen- 
dante de q ; il se borne même aux termes les plus considérables. 11 intègre ensuite l’ex- 
pression complète de dq pour obtenir la valeur cherchée de q ; et la comparaison des 
termes admis dans la valeur supposée de q avec ceux qui y correspondent dans l’autre 
valeur de cette même quantité produite par les substitutions qu'on vient d’indiquer , fournit 
des équations en nombre su [lisant pourservir à exprimer tous les coefiiciens indéterminés. Le 
coefficient qui affecte x dans la valeur complète de q doit être la même chose que • , rapport 
du mouvement moyen du nœud à celui de la Lune , si la théorie de l’attraction répond au* 
phénomènes : c'est ce que Clairautdit avoir vérifié en trouvant , après toutes lessubstitutiona 
numériques, une différence entre les deux résultats très légère et tout-à-fait négligeable. 
Il réduit en degrés les coefiiciens de chaque sinus , et obtient ainsi , pour déterminer la 
lieu vrai du nœud , après avoir déterminé le lieu moyen , un développement composé de 
quinze termes, dont les argument sont différens, et qui servent à construire autant de tables 
qui déterminent chaque équation. 

Clairaut cherche ensuite la variation de l’inclinaison I de l’orbite sur l’écliptique, et 

3Nr 

(•J La composant* dont U s'agit ayant potir expression cos T {noie 4), l'espace qu'elle tait parcourir 
est cosTrit 1 } et comme on a dl — /tr , «n représentant par x le moyen mouvement de la Lnnc, 

•i Ton fait «== » on ttura SaeLr* ^ r co» T pour la valeur de cet espace eu foDctioo du mdÿca mou- 
vement- On obtient ensuite 

3 f*dx* 

àq = | <1— 4) /iJT-t* + co * (** — a*) — CO» *+• *»>) — *co $(7q -Ma)] » 

on tire de 1&, en mettant pour*y-> , s» et s leurs râleurs, intégrant et négligeant d'abord le* deu* 
derniers termes de dq , une valeur de 1a forme 

q = erx — o sin (■-£)- x sin (a -4-o»)x -J- x*+*/u ain*(l — m •+»•)* -f*etc. j 

on b substitue dans les termes de dq en cos + 3*0 , cos (aç -f* ax) j on intègre et l'on obtient la valeur 
.complète de q . ( ployez note 6 et Th L. CL, p- G“.) 



Recherche de 
la Taii.ition tic 
l'inclinaison de 
l'oi bt te. 
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ii 



exprime son rapport au sinus de l'inclinaison primitive, au moyen du mouvement instan- 
tané de la ligne des nœuds , pris avec un signe contraire et multiplié par la cotangente de 
la distance angulaire de la Lune au nœud ascendant (*). 11 réduit cette expression par 
une méthode analogue à celle qu'il vient d'employer pour calculer le mouvement du 
nœud , à une fonction des cos. des multiples de x; il l’intègre et conclut la valeur de I de 



celle de f -- (**) 
J sinl 



; le tenue constant de l’expression de I représente l'inclinaison moyenne 



de l’orbite de la Lune , et il le suppose de 5° 8' ; ; quant anx antres termes , l’identité de 
leurs argumens avec ceux qu’on calcule pour le nœud , facilite la détermination de la 
différence entre l’iacHnaison vraie et la moyenne qu’on obtient au moyen de quinze tables 
d’équations. 

Après avoir construit des tables de tontes les équations calculées précédemment, Tant Comparji.nu 
pour la détermination du lieu de la Lune que pour la position du nœud et la quantité de ' a vw 'Yôucna- 
l’inclinaison , Clairaut demanda à Lacaille quelques positions de la Lune déterminées ti ““- 
avec exactitude , afin de pouvoir juger du degré de précision de sa théorie. Cet habile 
astronome lui fournit une centaine d’observations de Cassini etdeMaraldi, bien discutées, 
avec les longitudes et lus latitudes qui en résultaient. Clairaut calcula par la théorie , pour 
chacune d'elles, le lieu vrai de la Lune dans son orbite, celui du nœud et ^inclinaison, 
il les corrigea par toutes leurs équations ; retranchant ensuite la seconde de ces quantités de 
la première, il obtint l'argument vrai de la latitude qui, avec l'inclinaison vraie, lui donna, 
par la résolution d’un triangle sphérique , tant la longitude de la Lune que sa latitude (***). 

C’est par la comparaison de ces résultats avec ceux de Lacaille, qu'il termine la pièce 
dont nous nous occupons. Les erreurs extrêmes eu longitude y vont à près de 6', mais 
leur moyenne monte à peine à a' , et le nombre des erreurs posititives étant beaucoup 
plus grand que celui des négatives, y indique quelque cause constante, telle, par exemple, 
qu’une trop grande excentricité donnée à l’orbite de la Lune. Ainsi , connue le dit Clai- 
raut en terminant sa pièce , outre que les tables construites d’après sa théorie approchaient 
déjà plus de la nature qu’aucune de «elles qui les avaient précédées (quoique le temps ne 
lui eût pas encore permis d’en rectifier les élémens), elles suffisaient pour résoudre la 
question proposée par l’Académie impériale , en démontrant qu’il est inutile de chercher 
d’autre cause des inégalités du mouvement de la Lune, que la seule attraction inversement 
proportionnelle au carré des distances. 



(*) — dq col dût. C * «co nœud ; 

* ' un I * ’ . 

d’où l’on lire (note 6) 

= — — * Ç + (?q+ »>)-i«i(y- at )J. 

(•*) = ^ ^ i ^ obtient 

I = & ~ J ^ V»^. ( ^°X tt no,e G*) 

(*** ) En effet, si l’dn dtftignc par S' fa distance de la Lttne au noeud , ou Targmaent de la latitude, 
S celle même distance comptée «or l'ecliptique, 
l la latitude, 

en aura 

*in l ss sinS'sinl, tangS = long S' ces I. £ P' oyez note I, équations (5) et (6).] 
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Addition an Clairaut envoya à Pétersbourg une addition à son Mémoire, qui arriva un peu plus 
viivc ’i PAcsdc- * al "d que le terme Gxé pour le jugement des pièces ; il y indiquait quelques corrections à 
bourg' faire aux tables par lesquelles il avait calculé les cent lieux de la Lune ci-dessus mention- 

nés , en montrant que ces corrections rapprochaient la théorie des observations. 

Il commença, peu de temps après , l'impression de ses Tables , qu’il n'avait retardée 
que pour en perfectionner la forme ; et quoiqu'elles n’aient paru qu'au commencement 
de 1754, le fond en était publié dès 170a ( Htst. de [Acad. , 1 y 5 a , p. u 3 ). 

Application Dans cet intervalle, Clairaut appliqua à la parallaxe horizontale de la Lune, dont 
r'rti^uoubwé * a détermination occupait alors les astronomes , l'équation de l'orbite dont il n'avait pas 
à la recherche encore fait usage. Cette parallaxe peut en effet être regardée comme inversement propor- 
h'iibonulc *dé , *°nnelle à la distance de la Lune à la Terre , quoique , à proprement parler , cette 
la Lune. distance nfe soit inversement proportionnelle qu'au sinus de la parallaxe ; parce que son 
maximum n’étant que d’environ 1° et sa variation de 7 à 8', on peut très légitimement 

substituer l'arc au sinus. L'équation de l’orbite donnant la valeur de — en fonction des 

cosinus des multiples de la longitude vraie v, il ne s'agissait plus que de remplacer celle- 
ci par la longitude moyenne x , en employant la valeur approchée de v , trouvée précé- 
demment , en fonction de x et des sinus des multiples de x. Le résultat n'était encore 
que proportionnel à la parallaxe ; mais il devint la parallaxe même aussitôt quil eut 
fixé, au moyen des observations, la valeur de l’unité en minutes et secondes. Clairaut 
établit pour cela, avec Lemonnicr, le maximum de la parallaxe de 61' 8”; et remar- 

quant qu’en supposant di nul, z et y égaux à 180° dans l’expression de — , tous les 

coefiiciens des termes sensibles excepté un seul , où n’entre point t, s'ajoutent entre eux 
de manière à produire la plus grande’ équation , il égala leur somme , prise dans cette 
hypothèse, à 61' 8"; il en conclut l’expression cherchée del’unité en minutes et secondes (**), 
et de là celle des coefiiciens de chaque terme ; il obtint enfin , au moyen de quatre 
équations, toutes assez petites , et dont les argumens se forment facilement , la parallaxe 
cherchée avec une approximation suffisante. 

Forme de§.1 Clairaut , eu exposant cette nouvelle application dans un Mémoire que l’on trouve dans 
I une* dc'cisi ceux l’Académie des Sciences de Paris, pour 1762 , p. 14a, rend compte aussi des 
tain, de 1754. moyens par lesquels il était parvenu à simplifier la forme de ses Tables avant de les 



(*} Il trouve ainsi, en désignant par a, b, c, d, etc. , des coefficient numérique» exprime* en parties 
du rayon, 

- = 1 — a cas y -f- b catijr H- etc. + cco§al-+-<fco»(^— *)-4-etc. 

— «co» 3/ +/co«4* — £co»(j*-+-*) — Aco*(»r— a/) — etc. 

(**) S« Ton suppose it = o , y = 180*, i= i8o°, la valeur precedente sc ml un à 
+ i + e + ou à 1,0786037, 

en menant poor chaque lettre la valeur qu'elle représente. Clairaut pose l’équation 
» 1, 0786037 = 60' 8*} 

d'où il conclut 

1 = W 40', 7. 
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publier. De même que dans sa tbénrie, le calcul de la longitude vraie dans l'orbite J exigeait 
aa équations , qu'on obtenait à l’aide d'autant de tables à simple entrée , qui avaient pour 
argumens les divers multiples des moyens mouvemeus- 11 avait augmenté seulement de 
i ' 3g" l'époque des moyens mouvemens de Halley, et diminué de -pÿ-p l'excentricité de 
l'orbite lunaire de Newton , Ce qui s'accordait mieux avec les observations , et rendait 
le nombre des erreurs positives égal à celui des négatives. Ayant observé un rapport 
constant entre les petites équations du nœud et celles de l'inclinaison , il s’en servit pour 
abréger considérablement le calcul de la latitude et celui de la réduction à l’écliptique. 

Ce fut l’examen attentif des séries relatives au nœud et À l’inclinaison qui lui lit découvrir' 
que presque toutes les équations de l'inclinaison ont des coefliciena qui sont à ceux des 
équations du nœud relatives aux mêmes argumens , à peu près dans le rapport du sinus 
de l'inclinaison moyenne au rayon. Supposant donc que A représente un des argumens 
quelconques des équations dans lesquelles cette observation a lieu, et f coi A l'équation 

de riuclinaison dépendante de cet argument, est l’équation du nœud, donnée d>pi»i u *- 

par le même argument, et partant [ n ^nefn C9 ^ e ' ar S ument J® latitude ; il 

conclut immédiatement de là l’elFet produit dans la latitude par les dix petites équations, 
tant du nœud que de l’inclinaison (*) , où il avait reconnu l’existence de ce rapport. Quant 
aux cinq équations où il ne croyait pas que la relation précédente eût lieu également, il 
calcula d’abord, en les employant seules, le mouvement du nœud, la variation de l’inclinai- 
son , et de là la latitude et la réduction à l’écliptique. Il vérifia que cette dernière quantité 
était déterminée, par là, aussi exactement qu’il était nécessaire-, et quant à la lati- 
tude, qui était déjà donnée à une minute près par la première opération, il la corrigea à 
l’aide de huit petites équations données directement au moyen de la remarque précé- 
dente. C’est par l’examen de l’erreur que l’on peut commettre, en les négligeant, dans 
la recherche de la réduction à l’écliptique , qu’il termine son Mémoire de 1753 ; l’expres- 
sion analytique de cette erreur (**), appliquée successivement à toutes les équations dn 
nœud, fait voir que leur somme ne peut jamais produire que 4 ', 7 d’erreur ; quantité assez 
petite pour qu’on puisse la négliger, sur-tout lorsque par là on abrège beaucoup le calcul. 

. (*} En effet on a (note l), en désignant par f la latitude, par S' l'argument de latitude et par I l'in- 
clination, l’analogie 

tin 1 = liaS' sin I ; 

sa différentielle d-sin l ~ cosS'd-S' sin I -f* tin S'coi Idl donne, lorsque dS/ = — ^ > ‘ n ^ , et que..... 

’ sinl ' • 

dl = CcosA, d.ainl = — C sin A cos S' -f- Ceo* A sin S* cos Ij 

d’oh l’on tire, en subsumant l’nnité S la place de cos / et de cos I , ce qne l’on peut faire sans aucune erreur 
sensible, à cause de la petitesse de / et de I , et de celle des équations qu’on vent réduire : 

dl = f tin (S'— A). 

On voit par U qu’en faisant A successivement égal à tous les argument des équations omises , et C égal 
il tous les cocf&ciens de ces équations dans la série de l'inclinaison, on pourra déterminer inuuédiatesueut 
les équations qui en résultent dans la latitude. 

(**) Soit / sinA une équation du noeud, 

lé un A sera l'équation correspondante de l’inclinaison, 
i éunt 1a tangente de l'inclinaison de l’orbite; 

il trouve - i'ésin (A— aS' ) pour U correction que ces équations produisent dans la réduction & l’édiptique, 

5 
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Le volume des Mém. de Paris pour 175a contient, p. 5 g 3 — 6aa, nn autre Mémoire 
de Clairaut sur la théorie de la Lune, qu'il présenta le 3 o avril 1755, et qui a puni- 
titre : Construction des Tables du mouvement horaire de la Lune. Il contient l'exposi- 
M « : moire «te tion de la méthode par laquelle il était parvenu à déterminer l’expression générale de la 
^î'KïîJifcmSe var ' a, ' on horaire du lieu de la Lune, et renferme les tables de ce mouvement, qu'il 



de» Science», en avait construites au moyen de cette formule. 

Le premier moyen qui se présente pour avoir le mouvement horaire de la Lune pour 
un instant quelconque, est de calculer le lieu de la Lune pour cet instant, et ce même 
lieu une heure plus tard; la différence de ces deux lieux est le mouvement horaire 
Mritinde pour demandé. Mais cette méthode lui parut trop pénible pour ne pas chercher à l'abréger, 
mnliTcnlcni l,o- vo ' c * comment il y parvint. Supposant que e sin A fût une des équations quelconques 

■aire «t« de du lieu de l'astre , il chercha la quantité « dont l’angle A, argument de l'équation proposée, 
variait pendant une heure ; e sin (A-f-«) représentant alors ce que devenait e sin A au- 
bout d'une heure , la différence de ces deux expressions devait être l'équation du mouve- 
ment horaire , correspondante à l’équation e sin A du lieu (♦) ; d’où il tira , en réduisant , 
une expression très simple de la première. Reprenant ensuite l'expression générale du lieu 
de la Lune , il y lit A successivement égal à tous les argumens qui s’y trouvaient ; • égal 
aux mouvemens moyens de ces argumens pendant une heure ; enfui e égal aux coefliciens 
qu'ont les sinus de ces argumens, et il obtint la valeur de chaque équation correspondante 
du mouvement horaire (**), en négligeant les huit dernières, à cause de leur petitesse ; 
ce qui réduisit le nombre de ses Tables du mouvement horaire à quatorze. 

La variation horaire de la longitude ne diffère de celle du lieu dans l'orbite que 
par la variation de la réduction Â l'écliptique. Pour l’obtenir, il faut reprendre l'argument 
de la latitude , lui ajouter sa variation horaire moyenne , et y appliquer aussi le résultat 
Variations ho- équations de la variation horaire du lieu de la Lune. Ayant ainsi le nouvel argument 
ninstle la ion- de la latitude pour l’instant qui suit d’une heure le premier lieu calculé , on aura, par 
le moyen de cet argument et de la même inclinaison de T orbite , la nouvelle réduction 
à l’écliptique, en négligeant les corrections insensibles qu’y pourraient apporter la variation 
horaire des nœuds et celle de l'inclinaison de l'orbite. Enfin , pour déterminer la variation 
horaire de la latitude de la Lune , il commence par calculer les changemens que les cinq 
équations de l'argument de la latitude et les trois de l'inclinaison peuvent subir pendant 
une heure, et il examine ensuite la variation que peuvent éprouver, dans le même temps , 
les huit dernières équations de la latitude ; mais les corrections que ces dernières pro- 
duisent dans la latitude sont si légères , qu'elles peuvent aussi être négligées ; ce qui 
borne à sept le nombre des tables de correction de la latitude pour le mouvement horaire. 



L iunle cl de la 
Ilit u de. 



( *) Il obtint »io« e sin (À -f- «J — c sin A r= e* coi A — — sin À 

3 

ponr IVqnation cherchée du mouvement horaire, quand on se home au carré de « j mai* le plu* souvent, 
4 cause de la petite**? du coefficient e, on peut »e borner au premier terme. 

Si Téquation du lieu était représentée par e siu A an lien de ecosA, l'équation do mouvement horaire 

serait — cm sin A — — co» A. 

a 

(**) Ainsi, par exemple, U première équation do lieu étant — sin^, et le mouvement moyen 

de y pendant une heure étant de 3a' $ 0 ", on aura, en prenant e = — 3a6G4 w et « = 3a' 4®" = o,oot)5o3, 
— 3' 35", 4 eosj- -f- l'sinj'* pour IV quation huraiie du lieu de b Lune dépendant de Targuaient f- 
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CHAPITRE III. 

Théorie de la Lune, de d Alemhert. 

Nous venons de passer successivement en revue tontes les parties de la solution du 
problème des trois corps donnée par Clairaut. Pour juger avec impartialité celle do 
d’Alembert, il faut nous reportera l'époque où aucun des travanx du premier n'était 
encore publié, afin de voir sous quel point de vue d'Alembert envisagea la question, et 
de bien constater toutes les idées dont il ne fut redevable qu'à son génie. 

Après avoir envoyé à l'Académie de Berlin des recherches sur la théorie de la Lune , Mcmoire il. 
d'Alembert lut à celle de Paria , le 1 4 juin 17^7 > un Mémoire ayant pour titre : Méthode d’Alrmbert, In 
générale pour déterminer les orbites et les mouvemens de toutes les planètes, en ayant c “ 
égard à leur action mutuelle. Il est imprimé à la suite des premières recherches de 
Clairaut, dans les Mèm.de Par., 17 /&, p. 365, l’Académieayant permis à ces deux auteurs 
d’avancer ainsi de deux ans la publication de leurs premières solutions. D’Alembert com- 
mence par faire voir que pour trouver l’orbite d’une planète autour du Soleil,, il faut 
transporter à cette planète , en sens contraire et dans une direction parallèle , les forces 
accélératrices que cette planète et toutes les autres exercent sur le Soleil, puis combiner 
ces forces avec les forces attractives du Soleil et des autres planètes sur la planète pro- 
posée , et avec la vitesse de projection apparente de celle-ci. Il fait voir ensuite que la 
détermination exacte de l’orbite d’une planète autour du Soleil dépend de trois choses : 

1 °. de la projection de cette orbite sur le plan de l’écliptique (en entendant par là un 
plan fixe qui passe par le Soleil et dont la Terre s'écarte fort peu) ; a°. du mouvement 
des nœuds ; 3°. de l’inclinaison de l’orbite à chaque instant. 11 s'occupe successivement de 
déterminer chacun de ces trois élémens. 

Pour cela il cherche d’abord l’équation différentielle de l’orbite décrite par un corps A , Éqttationdif- 
attiré par un autre corps S, en raison inverse du carré des distances , et soumis de plus à fejj-jj 11 * de 
l'action de deux forces f et», l’une dirigée vers S, l'autre perpendiculaire à la première. 

Il obtient l’expression du carré de la vitesse v de A, au point où sa distance à S esta:, en 
fonction de la vitesse initiale g, de la distance primitive a, de ta force principale 
Fa? 

et des forces perturbatrices (*). H détermine le temps employé à parcourir un secteur 

infiniment petit. Supposant ensuite que l'orbite ne diffère pas beaucoup d’un cercle ', que 
l’angle de la direction primitive du mouvement avec le rayon vecteur est droit , et que 

1 F t 

les forces p et ir sont très petites par rapport à F ; enfin faisant - égal à — — — , 

x g a 

t étant une nouvelle variable très petite , il parvient à une équatiou en d't , dont le» 



(*) La force F est égale S celle qu'exercerait , b la distance a , on corps placé en S, et égalé S la soranui 
lies mânes ü -+. A ; il obtient 
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3 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 
deux premiers termes sont linéaires , et dont le troisième est le produit du carré de 
l'élément dz de l’arc pris pour variable indépendante, par une fonction des forces 
perturbatrices qu’il désigne par M (*). Si l'on pouvait réduire M à une fonction de z , 
l'intégration serait facile par la méthode que d'Alembert avait déjà indiquée [art. toi de 
sa Dynamique , et art. 80 de son ouvrage sur les Vents ] {**)■ Or, «comme l'orbite de ta- 
ri planète autour du Soleil n’est que très peu dérangée par l’action de tous les autres 
n corps, on trouvera à peu près le point où la première se trouvera; on connaîtra de 
» même, approximativement, les points où se trouveront les autres planètes dans leurs 
n orbites , puisqu'elles sont censées se mouvoir à peu près uniformément , et dans des 
n orbites circulaires. Ainsi l'arc z étant donné , on aura les expressions en z de tous les 
n arcs décrits par les autres corps ; on aura donc aussi les expressions de leurs actions 
* sur la planète que l'on considère ; ces actions étant rapportées sur le plan de projec- 
r> tion et décomposées, donneront les expressions de f et «■ en fonction de s, et de là la 
n valeur cherchée de M. » 

Il indique ensuite comment on calculera le mouvement des noeuds, ainsi que la varia- 
tion de l’inclinaison (***). 

Si, après cette approximation, on voulait, dit-il, un plus grand degré d'exactitude, 
on pourrait recourir aux méthodes connues pour avoir, avec toute la précision désirée , 
les quantités dont on a déjà les valeurs approchées. Ainsi, dans la première approxi- 
mation , on pouvait supposer dans M , t nul , v* égal à Fa et ris égal à dz ; dans la seconde, 



(*) L’cquitùon approchée do l’orbiie est 

, , téi> fit' ( Pwth 1 

+ — +7T {*-'J = 

(**) Soit en effet l'équation 

d*l 4- tdf 4- MJ*» 

& intégrer : supposent* qu’on ait 

àl — JtU = 0 ,. 

valeur qui reluit T équation différentielle A 

djr -f- tdz -f MJ* — O t 

on a , en ajoutant ce* deux dernière* équation* , multipliant *ncce**ivement lent somme par 4- — r 

et — {/ — i , et supposant ensuite t +yV^\-=q t t—yV = A, le* deux équations 
dq -f qdz y — i 4- MJ* y — i = Or 

ja — aj* y~ — MJ* V~i = o, 

qui sont linéaire* du premier ordre, et dont l'intégration ( que Jean Bernoulli avait effectuée dès iGcfl) donne 
li 1 * valeurs de q, de A et celle de t = qui renferme de* expressions imaginaire s que l'on peut toujours 

faire disparaître. 

(***) Soit £ la force parallèle au plan de projection, 

r le sinns de la distance an pu Lire de la planète A la ligne des nœuds, 
t' le sinns de l'angle que fait la direction de 1a force £ avec la ligue des nœuds, 
ds l'élément de la trajectoire, 
m' la tangente de l'inclinaison (le l'orbite; 

il trouve £ ÙhfL— pour la valeur approchée de l'angle élémentaire du mouvement des nœuds; et le pro- 
’ t>*xdz 

duit de cette expression par ^ représente la variation instantanée de la cotangente de l'inclinaison. 
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M sera une fonction de z et de t , et l’on n’y supposera plus lej élémens constans ; mais 
en substituant pour t sa première valeur, elle sera exprimée en fonction de la seule 
variable z. L’ équation de l’orbite pourra toujours se diviser en deux parties , dont 
l’une sera l’équation de l'ellipse que la planète aurait décrite, si elle eût été attirée sim- 
plement vers le point S en raison inverse du carré de la distance, et dont l'autre «, mar- 
quera la correction qu’il faudra faire au rayon de cette ellipse pour avoir l’orbite véri- 
table. On cherchera de même le secteur elliptique qui y répond , et la petite quantité C 
dont il faut l’augmenter pour avoir le secteur correspondant de l'orbite projetée ; puis 
multipliant C par le cosinus de l'inclinaison , on aura l'accroissement du secteur de 
l'orbite de la planète. 

u D’après cette méthode, il n’y aura plus, dit-il , aucun des corps célestes dont on ne 
» puisse donner la théorie avec la dernière précision , en employant à cette recherche 
r> le temps que demandent d'assez longs calculs analytiques ; elle s'appliquerait facilement 
n à la recherche des orbites fort excentriques et fort inclinées à l'écliptique, ainsi qu’à la 
p détermination des orbites des satellites autour de leurs planètes principales. » 

D’Alembert fait usage dé la méthode précédente dans la seconde partie de son Mémoire ^ Apiiliijatino 
(remise à l’Académie le 6 novembre 1747)1 pour la recherche de l’orbite de la Lune. nrtcàkmesSU 
11 obtient les valeurs de ÿ et de*- en fonction de ladistance variable B' de la Terre au Soleil, 
de celle de la Lune à la Terre, et du supplément Ide l’élongation de la Lune au Soleil. 11 
présente les sinus et cosinus sous la forme d’exponentielles imaginaires; ce qui a, suivant lui, 
l’avantage de réduire l’intégration à celle de fonctions de la forme c A+ "' V—' n et A 
étant des constantes , et d’indiquer à quels multiples appartiennent les sinus ou cosinus 
qui doivent représenter l’intégrale. Supposant que N* désigne le coefficient de tdz‘ dans 
l’équation différentielle , il intègre, en négligeant dans M les termes où t se rencontre ; et 
réduisant I à une fonction de z, il obtient / cos Nz pour le premier terme de la valeur de Conrlmion 
t. Or, ce terme est beaucoup plus grand que les autres , é" est à peu près égal à l’excen- jP* 
tricité de l’orbite ; ainsi l’apogée de la courbe sera, à quelques degrés près , aux points où de l’«; ogic. 
ain Nzzrso; le mouvement de la planète sera à celui de son apogée ” 1 : t — N; et comme 
il trouve à très peu de chose près N= (/ 1 — Jn* (n étant le rapport des temps périodiques dy 
Soleil et de la Lune), il en conclut que le mouvement de l’apogée n’est que d’environ t° 3i' 
par révolution. D’Alembert avait déjà indiqué, six mois auparavant, cette méthode de le 
déterminer, et avait alors remarqué qu’une très petite erreur dans la valeur de xpeut en 
produire une très grande dans ce mouvement ; nous avons même déjà parlé du résultat 
auquel il fut alors conduit. C’est par les considérations qu’il en tire, que se termine le Mé- 
moire que nous analysons , qni est bien remarquable , comme réduisant la détermination du 
mouvement de la Lune à l’intégration d’une équation du second ordre par approximation , 
mais qui, sur quelques points, est peut-être encore un peu obscur et incomplet. L’auteur 
n’y indique pas par exemple comment on peut tirer de l’expression générale du temps une 
relation entre les mouvemens vrai et moyen de la Lune. On voit que n’ayant pas fait 
encore d’application numérique de ses formules , il n’appercevait pas complètement toutes 
les difficultés du problème , et que ses idées conservaient encore quelque chose du vague 
des premières conceptions. 

Au moment où Clairaut trouva, par la théorie, le vrai mouvement de l’apogée,. 
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d'Alembert était occupé de ses belles recherches sur la précession des équinoxes , et ne 
vériGa point ce calcul ; il convint cependant de sa méprise, et s'en excusa sur l'obligation 
où il avait été de suivre l’exemple de Clairaut , en hâtant la publication de son premier 
Mémoire, avant que des recherches plus exactes lui fisseDt apercevoir son erreur. Il 
reprit ensuite ce sujet, et la théorie de la Lune en général ; mais quoiqu'il crût avoir 
alors rempli les principales vues de l'Académie de Pétersbourg , quelques raisons particu- 
lières l'avant eiupéché de concourir, il se contenta (ainsi qu’il le dit, Disc. prél. Rech., 
p. 43 ) de remettre sa théorie de la Lune à M. de Fouchy, le to janvier 1761 , près 
de neuf mois avant le jugement de l'Académie de Pétersbourg, et long-temps avant 
qu’aucun ouvrage sur ce sujet eût été mis au jour. C'est cette théorie qu'il a publiée 
ensuite en 1764 , dans le premier volume de ses Recherches sur different points impoi- 
WcÂé/dc * ans du Monde, en y faisant seulement quelques additions qu'il distingue 

il'Alerabcit. soigneusement de ce qui était fait trois ans auparavant. 

Lune"' ' * Nous allons exposer rapidement la marche qu’il suit dans cet ouvrage. 

Forces qui 11 commence par chercher les expressions des forces sJ' et *• qui agissent sur la Luna 
Luoe' * ^ an3 son or ^‘ le projetée sur l'écliptique , en négligeant, ainsi que Clairaut, à cause de 
leur petitesse , l'action des différentes planètes sur la Terre et sur la Lune , et celle de la 
Terre et de la Lune sur le Soleil, (/'oyez note 4 , § 3 .) D'Alembert détermine ensuite 
l'équation de l’orbite projetée , en la comparant à celle qui serait décrite en vertu d’une 
seule force centrale Q. Cette méthode, qu'il avait déjà indiquée dans son premier Mémoire , 
a l'avantage de ramener le problème à un autre déjà connu , et dont il obtient très 
facilement la solution au moyen de l'cquation des aires et de celle des forces vives. La 
différence entre le cas d’une seule force et celui de l'orbite engendrée par l'action da 
deux forces, c'est que les secteurs qui sont proportionnels au temps dans celui-là ne le 
sont pas dans celui-ci. Cherchant donc la variation de l'aire , puis égalant les expressions 
du petit espace parcouru suivant la direction du rayon vecteur dans l'élément du temps , 
f/cSiü'lîc «le U en vertu de ta seule force Q dans le premier cas, et des deux forces 4 et 1 dans la 
trajectoire. second , il obtient une valeur de Q en fonction des forces perturbatrices ; et sa substitution 
dans l'équation différentielle lui donne l'équation de l'orbite cherchée (*). 

Avant de la résoudre, d'Alembert cherche l'expression de la différentielle du mou- 
vement des nœuds de la Lune au moyen d’une construction géométrique assez compliquée ; 
il trouve plus simplement la variation de l'inclinaison de l’orbite lunaire sur l’écliptique. 

Pour appliquer sa méthode générale d’intégration à l'équation de l’orbite lunaire , 
d’Alembert commence par montrer la petitesse des forces perturbatrices comparées à la 
force principale de la Terre sur la Lune , et il en conclut que l’effet des premières devra 
peu écarter l'orbite de la Lune de la courbure circulaire ; il fait voir ainsi qu’en appelant 

u l'inverse - de la distance accourcie de la Lune à la Terre, K la valeur de u pour l’orbite 

circulaire , et faisant en général u égal àK+t,l devra être une très petite quantité ; 
susbtituant alors cette valeur de u dans l'équation de l’orbite, elle devient différentielle 



('*) Savoir : d'u ~b udl* 



J 

dz* ^ wlz 




(f^oyez note a, 5 *•) 
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du second ordre par rapport à la variable t , et son premier membre est de la forme 
rf=t -f- N*/da* Mda*, N‘ marquant un coefficient constant , et M une fonction de t, de 

~ et de différent sin. et cos. des angles a, a' et £ parcourus par la Lune , la T erre et la 
az 

ligne des nœuds au bout d'un temps déterminé. Il expose ensuite la méthode des substi- 
tutions successives, qu’il avait indiquée dans le Mémoire précédent, pour résoudre cette 
équation , en y faisant une mndilication importante relative aux arcs de cercle que son 
intégration pourrait introduire , et dont il n'avait pas parlé d'abord. Il est évident , en effet , 
que si après avoir obtenu une première valeur de t , on la substitue dans la partie de M 
qui est fonction de t , et qoe cette substitution y introduise des termes de la forme A cos 
(B -f- Na) , une nouvelle intégration produira, dans la valeur de t qui en résultera, et à 
cause du passage de la quantité N sous le signe cos. comme multiple de a , des termes où 
Tare a se trouvera en dehors des signes périodiques. Cette valeur serait fautive, puisqu'elle 
croîtrait avec le temps et pourrait devenir très grande , tandis que nous avofts vu que t 
devait être essentiellement une quantité très petite. DAlembert propose alors un moyen jKAhoderonr 
de prévenir ce grave inconvénient de la méthode des substitutions successives. Dans le cas prèrenirl'iniro. 
où la valeurde H -+-P cosNa + etc. mise à la place de t dans M , y ferait naître le terme cciclc/* aK * 

y cos Na, il prescrit de mettre la fonction N’trfa’ sous la forme ^N* -f- en ajou- 

tant aussi à M le terme — ~ tdz' ; par ce moyen la quantité y cos Na, qui se trouve 
dans M est détruite par la quantité — y cos N* provenant de la substitution de H -f- P 
cos Na à la place de t dans le terme — p tdz'. 

Après avoir , dans les six premiers chapitres , exposé toute la partie générale de sa 
solution , il passe au développement des opérations successives par lesquelles il doit par- 
venir à déterminer le mouvement troublé. 11 commence par négliger l'excentricité de 
l'orbite terrestre, les ternies de ■J' et* qui ont B' 3 u 5 ou B' 5 u* au dénominateur, et ceux de 
M qui sont multipliés par t ; il regarde la tangente de l'inclinaison m comme constante , et 
les angles a', £ comme égaux à nx et pz : n étant toujours le rapport des moyens mouve- 
mens de la Terre et de la Lune , et p celui du mouvement des nœuds au mouvement de la 
Lune. Il substitue alors les valeurs des forces et « dans l'équation différentielle (*) , et 
parvient, en l'intégrant, à une valeur de t dont le premier terme, qui a pour coefficient 
l'excentricité f de l’orbite lunaire , ne lui donne encore que la moitié du mouvement de 



(•) Les valeurs Je ce» force», pour h première approximation , «ont, en faisant p-, ar ( T+ L,«*, 
4 = (T + L) | ■»•«* [i — eosa(a— pi}] — + 3 «»»(« — rwj] j , 



3#*(T+L) .y . . , t .. 

'■ '■ — — n*); ( note 4 » >3) 



4 ,_**• 

T ...Im 



il lAkit 

de lu t tient de 4< 



p‘‘n 1 ■*('—’/' fÇO ’ *' ** conwrTt J ' ZJp ** f * eunï » < T M po« le premier terme 

, + V “ 7 * 



J 
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l’apogée; il calcule, dans la même hypothèse, le mouvement des nœuds et la variatioa 
de l’inclinaison , et les trouve par là assez d’accord avec les observations (*). 

Avant de faire une seconde approximation, d'Alembert examine les petites quantités 
auxquelles il faut avoir égard pour corriger l’orbite; il regarde n, m, et l’excentricité 
quantités qm A {j e l’orbitre terrestre, comme des quautités infiniment petites du premier ordre ; p, n*, 

inenier par fin- m*, nx comme étant du second ordre; n 1 , A* et c comme étant du troisième ordre; il borne 
tr'gralion. 

l'approximation à ces trois ordres , et il adopte pour N la valeur 1 qui répond 



Remarques sur 
l’ordre uw ter- 
me! cl sur les 



aux observations, u II y a des termes dans l’équation différentielle de l’orbite (dit-il , 
n page 44) dont les coefticiens augmentent considérablement par l'intégration; ce sont 
n ceux qui contiennent des quantités de la forme cosRz, R marquant un coefficient qui 
n diffère peu de N, mais qui ne lui est pas exactement égal. Cela vient de ce qu'il 
n faut, pour les intégrer, les diviser par la quantité N“ — R*, qui est très petite, et qui 
n se trouv^de l’ordre de N (au moins), lorsque la différence de N et de R est de ce 
n même ordre. De là il s'ensuit qu’il n'est pas permis de négliger les quantités du qua- 
rt trième ordre en cos Ri dans les termes de l'équation différentielle, quand on veut avoir 
n égard aux quantités du troisième dans la valeur de (.... Quant aux termes où se trouve 
n cosNs il faut aussi avoir égard , dans leurs coefficiens, aux quantités du quatrième 
r> ordre, parce qu'étant divisés par une quantitéP, qui est censée infiniment petite du pre- 
» mier ordre, ils deviendront du troisième, abstraction faite des quantités numériques qui 
n peuvent multiplier ces coefficiens, et en augmenter ou diminuer beaucoup la valeur, 
n Enfin, il faut faire une grande attention aux termes de l’équation de l'orbite où se 
n trouvent des quantités de la forme cos kz, k étant une quantité fort petite de l'ordre n 
n ou au-dessous ; parce que , quoiqu'ils ne deviennent pas plus grands dans l'équation 
n intégrée de l'orbite que dans l'équation différentielle , ils augmentent beaucoup da 
n valeur dans l'expression du temps , où ils acquièrent le petit diviseur k par l’intégration. 
n S'il s'en rencontre qui soient déjà sous le signe f dans la valeufrde l'élément du temps, 
n il faudra pousser les coefficiens de ces termes jusqu'aux quantités infiniment petites du 
» cinquième ordre, puisqu'ils seront abaissés au troisième par la double intégration (**). » 
Exposition Après avoir fait ces observations et donné à propos du développement des sin. et cos. 
succincte de js d e , quantités composées de plusieurs termes , une démonstration du théorème de Taylor 
p;.c d’Alembert trop élégante pour n'êlre pas citée , d'Alembert passe au développement des calculs 
proîiiMuôa*^ qu'exige une deuxième approximation ; il substitue, dans les expressions des forces, les 



(•) La formule dÇ = — c0 * t* — *0 *' n (»— rin («' — () lai donne-}- ^sinn'n's — pt) pour 

lapins grande équation dsi mouvement des nœuds, et U formule ~ = <f£ eut (s — £ lui donne, pour 

l'équation correspondante de l'inclinaison, ^ pcesaffia— /») , /«étant le rapport de l'inclinaison moyenne 
an rayon. 

(•*) En effet, le temps étant donné par la formule J' | 1 — J’ 
supposons que ls valeur de t contienne un terme en cos qx , q étant fort petit: ce terme entrera aussi dans 
u = K + t, ce qui amènera dans 1» quantité • et pourra, dans le cas oh contien- 

drait aussi an terme en cosqs, introduite, par sa double intégration par rapport i e, on terme semblable 
divisé par q % dans 1a valeur Unie du temps. 
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• à CHAPITRE TROISIÈME. 4i 

valeurs de t , m èt Çiju’il ar obtenues par la première opération, celle du rayon recteur B' 

de l'orbite elliptique de la Terre (*) , et celle de z', qu'il obtient en fonction de z, en 
égalant, ainsi que Clairaut, les expressions des temps employés par chaque astre res- 
pectif à décrire ces angles. 11 détermine ensuite les termes de l'équation différentielle de 
l’orbite où entrent les forces, et, les rassemblant tous, il la réduit ainsi de nouveau à la 
forme d’une équation linéaire du second ordre, qu'il intègre en désignant, pour abréger, par 
des lettres , les coefiiciens composés de plusieurs termes. Ayant obtenu par là la valeur 
cherchée de t et de u, en fonction des cos. des multiples des angles z, Ni, rnz , pz et nz, 
des premières et deuxièmes puissances de l’inclinaison, du rapport des moyens mouvemens, 
de l'excentricité lunaire, et de la première puissance de l’excentricité terrestre , il passe , 
dans le chap. q , à la détermination du temps que la Lune emploie à parcourir un arc 
quelconque de son orbite. 11 y parvient , ainsi que Clairaut , en intégrant son équation 
différentielle, où il substitue la valeur précédente de u ; il obtient ainsi la valeur de la lon- 
gitude moyenne de la Lune Z, en fonction des sin. de la longitude vraie z, et réciproque- 
ment l'expression de celle-ci en fonction des sin. des multiples de la première; ce qui lui 
donne immédiatement le lieu vrai de la Lune dans l'écliptique. Pour rendre la formule 
encore plus applicable aux usages astronomiques , il y introduit le mouvement vrai z' du 
Soleil au lieudu moyen nZ. Enfin , il corrige l'équation de l'inclinaison par une substitution 
poussée au second ordre, ce qui entraine aussi l’admission réciproque de quelques nou- 
veaux tenues dans l'équation de l’orbite et dans*celle du lieu. 

Le chap. ta est consacré au calcul numérique des différons termes de la formule du 
lieu de la Lune ; l'auteur exprime leurs coefiiciens par une suite de fractions décroissantes 
dont les dénominateurs sont facteurs de 36o, ce qui facilite leur réduction en degrés (**). 

Le mouvement moyen de l'apogée Z — NZ n'étant pas encore assez exactement déterminé, 
d’Alembert est ainsi conduit, pour vérifier sa théorie sur ce point, à le calculer en ne négli- 
geant que les quantités infiniment petites du septième ordre ; ce qui l'oblige à employer de 
nouveaux termes, tels que le troisième de l'expression générale du temps; à évaluer plus 
exactement les premiers, et le conduit enfin à la quantité 3° a' 33* pour le mouvement 
de l'apogée , que les observations donnent de 3° 3' 3y“. 

Ce sont les équations définitives qu'il vient d'obtenir qui lui servent à construire ses 
tables. Il suit pour cela une méthode particulière , qui consiste à réduire en formules les 
tables faites d'après la théorie de Newton , à les comparer ensuite avec les siennes , et à 
n'en construire de nouvelles que pour les différences qui existent entre les équations 



Calcul pins 
exact du mou- 
vement de IV 
posée et do 
lieu. 



Tahles rïe New- 
ton réduite» eu 
formule», et ta- 
ble» de correc- 
tion 



(♦) B' = B(i -4- à cosirn'a). 

(•*) Ainsi il met n =2 yj-j «ms la forme “ j + — etc.^ * l I u * on obtient en développant 

( ,,+ i) °“ £( ,+ s)~ï et comme les coefficicns sont en gcnéral donnes en parties du rayon 

pris pour unité , pour le» réduire en degrés , il les multiplie par la valeur 5 ^» t8' du rayon ou sinus total , 
en faisant 

ai 1 1 x j\— 1 

forme qui résulte de ce que 5 j° «8' a= 60» — s°,7 , et de ce que ^ 1 + -J • 

6 
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4 * PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LüSE, 

ayant le même argument dans l'une et l’autre théorie , ou pour les nouvelles équation» 
données par le calcul analytique. Il adopte pour tables de comparaison celles des Insli~ 
talions astronomiques de Lemonnier, qui étaient fondées sur celles de Klamsteed , et il 
indique un procédé particulier pour faciliter 1 a construction des nouvelles. Il consiste à 
chercher , dans les tables déjà calculées , les parties aliquotes qui peuvent représenter les 
équations que l'on veut réduire en tables : ainsi, par exemple, les tables de» équations 36 * 
sinsA, et 47 * si» a A lui servent aussi à construire celle de l’équation ta' a 3 " tinaA, en 
ajoutant le tiers de la première à la moitié de la seconde. 

D'Alembert calcule ensuite la parallaxe de la Lune au moyen de la formule qui donne 
l'inverse de son rayon vecteur , sa latitude au moyen dn mouvement des noeuds et de la 
variation de l'inclinaison , en ayant égard aux quantités du second ordre , et il termine sa' 
théorie par le recueil de ses nouvelle» tables. Celiet-ci ont pour argumens le» lieux 
moyens de la Lune, de l'apogée et du noeud, et le lieu vrai du Soleil; elle» sont au 
nombre de dix-»ept pour la longitude , entre lesquelles onze août analogues à celles de» 
Institutions astronomiques ; il emploie les deux équations du mouvement du nœud déjà- 
connues , e» les corrigeant au moyen de cinq autres tables, pour trouver la distance du' 
lieu vrai de la Lune au lieu vrai du nœud. 11 ajoute aussi six équations à celle de l'incli- 
naison que les astronomes employaient déjà; et c'est de la détermination de ces élémens 
qu’il conclut la latitude. Enfin, il donne une table pour la correction des parallaxes et des 
demi-diamètres de la Lune. Mais au lieu de vérifier ensuite, ainsi que flairant , sa théorie 
par les observations , il se borne à comparer ses tables avec celles de Lemonnier et oelles 
qu'Eulcr avait données en 1745 et 1750. 

OUwaiinni Avant de terminer cette esquisse rapide des premiers travaux de d’Alembert sur le pro- 
ijmlïiiœk d« blême de» trois corps, il n’est pas inutile de remarquer que l'application qu'on pouvait faire 
îsJ.iciaiiocc». de la méthode des coeificicns indéterminés à la théorie de la Lune , n'avait pas échappé à sa 
sagacité. Yoiçi ce qu'il dit à ce *uj*t (p. 106) : u A l’égard de l’intégration de l'équation 
n de l’orbite, j’aurais pu supposer u égal «R-f-P cosNa+Doosa (z — n»)-j-etc., R, P, D 
n étant des cpeificien» indéterminés ; et substituant cette expression dan» l’équation diffé- 
» rentielle, déterminer comme à l’ordinaire la valeur de chaque coefficient. Cette manière 
n d’appliquer la méthode des indéterminées à la solution du problème dont il s'agit , est 
n sans comparaison la plus courte et la plus facile de toutes , puisqu’elle ne demande ni 
» intégration, ni aucune adresse de calcul; d'ailleurs elle se présente très naturellement, 
n elle est familière aux géomètres, et a été déjà très souvent mise en usage pour l'inté- 
n gration des équations. Cependant j’ai cru devoir lui préférer la méthode que j'ai suivie, 
n quoiqu’elle soit un peu plus longue ; et voici les raisons qui m'y ont engagé : pour pou- 
r voir supposer u égal à R + P cos Nz + etc. , il faut s’étre assuré auparavant que u doit 
» avoir en effet cette forme ; car tme équation différentielle ou uue équation intégrée qui 
v renferme des signes f peut avoir, et a souvent en effet, plusieurs intégrales. Il faut 
n donc démontrer, ou que l'intégrale cu'on suppose est unique, ou au moins qu' elle est la 
n seule qui convienne au problème proposé ; et lors même que la valeur trouvée serait 
n assez conforme aux observations , on seul que ce moyen de conGrmer la solution est 

si indirect et peut être insuffisant Cette méthode peut anssi induire en erreur , soit 

r parce qu’on peut donnera l'intégrée une forme fautive, soit parce que les coeificicns 
p étant indéterminés , et par conséquent d'une valeur inconnue , on n’est jamais parfaite- 
p ment sûr de la valeur des quantités qu'on néglige, sur-tout dam un cas aussi compliqué. 
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CHAPITRE QUATRIÈME. 4 5 

tt Au reste , je ne prétends point en condamner absolument l'usage , mais observer seule- 
v ment qu’il faut prouver, en l'employant, que la forme qu’on juppose 4 l’équation est en 
7i effet la seule qu’elle doit avoir , et fai cru qu’il était plus court dé chercher directe- 
7i ment cette forme en intégrant rigoureusement et absolument l’équation proposée. 

t . 1 . 1 ■ — -T. i .. .. ■■■ - ' t:.'.' - .y . . ■ "i:.:-:-. 

CHAPITRE IV. 

Première Théorie de la Lune , d’Euler. 

Eci.tjt envoya à l’Académie de Pétersbourg , dont il était membre honoraire , soti juge- 
ment sur la pièce de Clairant, avec une dissertation latine très étendue, qu’il avait composée 
quelque temps auparavant sur le même süjet. Cette Académie la fit ensuite imprimer à 
Berlin, sous les yeuit de l’auteur, et elle parut en iy53 sous le nom de Theoria motus 
Lunoe. Le but principal qu'Euler parait avoir eu dans cet ouvrage, est de résoudre Ut 
question du mouvement de l'apogée. « Le Célèbre Clairaut, dit-il, n’ayant pas encore Bm principal 
U exposé publiquement les raisons qui l'ont porté à rétracter sa première assertion sur 
n l’insuffisance de l’attraction Newtonienne, qu’il me soit permis, à moi qui ai toujours été 
n d'une opinion contraire à celle qu’il énonce maintenant, et qui n*’y suis confirmé depuis 
7 i long-temps par plusieurs méthodes différentes , de ne pas regarder la question comme 
n décidée jusqti’à ce que je sois parvenu à la résoudre par mes propres recherches.... Je 
n considérerai d'abord le problème dans sa plus grande généralité, afin de déterminer le 
7 i mouvement d’un corps sollicité par des forces quelconques; j'introduirai ensuite dans 
n le calcul les expression» dé celles auxquelles la tune est soumise, et je donnerai les 
7 i équations de son mouvement; je les transformerai de diverses manières, jusqu'à ce 
77 qu'elles soient mises sous la forme la plus convenable; enfin, je m’attacherai à en 
s conclure , tant le mouvement de l'apogée que toutes les inégalités de U Lune, de ma- 
7i nière à parvenir à leurs véritables expressions , dans le cas même où la loi de Newton 
7 > serait en défaut. 77 Passons rapidement en revue les divers points de cette théorie. 

Euler introduit le premier l'emploi des trois équations du mouvement varié en coor- 
données rectangulaires, et il suppose le mobile soumis à l’action de trois forces situées Éqtminnsd* 
aussi à angle droit; la première P, dirigée suivant la' distance acdourcie, ou la ligne qui raou ' eu * cat ‘ 
joint le point où le mobile est projeté sur l’un des plans coordonnés, et le centre fixe pris 
pour origine ; la seconde Q , située dans le même plan et en sens contraire du mouvement ; 
la troisième R , perpendiculaire à ce plan , et tendant à en rapprocher le mobile ; il par- 
vient de là aux équations en fonction des coordonnées polaires x , 9 et qui désignent la 
distance accourcie, lalongitudc et la latitude du mobile (*). Il décompose ensuite la troisième 
équation , au moyen d’une relation trigonométrique , pour obtenir les expressions diffé- 

(*) Ces équations sont (noies, $ 3) , en inppoeanl prises avec le signe — les forces qui tendent S di- 
minuer les Coordonnées , 

d’x — xd** «s — I P#, idjaie + xd‘t—— j Qdr*, d'(i Ung4) =— j Be/t* ; , 

b fraction , qui multiplie dt', disparaît dans l’ élimina tion de l’chfaent du temps, et ne produit aucun 
changement dans les équations déCuitires, 
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rentielles du mouvement des noeuds r, et de l'inclinaison f de l'orbite; la méthode par 
laq utile il y parvient, en regardant alternativement *■ et f comme constantes et comme 
variables, est bien remarquable en ce qu'elle est déjà fondée sur le principe de la variation 
des constantes arbitraires (*). 

Il détermine ensuite les valeurs des forces dans le cas de l’orbite lunaire, en prenant 
Es pressions Èécliptique pour plan de projection, et le centre du Soleil pour origine des coordonnées ; 
de» furces. j] suppose la force du Soleil conforme à la loi de Newton , mais il introduit dans l'expression 
de l’attraction de la Terre sur la Lune un terme indéterminé qu'il suppose constant, et 
qui diminue la valeur qu'a cette attraction dans le cas de l'inverse du carré des distances!**). 
Nous n’entrerons pas dans les détails de toutes scs transformations préliminaires; il suffira 
de dire qu'il substitue, à la place de la distance idc la Lune au Soleil, sa valeur en fonc- 
tion des deux autres côtés du triangle formé par les trois astres et de l'angle compris , et 
que le développement des puissances de la valeur de z étant très convergent, à cause de la 
petitesse du rapport de ces deux côtés , il se borne à ses quatre premiers termes. 11 prend 
successivement pour variables indépendantes , le temps , l'anomalie moyennne du Soleil q 
et celle de la Lune p; il intègre alors une première fois la seconde équation du mouve- 
ment avec une constante arbitraire 0, pour obtenir la valeur de d<p, qu’il substitue dans la 
première équation. Il y met à la place du rayon y de l’ellipse solaire, sa valeur elliptique. 
11 suppose x égal à la valeur qu’il aurait dans le mouvement elliptique, multipliée par 
une variable u, qu’il fi|it ensuite égale à l'unité plus une nouvelle variable v; il introduit 
enfin l’anomalie vraie r de la Lune comme variable indépendante définitive ; il désigne 
par /Rrfrla partie de la valeur de dp qui reste sous lesignede l’intégration; et ayant appelé 
Êrpiaiînni ton- * l’angle parcouru par le Soleil, et * l’élongation ç — 6, il obtient, au moyen de l’équation 
d nm'rnsks du ,j es a j re , } la valeur de dt en fonction des élémens de l’orbite du Soleil , et de là celle de 
di, en retranchant la première de celle de d$ et les développant (*♦*), Il transforme aussi la 



(♦) II obtient, an moyen de la troisième équation du mouvement et de la relation Ung4=t*n?>*in(* 
Ica deux équations : 



dr = s J, ‘— -’dT 1 { p + Q «•(*-*> 



d(log.tang,) = Ung ç 9 w} - (Voyez note 6, § 3.) 

Le rayon vecteur a pour expression j Enlc. dé* igné pat S, T, L le* masses du Soleil, de 1* 
Terre et de la Lune, et représente la force principale par (T-+-L)cos»4 (j; ““ » en ««pposant en- 

suite, pour abréger, = /a, il obtient, pour 1rs valeurs des trois forces, (voyez note 4» S 4) 

P*»(T+L) co.H + S [f - (£ ~p) «•»]• Q =S •« • > 

R = ( T -4- L ) cos'4 *in 4 (jl ~ ÎT-) +S ’ ’ 



i = V } * — axy cos sec* 4- 



(*** ) Ib suppose 



b(i — e*) 

? I — C ton* 



* - HlLuJm „ 

I — À CbSf * 
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première équation du mouvement en une autre dont le premier membre est la différen- 
tielle seconde de v par rapport à r, et dont le second membre consiste en une suite de 
termes de deux espèces. Les uns sont de simples fonctions de quantités non périodiques ou 
des co«. de l'angle p — sr, qui exprime la distance de la Lune à son nœud ascendant , des 
anomalies vraies r et r de la Lune et du Soleil, de l'élongation « et de la tangente de 
l’inclinaison , , multipliées par le rapport m des masses divisées par le cube des distances 
moyennes et par le rapport n des moyens mouvement , par les deux premières puis- 
sances des excentricités h e te, par la variable v elle même et par son carré; les autres 
termes exprimés par les produits de /R dr et de son carré par certains coefliciens , sont 
des fonctions des excentricités , de v, et des s in. des angles * , r et s, qui restent sous le 
signe de l’intégration , où elles sont multipliées par dr. 11 parvient à des expressions 
analogues pour dr et d logtang f. Toutes ces formules fondamentales étant données , il 
s’agit maintenant d'en conclure, par l’intégration, les valeurs cherchées des variables. 

Pour y parvenir plus facilement, Euler ne considère d’abord que les inégalités de la i” Classe. 
Lune qui proviennent de l'angle s et de ses multiples, en supposant nulles les excenlri- *TW- 

cités et l'inclinaison de l'orbite, aün d’obtenir toute la partie de la variation de la Lune l°ng»iioo. 
qui est indépendante de son excentricité. H prend alors pour v et pour la fonction /Rdr, Intégration 
qui exprime la partie variable et périodique de dp , des valeurs composées d'une suite de ' ,ir î ' 

produits des cosinus des quatre premiers multiples de « par des coefliciens indéterminés, lUiummo. 



et obtient 
en faisant 

R 

G étant une constante. 

11 fait, pour un moment, 



j >=K c -ï /KJr )' 



3 (i — *•)*(«— ecoa*)» . . 

- ) -r-; 1 — **• sina» -f etc. , 

a (i — c ») 1 (i — Acosr)< 



= bm 



kl équations des aires donnent alors 

r*r/r = dp [/i — A» , m'dù ~ dq \/\ — e». 

En effet, le principe des aires donne directement pour la Lune, par exemple, l’cqnaiion 
x'dr = dt Va ( i — A»)(T -h C) ; 

elle devient , dans le cas du mouvement moyen, où Ton suppose nulle l'excentricité. 



a*dp = dt |/«pr+L) , 



d'où l'on tire, en éliminant dt et divisant par a», la première des équations précédentes; il en est de 
même pour la deuxième. 11 conclat de b, en faisant dp = ndq et rcuictunt pour r et » leurs valeurs 
elliptiques , 

rffl = I 

n (i — e*)*( i — Acosr)* 



Enfin retranchant cette valeur de celle de df , il obtient celle de d», et faisant u = i -f-~ , U change 

/•* 

l'équation, qui était en é'u, en une antre de la forme 

= C a — 3 h-+* “ 7 ^ — aC/R (/R<fr)*-+- - -cosa(#^— »J](i -f-Acosr-f- etc.) 

-*• 3A cos ( a* — r) — - e cos (as — - i> + etc. » «le. ( Voy. Th. d’Eul • , p. 45 ) * 

• 4 



\ 
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les cos. des multiples impairs ayant aussi en facteur le rapport » des moyennes distances 
a et b, on le rapport des parallaxes dn Soleil et de la Lune (*); il substitue cette valeur 
de /Rdr dans les expressions de dp et de de; il obtient ensuite, en la dit! crénelant et en 
y substituant pour de la valeur précédente, une expression de R qui , étant comparée à 
sa valeur déjà connue , lui fournit , en égalant de part et cT autre les coefficiens des terme) 
semblables, un certain nombre d’ équations pour déterminer les coefficient inconnus. 

La substitution des valeurs supposées ponr v et /Rdr, dans l'équation différentielle en d'v, 
devant aussi la rendre identique , lui donne de nouvelles équations qui lui servent à com- 
pléter la détermination des inconnues; il parvient ainsi, an moyen des valeursdes é'émens 
données en parties dn rayon , savoir, le moyen mouvement n de la Lune et celui de la 
ligne des apsides c, et à l'aide de calculs fondés sur des approximations successives, à 
l'évaluation numérique dés coefficiens de tous les termes dépendant des cos. de » et de 
ses multiples qui entrent dans les valeurs qu'il a supposées pour v et /Rdr dans cette 
première opération. Il conclut de là les termes qui leur correspondent dans les ex pres- 
sions de v, de et dp ; il intègre cette dernière en supposant ç composé d’une suite de 
termes dépendais des sinus des multiples de s, et affectés de coefficient indéterminés, en 
différenciant cette expression, et y substituant pour dn sa valeur donnée, pub en la 
comparant avec celle qu'il vient d’obtenir, afin de déterminer les coefficiens de la valeur 
cherchée de p. 

s* Claus. Euler passe ensuite (cbap. 5) à la recherche des inég al ités de la Lune qui dépendent 

(kpendent^îi de I* première puissance de l'excentricité A de son orbite. Il fait usage, pour les obtenir, 

l’accmricitïd* du même procédé que celui qu'il vient d'appliquer aux inégalités de 1a première classe. 
1 orbite lunaire. _ r , . cr , , , . . , , 

Il suppose pour /Rdr une expression composée des deux premiers termes de sa valeur 

précédente, et d’une suite de fonctions de A et des cos. des angles r, 3v — r, a* -f- r, etc. , 
multipliés par de nouveaux coeffisiens indéterminés. Il prend aussi pour v un développe- 
ment semblable, à l'exception du terme en cos r qui ne s'y trouve pas. Il a recours aux 
mêmes opérations que celles qu'il a déjà employées pour déterminer les coefficiens de 
chacun des termes de ces deux, valeurs , en ne considérant dans les équations identiques 
que ceux qui se trouvent multipliés par A, et en substituant, dans les équations de condb 
dition , les valeurs des coefficiens déjà connus et celle de l'élément A. 

Le chap. 6 de la théorie que nous analysons est consacré à la recherche des inégalités 
de la Lune qui dépendent du carré de son excentricité. L'auteur, ajoutant alors aux valeurs 
indéterminées de v et /Rdr de nouveaux termes où les cos. des angles a r, an, 4s et de 
leurs composés se trouvent multipliés par A*, parvient aussi par la méthode précédente 
à fixer les valeurs de leurs coefficiens. 

Dans le chapitre suivant il cherche, au moyen de calculs longs et compliqués , à obtenir 
des valeurs plus exactes des inégalités déjà trouvées, en les considérant dans leur ensemble. 



{*) Euler suppose, dans cette première approximation , 

/Rdr — A cos ?» ■+• B cos •+- C * cos s -t- D s cor 3» , 

V v =3 A'cos a, 4* B' cos 4s ■+• C/t coe s DS cos 3s ; 

la TiJenr de la fonction /Rdr ne doit contenir socun terme constant , et celle de v, par sa nain» , ne doit 
avoir ni un terme constant, ni un terme de la forme a cos r. 
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11 détermine ainsi arec plus de précision l’expression de ^ , qu’il intègre ensuite par 



4f 



méthode que nous avons déjà indiquée. Il obtient alors pour ÿ un développement dont il 
réduit les coelficiens en secondes , et dont la partie non périodique est composée de la 
constante de l’intégration et du terme Or; or, 1* partie constante de la différence f — r, 
entre la longitude et l’anomalie vraie de la Lune, doit exprimer la longitude de l'apogée ; 

O — 1 est donc le rapport du mouvement de l’apogée an mouvement de l’anomalie de la 
Lune. Euter a jusqu’alors pris pour O la valeur donnée par les observations ; dans le 
chap. 8, qui traite du mouvement de l'apogée , il cherche à le déterminer par le calcul. Mninfimu 
11 reprend pour cela l’une des équations de condition obtenues précédemment , qui lut *k l “P®* 1 *- 
donne pour O une valeur eu fonction de C. Une première détermination de C, faite en négli- 
geant les termes en A*, ceux en e et en », qui viennent de la position et de l'ellipticité du 
Soleil , lui avait donné, pour çette constante, une valeur en fonction de n et de la lettre 
/t, qui représente le terme ajouté à celui qui exprime l'action de la Lune dans le cas de 
l'attraction Newtonienne. Cette valeur ne lui fournit, pour le mouvement de Èapogée, que 
la moitié de celui qui a lieu réellement ; mais comme la constante doit avoir une valeur 
différente, quand on a égard à toutes les circonstances du problème, Euler avait ajouté 
une quantité inconnue, à cette première expression ; et c’est en cherchant avec soin sa 
valeur, qui ne paraissait d'abord d'aucune importance, qu’il retrouve, à a' près, la se- 
conde moitié du mouvement cherché par la considération de la seule inégalité qui dépend 
de l’angle a» — r (*). Il déduit de la comparaison du résultat du calcul avec l'observation , 
une valeur de /* déjà très petite, et qui doit diminuer encore par un calcul plus exact ; 
d’où il conclut qu’il n’y a nul besoin de supposer d’autre force que celle qui a lieu en 
raison inverse du carré des distances , pour accorder les résultats de la théorie avec ceux 
de l'observation. 

Euler passe ensuite (chap. q) à la détermination des inégalités de la Lune qui pro- 3* Claue. 
viennent de la seule excentricité e de l’orbite du Soleil, qu’il a négligée jusqu'alors. Ces 
inégalités doivent dépendre en partie de l'anomalie vraie j du Soleil, et en partie •<>- » 

de l’angle a»j il l’exprime par les valeurs qu’il prend pour v et fRdr, en omettant les 
termes en r ; il compare les valeurs qu’elles donnent pour R et d'v (en y substituant pour 
ds — dl, sa valeur) avec celles qui viennent de la substitution des expressions indéter- 
minées de J~hdr et de v , dans les valeurs déjà connues de R et de d'v. 

U parvient de même (chap. to) à l’évaluation des termes qui dépendent du produit ck 4 » ru,*., 
des excentricités, en ne prenant, dans les séries indéterminées , que les termes qui ont J"' 

A , A’, e. k ou ek pour facteur, et introduisant les cos. des nouveaux angles r — s •'eux cionni- 
r + s, a» — r -f s, a* — r—s, etc. 



( * ) Il lrou> e , pige 98 , 
muu B s obtenu d’aiUeun , page 3 g, 

è’vb il tire , quand il négligé ft et /, 



O = C — o,ôoo364 ; 



^ O =5 y/ w r, 004159* j 

mais en ayant «'parti U la valeur de i ss 3,1089a, twovve chapitre VU, U obtient la valeur O = t,oo 843 ' 
tandis <pc r observation donne 0 = 1, 008^171, d'où il déduit f* =o,o 38 . 
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] 5 * I ^ détermine enfin les inégalités de la Lune qui proviennenfdu rapport des pa-allaxes 

l'.i'iiiic. ou des distances moyennes du Soleil et de la Lune à la Terre, et dont il a déjà obtenu 
quelques-unes (chap. 4) dans une première approximation. Il fait entrer, pour cet effet, 
de nouveaux termes dans les séries où qe rapport multiplie les cos. des angles », 3s , 
• — r, » — s, 3» — s, et il en détermine les coclficiens de la même manière. 11 remarque 
que les inégalités qui dépendent des angles a»— 3 r, a» — ar-f-s peuvent monter à 
plusieurs secondes, mais que leur détermination est si rebutante, qu'il a préféré s’en rap- 
porter sur ce point aux observations. 

Mouvrnient Après être parvenu aux valeurs de toutes les inégalités de la Lune qui ne dépendent 
risüon^'l’Iô- P ® 4 de l'inclinaison de son orbite, Euler s'occupe ensuite, dans les chap. i a et 1 3, du 
,:uuiaon. mouvement des noeuds et de la variation de l'inclinaison. 11 développe leurs équations dif- 
férentielles, et réduit la première à une série de cos. des angles » , r, f , sr, ♦, s et de leurs 
multiples ; la seconde à un développement des sinus des mêmes angles : chaque terme de 
l'une et de l'autre éta.it multiplié par un coefficient numérique. 11 remarque que quoique 
quelques-uns de ces termes paraissent assez petits pour qu'on pût les rt jeter, ils peuvent 
cr< itre par l'intégration d’une manière notable : tels sont ceux dont les différentielles dif- 
fèrent très peu de dr. Pour en tirer ir’et log. tang f , il cherche séparément le» parties de 
leurs valeurs qui proviennent de ces angles, et sont indépendantes des excentricités ; puis, 
celles qui résultent des deux premières puissances de l’excentricité de l’orbite lunaire, 
enfin celle, qui viennent de l’excentricité de l’orbite solaire ; il intègre dans chacun de 
ces trois cas, en posant pour *■ et log. tang f des valeurs indéterminées, en les différenciant 
par rapport à r, et en y mettant , pour les coclficiens différentiels de tp, », « ou s et w , 
leurs valeurs déjà connues, » étant toujours égal a f — comparant ensuite les expres- 
sions auxquelles il parvient avec les formules numériques qui donnent dt r et d log. tang p , 
il obtient un nombre d’équations suffisant pour déterminer tous les coclficiens. Dans le 
calcul de l’inclinaison, il dit qu’on peut négliger plusieurs inégalités dont quelques-unes 
passent 10 " ; à peine même veut-il qu’on ait égard à une équation qu’il trouve de a3*. 
Rassemblant ensuite tous les résultats, il en tire immédiatement la valeur de w, et obtient 
aussi celle de f en la tirant de celle de log. tang; (*). 
fi« Classe Ces valeurs pouvant influer sur celles de f et de v , il faut encore y avoir égard en 
Inrpaliii» yrn- déterminant dans fR.dr et v de nouveaux termes multipliés par les cosinus des angles 
Slon'dc” f — «r, * — *•, 9 — *• — r, etc., et de leurs multiples. On a un exemple, dans cette 
l urbitt. partie, des risques que l’on court par ce procédé, en ne mettant pas la plus scrupuleuse 
attention aux termes que l’on néglige; car, après avoir trouvé dans <p le terme 18 ' 3' 



(*) Pour passer de la valeur de log. tangp à celle de p, Euler posant log. tang/ =;S, obtient d'abord 
* tang p = i + S -f* ^ S» J 

il fait s étant l'inclinaison moyenne donnée par les observations, m étant une petite quan* 

lite variable, ce qui lui donue 



tang s «4- • • 

ün «' = r- ’ . ü; , = uns • + i 



il fait ensuite 1 ■ = Y, cl obtient 

tang t 



i = (V — i) sin# cost = - ( V— i)ain as. 
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sîn (al — a») , dont on ne voyait aucun vestige dans les tables astronomiques, Euler est 
conduit par là à uu examen plus attentif, qui ne lui donne plus que 3' a5* sin (al — air) 
pour cette équation , ou environ la cinquième partie de ce qu’elle était d'abord. 

Rassemblant ensuite tous ces résultats partiels , en ajoutant les coefliciens de chaque 
fonction périodique donnés par toutes les opérations successives , il parvient aux valeurs 

complètes de u et de ^ , en fonction des produits des cos. de « , r, s , et de leurs mul- 
tiples, par des coefliciens numériques et par les élémens e, h et ». Il représente par Ç 
la longitude de la Lune déterminée, dans son mouvement elliptique , selon les règles de 
Kepler; ip est alors égal à Ç, plus une fonction des sin. des angles i, r, s , ® , *• , I et 
de leurs multiples. 

Après avoir, Bans les chapitres précédons , considéré successivement les six classes 
d'inégalités qui dépendent de l'élongation , des deux excentricités considérées séparément 
ou simultanément , de la parallaxe du Soleil et de l'inclinaison de l'orbite, Euler montre, 
dans le chapitre 16 , qu'on peut, relativement aux usages astronomiques, distinguer 
aussi cinq classes différentes d’inégalités , suivant qu'elles servent à déterminer la dis- 
tance de la Lune à la Terre ou la parallaxe, le mouvement horaire de la Lune, la 
longitude vraie sur l'écliptique, la position de la ligne des noeuds et l'inclinaison vraie, 
d’où l’on tire la latitude. Il cherche à exprimer l’anomalie vraie r, en fonction de l'ano- 
malie moyenne p et de l'excentricité k, qui sont connues assez, exactement, d'autant 
plus qu'une erreur de quelques minutes dans l'anomalie vraie, n’en produit qu'une de quel- 
ques secondes dans les inégalités de la Lune. Il parvient à ce but au moyen de l'équation 
différentielle qui lie ces anomalies dans le mouvement elliptique ; elle lui donne d'abord , 
par son développement, la valeur de p en fonction de r et des sin. des multiples de r; 
d'où il tire réciproquement celle de r en fonction de p et des sin. des multiples de 
p (*). Celle de £ est alors déterminée en fonction de la longitude moyenne , et d'une 
suite de produits des sinus des multiples de r par les quatre premières puissances de 
k : ce qui est d'une exactitude suffisante. 

Le chapitre 17 de l'ouvrage est consacre à la détermination des élémens. « La 
r> théorie seule ( dit Euler , dans son introduction ) ne suflit pas pour construire des 
n tables, et elle doit nécessairement emprunter à l'observation six élémens, savoir: 
n i°. l'excentricité de l’orbite lunaire , qui dépend du mouvement primitif imprimé à 
n la Lune , que la théorie ne peut faire connaître ; a”, le lieu moyen de la Lune à uns 
n époque déterminée ; 3". le -lieu de l'apogée de son orbite à un moment donné ; 4°. la 



(*) On a, dan* i« mouvement elliptique ( voyez le bas «le U page 45), 

, _(i-A’Nr 

dp ~ (t— AcOSfy* * 

d'où l'on tire, en intégrant, 

p = r -4- aA sin r 4* j A» sin ar-f- - A' sin 3 r etc. 

Si l'on pose rt=p — R , et qu'on cherche les râleurs des sinus des differens multiples de r, suivant h« 
puissances de R et les sinus de p, on obtiendra l'cqualion 

r = p — aA ^t — 1 A* ^ »in p -f- ? A» sin ap — ^ A* sin 3p ■+• etc. , 
que l'un peut mettre en table. 

7 
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»^temps périodique de la Lune selon son mouvement moyen ; 5 °. le lieu des neendf 
9 à une certaine époque ; 6 °. l'inclinaison moyenne de l'orbite de la Lune au plan 
v de l'écliptique. C'est au moyen de ces six quantités déterminées une seule fois , que 
r> la théorie doit faire connaître la position de la Lune et les élémens de son orbite pour 
n un temps quelconque, n Pour corriger plus aisément les élémens par les observations, 
Euler prend celles où le nombre des inégalités est le plus petit; telles sont celles faites aux 
mornens où la Lune est en opposition ou en conjonction. Il emploie treize éclipses de 
Lune observées à Paris; il suppose à la longitude moyenne, à l’excentricité k , et par 
suite à l’anomalie vraie v, des premières valeurs passablement approchées; il désigne 
par m, n et i les corrections dont ces élémens ont besoin; et comme le tenue...» 
sin 3 (tp — *• — r) est incertain aussi, il désigne son coefficient par ico y, et le regarde 
comme indéterminé. Calculant ensuite , au moyen des élémens apprucKs , les formules 
que donne la théorie pour le lieu de la Lune au moment de chaque observation , 
et comparant ces valeurs avec les longitudes observées , la différence des résultats , 
attribuée à l’incertitude des élémens, lui donne , pour chaque observation , une équa- 
tion dont le premier membre est un certain angle, et le second une fonction de la 
forme am -f- bit -f- ci -f- d\ ; a , b, c, d étant des coefficiens numériques. 11 obtient treize 
équations semblables, d’où il peut tirer, par l'élimination, le» corrections cherchées. 
C’est en cela que consiste la méthode des équations de condition , qu'Euler a indiquée 
et pratiquée dès 17^7. U dispose enfin les formules qui donnent 4, * et f de manière 
à leur donner une forme convenable pour les mettre en tables ; et mettant de côté 
les inégalités qui ne surpassent pas 10“, il réduit à vingt équations le calcul de la 
correction de la longitude. Comme l’argument de plusieurs d'entre elles contient l’angle <p 
lui-même, il prescrit d’employer, pour le calculer, la longitude moyenne, corrigée seu- 
lement à l’aide des quatre premières inégalités ; mais il ne donne pas les tables qu'il a 
construites d’après sa théorie; il présente même , sous le nom d ' Addihimcntum , à la 
fin de son ouvrage , des remarques sur les inconvéuiens de la marche qu'il vicntde suivre, 
accompagnées d'une nouvelle méthode, dont il s'est aussi occupé depuis dans les Mém. de 
Berlin pour 1763, et dont l'exposition rapide doit terminer ce chapitre. 

L'idée principale sur laquelle repose le nouveau procédé d’Euler , est de choisir 
une anomalie qui sâft nulle ou égale à 180“, lorsque la distance de la l.une à la Terra 
est la plus petite ou la plus grande , de manière que d. r 11e dépende pas de l’élongation 
v, et soit nulle à l’apogée et au périgée. 11 reprend les deux premières équations du 
mouvement ; il prend l’angle m, qui exprime le mouvement toov en, pour mesure du temps, 
et désigne par M et N ce que deviennent les forces perturbalrices correspondantes ; 
il obtient, par l’intégration, les Talents de dtp et de dx en fonction de x, de dm et 
de termes composés des forces M et N , et affectés du signe f (*). Supposant ensuite 

( * J 11 désigne par a la distance moyenne du Soleil à In Terre, par . son moyen mouvement, et fait 

les deux premières équations du mouvement deviennent alors 

d*jc — xdt' = — H-îQ *!m • , a diüf -f xd't = — 
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* donné par l’équation polaire d’une ellipse dont p est le demi-paramètre , q l'excen- 
tricité et v l'anomalie vraie , au lieu de prendre , comme on le fait dans le mouvement 
régulier, ces quantités pour constantes et connues, il les regarde comme variables et 
arbitraires ; il substitue alors cette valeur de x dans celle de dx , et profite des deux 
indéterminées p et q pour réduire celle-ci à la forme H sin v, qui exprime correctement la 
supposition primitive, puisque de cette manière dx est nul ainsi que sin v, quand v 
est égal à o ou à i 8 o‘ > . Les équations de condition qui servent à ce but étant diffé- 
renciées , lui donnent alors les valeurs de dp et de dq ; la différentiation de la valeur 
supposée de x lui fournit celle de dv ; et comme il connaît déjà celle de d $ , il en 
conclut l’expression de dtp — dv , ou du mouvement de l’apogée, et celle de d<i. Ce 
sont ces valeurs des différentielles premières de toutes les variables, qu'il emploie comme 
formule* * fondamentales pour sa nouvelle solution (*). 

Il développe ensuite les valeurs des lettres M et N; il fait p=i( t -4- { ) , et obtient 
l'expression de la différentielle de g par rapport à » , ainsi que celles de tous les 
autres élémens , développées suivant les puissances de e, de q , les sin. et cos. des mul- 
tiples des angles u, v et ». 11 distingue ensuite quatre genres de termes, selon qu'ils 
dépendent des excentricités, de la parallaxe ou de l'inclinaison; et il parvient, par la, 
méthode des cocfïïciens indéterminés qu'il a déjà employée, aux inégalités des deux 
premiers genres. Enfin il termine cette addition par quelques réflexions sur les méthodes 
précédentes et sur divers procédés dont il propose de faire usage. Il montre, par exemple, 
qu’on pourrait réduire les premiers membres des équations différentielles au premier 
ordre, sans supposer une anomalie dont le sinus s’évanouit an périgée et à l'apogée, 
en substituant aux variables q et v ces deux-ci, r—q cosv, s=q sin v. La valeur de r 
devrait alors se composer d'un premier terme de la forme K cos v, et d'autres dépendaus 
des cos. des multiples de » ; les plus grandes et les plus petites distances dépendraient 
alors plutôt de l'angle v que de l’anomalie, ce qui est avantageux lorsque l'excen- 
tricité est très petite. 

la ucuailc donne, en la multipliant par a x'df et intégrant, 

en supposant V = — /MxV# ; 

la première, multipliée par axd# et ajoutée i U seconde multipliée par ac/x , d inné , en l'intégrant et j 
mettant pour x*d$ la valeur précédente, 

dx = ± dm y/ a^U 4* — ^ , en supposant U = — /(M xdp + ’Sdx). 

(*) Euler suppose ( Th. L . , p. 379 ) x = - i *1 introduit cette valeur dans celle de dx t à 

laquelle il vient de parvenir, et posant , pour simplifier, 3 V — ap= o, Vp* ■+• Ap — Y = Vq>, il obtient 

il différencie ensuite 1rs équations de condition et la valeur supposée de x, et remettant pour V et U eu 
qu'ils représentent, il en conclut: 

dp = - tOg! VTp. dq = d. + $«"•'} V~P, 

) — co * "J • 

ecos m)*| 

-«T* 






du — dp — dd ■ 






— net 

P 7 



q sm v en*»/ 

I — tf CO*** , 



5a 



PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA Ll'NE, 



CHAPITRE V. 

Comparaison des Méthodes précédentes de Clairaut, d A lembert et Euler. 

Rrtnmc îles io- Nous venons de voir trois géomètres dn premier ordre entreprendre à la fois de résoudre 
lient»! rr ' CC " directement le problème des trois corps dans toute sa généralité. Tandis que Newton , 
après avoir assigné la cause unique des inégalités de la Lune , et l'avoir heureusement 
appliquée à l’évaluation isolée de plusieurs d'entre elles, n'avait pn , par la méthode 
synthétique dont il se servait, les découvrir ni les calculer toutes; et qn'il avait laissé 
les tables fondées en partie snr la théorie, en partie sur l'observation, et sujettes encore 
à des erreurs de 5 '; Clairaut, d’Alembert et Euler, profitant de toute la supériorité de 
l’analyse, réussirent à mettre le problème en équation, c'est-à-dire à en exprimer la 
nature et à en embrasser l’ensemble et toutes les circonstances pendant un temps quel- 
conque, au moyen d’un petit nombre de formules différentielles rigoureuses. Ils furent 
ensuite forcés , il est vrai , de renoncer à l’espoir de pouvoir les intégrer complètement ; 
mais ayant fait usage des données de l'observation et de diverses méthodes d’approxi- 
mation, ils parvinrent à une solution suffisamment exacte. Ils obtinrent alors, pour 
déterminer le mouvement du corps troublé , des développemens composés d’un nombre 
infini de termes , dont les plus considérables se composaient des inégalités déjà connues ,■ 
et dont les snivans en indiquaient d'autres auxquelles il fallait avoir égard ; mais le 
nombre de ces derniers était si grand , qu’il s'agissait dès-lors bien moins de chercher 4 
l’étendre, pour obtenir des inégalités nouvelles, qu’à le resserrer et le contenir dans des 
limites convenables. Enfin ayant substitué dans les séries qui exprimaient les coordon- 
nées astronomiques , les valeurs des élémens pour un instant quelconque , en supposant 
ces élémens constans , au lieu de les regarder comme variables , ainsi que l'avait fait 
Newton , ils purent s’en servir ensuite pour construire des tables qui représentassent 
correctement, pendant un long espace de temps, les mnuvemens de la Lune. 

Ëaslin! d» Il serait difficile d'établir quel est, entre ces trois géomètres, celui qui arriva le premier 
tcui!* de” , h”I “ la solution de ce problème si compliqué; et l'on n'a pu découvrir encore, sur ce 
cuue d'elles, point, quelque zèle qu’on mette en général aux recherches de ce genre , un seul de ces 
passages positifs qui, assurant à l’un des auteurs une antériorité décidée, enlèvent en 
même temps aux autres un titre qu’on leur avait conféré jusqu’alors. Euler aurait pro- 
bablement la priorité dans le cas actuel, s'il avait mis autant de soin que ses deux 
rivaux à publier immédiatement tontes ses recherches, puisque, dès I 7 <f 5 , il avait 
donné des tables où la théorie entrait pour quelque chose, et qu'on le voit, dans sa 
pièce couronnée en 17 48, comparer à plusieurs reprises les difficultés de la théorie de 
Saturne avec celles que présente la théorie de la Lune, comme si cette dernière lui 
était déjà familière; mais il n’envoya à Pétérsbourg qu'en 1751 ou ij 5 a sa dissertation 
sur la Lune, dont l’impression a été ainsi postérieure de quelques années à celle des 
premières recherches de Clairaut et de d’Alembert. C’est ce que remarque ce dernier 
( flec h . , t. I , p. a 5 a ) au sujet d'un passage où Mayer disait qu’Euler avait le premier 
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réduit le mouvement de la Lune à des équations analytiques. D’AIcmbert soutient au 
contraire que c'est lui et Clairaut qui les premiers ont calculé et publié, d'après la 
théorie, des formules de ce mouvement. Playfairdit, en parlant (*) de ce problème, que 
a’il y avait une priorité à réclamer pour l'un des trois illustres géomètres qui le réso- 
lurent, elle appartiendrait plutôt à Clairaut, qui assurait, au rapport de Lalande, avoir 
trouvé sa solution dès la bu de 1746 . 

Tous trois , après avoir posé les équations fondamentales du mouvement en fonction 
des coordonnées polaires, du temps et des composantes rectangulaires des forces per- 
turbatiices , éliminèrent .l’élément du temps pour y substituer l’anomalie vraie regardée 
comme variable indépendante , afin d'obtenir l'équation de la trajectoire , qu'Euler et 
d'Alembert conservèrent sous la forme différentielle, tandis que Clairaut l'intégra gé- 
néralement avant d'y faire aucune substitution , en laissant sous le signe f les termes 
dépendans des forces perturbatrices encore indéterminées. 11 fallait ensuite, pour pou- 
voir faire l'application de cette équation au mouvement de la Lune et l'intégrer complè- 
tement par les méthodes directes , rendre différentielles exactes en fonction d'une seule 
variable, les parties qui dépendaient des forces troublantes. Clairaut y introduisit, pour 
cet effet, l'hypothèse d’une ellipse mobile décrite par la Lune, et il considéra l'or- 
bite réelle qu'elle parcourait dans l'espace. Euler et d’Alembert déterminèrent l’orbite 
projetée sur l'écliptique; ils substituèrent à la place de la variable, une valeur constante 
dont elle diffère toujours fort peu ; plus , une nouvelle variable très petite , dont ils pou- 
vaient d’abord négliger le carré et les puissances supérieures, et ils augmentèrent par 
là la convergence des résultats. D'Alembert après avoir, ainsi que Clairaut, réduit l'équa- 
tion différentielle de l’orbite à la forme des équations linéaires du second ordre , l’intégra, 
après les premières substitutions , par les mêmes méthodes ; et tous deux formant à plu- 
sieurs reprises de nouvelles approximations , parvinrent, par le procédé des substitutions 
successives et par l’intégration , à l'expression définitive du rayon vecteur en fonction 
des cos. de l’anomalie vraie. Us la substituèrent dans l'équation différentielle qui déter- 
mine le temps , et obtinrent, en l'intégrant, la valeur du mouvement moyen en fonction 
des sinus des multiples du mouvement vrai’, d'où ils conclurent réciproquement l'ex- 
pression cherchée du mouvement vrai en mouvement moyen. Euler suivit un procédé 
différent d'intégration. Ayant développé et transformé ses équations de manière à ce 
qu’elles donnassent les valeurs des élémens de la longitude vraie et de la différentielle 
seconde de la partie variable du rayon vecteur, en fonction des sin. et cos. des multiples 
de l'anomalie vraie et de l'élongation ( dont quelques-uns restaient sous le signe de l'in- 
tégration), il distingua différentes classes dans ccs développemens , et supposant dans 
la recherche de chacune d’elles, faite séparément, des valeurs indéterminées aux deux 
variables cherchées , il détermina leurs coeificiens par la comparaison de leurs différen- 
tielles avec les seconds membres des équations du problème qui les exprimaient. Il parvint 
aussi , par des procédés analytiques , aux expressions du mouvement des noeuds et de 
l'inclinaison de l'orbite lunaire sur l'écliptique, que Clairaut et d'Alembert avaient ob- 
tenues au moyen des considérations géométriques de Newton. 

(*) F.Jinburgh ttewcw, n° as, j;*nv. i S. S , p. u’8. a Cleiiaut, (l'Alcmticrl and Euter, are ehe llim 
» illuatnoua inen, wlio, aa l.y a commun impulse, undrrtouk tliis investigation in Uie jcar \ ?fa t lhe prioritf 
* if a *ï coiUti bc dauued , bting on lhe a nie rj Clairaut. » 
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On doit distinguer avec soin, dans la comparaison des solutions dont nous venons de 
nous occuper, leur mérite réel sous le rapport analytique, et le succès dont elles ont été 
suivies dans les applications que leurs auteurs en ont fait. U s’agissait en effet de re- 
cherches nouvelles qui exigeaient des calculs plus pénibles que tous ceux qu'on avait eu 
à faire jusqu'alors : dans ce travail, la patience et l'exactitude étaient presque aussi essen- 
tielles que le génie , et l'utilité pratique plus importante encore que la nouveauté des pro- 
cédés ; on ne peut pas non plus juger de la bonté des méthodes uniquement par la préci- 
sion des tables qu’elles ont servi à construire. 

Eximen <tr 1a Clairaut, doué d’un esprit exact et méthodique , est celui qui a mis le plus d’ordre, de 
rau""* clarté et de concision dans ses recherches ; il douta peut-être un peu légèrement de la loi de 

Newton ; mais il racheta d'une manière brillante cette précipitation, en découvrant le VTai 
mouvement de l’apogée par la théorie. Sa marche a été constante et régulière ; aucun de ses 
premiers travaux n’a été perdu, et il en est parti pour des recherches plus exactes, dont il 
n’a pas exposé toutes les opérations. Sa méthode est sur-tout d’une application simple et fa- 
cile, ce qui lui a valu l’avantage d’étre plus souvent employée que les autres. En effet, ses 
formules générales étant établies sous la forme intégrale, il ne s’agit plus que do trouver, 
dans chaque cas particulier, les valeurs de / et de O, en les réduisant à de simples fonctions 
de v, d'en conclure celle de g , et de substituer la première et la troisième dans l’expression 
de l’anomalie moyenne, d’où l'on déduit très facilement les termes correspondans de la lon- 
gitude vraie, u Son principal mérite (dit Bailly ) fut le talent des applications : malgré 
e son génie, il n'était point rebuté des détails-, il pensait qu'une vérité de pratique était 
n préférable à celles qui restent ensevelies dans vingt pages d'analyse : aussi n'a-t-il 

n fait que des choses » C'est à sa sûreté dans les calculs, et au soin qu'il a eu de 

corriger ses élémens au moyen des observations , que ses tables, qui Rirent les première» 
construites, durent d’étre préférées à celles des autres géomètres. Il regardait comme un 
avantage de sa supposition , la séparation qu'elle permettait de faire dans la valeur du 
rayon vecteur, entre la partie elliptique et celle qui est due aux forces perturbatrices ; 
mais d’Alembert reprocha à ce procédé que l'on partait alors d'une première valeur 
du rayon vecteur qui n'était qu'une hypothèse tirée des observations , et non une forme 
démontrée à priori ; il lui attribuait l’inconvénient de faire naître, dans l’intégrale, un 
terme eu cos v dès la première approximation-, et , ainsi que Fontaine , il accusait Clai- 
raut de faire disparaître ce tenue trop légèrement , sans démontrer rigoureusement qu'il 
ne devait pas s'y trouver-, il remarquait aussi que cette solution ne donnerait pas la vraie 
valeur du rayon vecteur de l'orbite, si l'apogée du Soleil était immobile, mais qu'elle 
amènerait des arcs de cercle. 

Clairaut considère l'orbite vraie décrite par la Lune au lieu de chercher plutôt sa pro- 
jection sur l’écliptique ; cette méthode, qui semble d’abord la plus simple pour déterm iner 
immédiatement le lieu vrai de l'astre, a l'inconvénient d'exiger nne opération de plus, 
savoir, la réduction à l'écliptique, lorsqu'on veut obtenir la longitude selon l'usage des as- 
tronomes. D'Alembert observe à ce sujet que l'orbite réelle de la Lune n'étant pas plane, 
la somme des angles infiniment petits dv décrits par la Lune dans le temps t, n’est pas 
précisément égale à l'angle v compris entre le rayon vecteur final et le primitif ; que le 
mouvement de l’apogée n’est plus le même que celui que les astronomes observent, qui 
est sur l'écliptique ; et que la distance angulaire de la Lune au nœud mobile rapporté au 
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plan de l’orbite, doit aussi être un peu différente de ce qu’elle est par rapport au nœud mo- 
bile considéré dans le plan de l'écliptique ; mais il convient {Opine. , t. 5 , Mém. 38 ) que 
les erreurs qui en résultent se sont quelquefois compensées ; et nous montrerons d'ailleurs 
que ses reproches étaient souvent plus sévères que fondés, puisqu'il ne s’agissait pas d’obtenir 
une solution rigoureuse, mais de parvenir à une approximation suffisamment exacte. 

Quoique la méthode de d'Alembert ne l'ait pas tout-à-fait conduit à des résultats aussi Mcihode 
précis, elle n’en doit pas moins être envisagée comme bien remarquable, et se recommande l! Alcmljcrt. 
à juste titre comme ayant été approuvée et en partie suivie par l’un des plus illustres géo- 
mètres de notre temps ( voyez Mém. de t/nslil.,t. a, pag. 107). Outre les idées heureuses 
que d'Alemberta partagées, cet esprit fin et ingénieux ena eu plusieurs autres qui lui sont 
propres ; son procédé pour trouver l'équation différentielle de l’orbite troublée par le moyen 
de celle des trajectoires elliptiques, lui paraissait le plus simple possible; il se donnait 
aussi comme ayant le premier réussi à démontrer rigoureusement que les arcs de cercla 
ne devaient pas entrer dans la valeur du rayon vecteur de l’orbite, et proposé une méthode 
directe pour empêcher qu'il ne s’en produisit. Il a remarqué, dès 1 748 , que plusieurs tenues 
très petits dans l’équation différentielle, augmentent considérablement par l’intégration , à 
cause des petits multiples qui deviennent diviseurs, et dit en avoir fait part à Clairaut cetto 
année-là. Celui-ci a soutenu de son côté (Jour, des Sav., juin 176a, p. 376) avoir donné à 
d Alembert des idées dont ce dernier a profité ; et il a voulu expliquer ainsi la différence qui 
existe entre la méthode que ce géomètre indiqua, en 1747, pour construire des Tables de 
la Lune, et celle qu’il suivit ensuite, u 11 apprit (dit Clairaut), tant par mon Mémoire que 
r> par nos conférences, comment mon équation de l’orbite delà Lune, et l’expression du 
v temps qui en résultait , pouvaient servira désigner tant de révolutions que l’on voudrait, 

» comptées depuis le point qu’on prendrait pour servir d’époque , et comment l'équation 
* qui donnait le temps par la longitude vraie, en fournissant également la longitude 
» vraie par le temps ou par la longitude moyenne , donnait un moyen de construire les 
” tables. L'essai qu'il en Gt fut un peu plus exact que celui dont je m'étais contenté 
n alors, parce qu’il fit entrer dans le calcul le carré de l’excentricité que j’avai# réservé 
« pour la seconde approximation ; mais l’avis qu’il m’en donna ne me parut d’aucune 
r> importance, n Nous avons déjà remarqué que c’est à d'Alembert qu’on doit d’avoir 
bien vu le premier , que dans le mouvement de l’apogée il ne sulfit pas de s’en tenir 
au second terme de la série , et qu’il faut pqpsser l’MUctitudc jusqu’au troisième et au 
quatrième terme, afin de s'assurer que la série est assez convergente apres le second, 
pour que ceux qui sont au-delà des quatTe ou cinq premiers puissent être négligés sans 
crainte. On le voit (p. 14S et a 34 , du t. I. de ses Rech.) convenir de l’incertitude de 
quelques-unes de ses corrections , et avouer que lors même qu’il aurait poussé le calcul 
jusqu'aux infiniment petits du quatrième ordre, tant dans la recherche de la latitude et 
du noeud, que dans celle du lieu de la Lune, il n'oserait encore alfirmcr d'aucune des 
équations en particulier quelle fût exacte à t’ près. II fonde cette opinion sur la délica- 
tesse et la longueur des opérations, sur la différence des élémens employés et des 
résultats trouvés par plusieurs calculateurs , enfin sur le nombre des termes qui augmente 
dans les divers ordres , a mesure qu’ils sont plus élevés ; et ayant trouvé à des termes 
du quatrième ordre des coelficiens d’une demi-minute , il demande pourquoi il ne pour- 
rait pas arriver que plusieurs termes réellement du cinquième ordre ou même au-dessous, 
donnassent un résultat pareil ou peut-être plus considérable ? 
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D’Alembert avait un talent et un goût particuliers pour juger les diverses méthodes , 
pour comparer les avantages ou les inconvénicns de chacune d'elles, et pour examiner 
ce quelles laissaient toutes à désirer. Il exigeait assez impérieusement qu’on lui attribuât 
avec une attention scrupuleuse toutes les idées qui lui étaient ducs ; mais il était exact en 
général dans la part qu'il faisait aux autres ; il les critiquait avec rigueur et relevait leurs 
fautes sans pitié ; mais ses discussions subtiles , et les remarques Unes qu’elles lui suggé- 
raient, servaient souvent aussi à éclaircir les points importans dont elles étaient l’objet. Ses 
ouvrages sont remarquables par la précision et l'élégance du style. Ce géomètre, homme 
de lettres , est un de ceux qui ont su le mieux manier et assouplir une langue souvent 
peu flexible , en l'assujétissant à exprimer correctement les méthodes et les résultats de 
la théorie. Il n'est pas aussi heureux dans la manière dont il présente ses calculs , qui 
manquent quelquefois de clarté et de symétrie; il n'est pas facile de le comprendre toujours 
dans ses expositions, quelquefois un peu obscures, ni de le suivre jusqu'au bout quand 
il descend dans les détails des opérations analytiques. Il aimait à se livrer aux considéra- 
tions générales ou aux spéculations de pure curiosité , et préférait quelquefois critiquer 
les méthodes des autres plutôt que de perfectionner laborieusement les siennes. Le procédé 
qu'il a suivi pour construire sts premières tables, qui ont paru dans la même année où 
Clairaut publia les siennes, avait l'avantage de se rapprocher de celui qui était déjà 
familier aux astronomes , et de ne leur donner à calculer de plus qu’ils ne le faisaient, 
que des tables de différences dont la comparaison avec l'observation et avec les lieux 
calculés par les anciennes tables , servait immédiatement à vérifier l’exactitude ; mais ou 
lui a encore attribué un autre motif dans sa préférence pour cette méthode , c'est celui de 
redouter le travail qu’aurait exigé la construction de tables nouvelles tout entières ; on a 
reproché aux siennes de doubler presque la peine du calculateur , et de s'écarter quelque- 
fois de 8 à 10 ' des observations. C’est peut-être par ce manque de persévérance et de suite 
. qu’on peut expliquer aussi comment , ayant observé promptement qu’il y a des termes 

qui augmentent par l'intégration , et qui sont sensibles quoique étant d'un ordre élevé , 
il a pu laisser échapper quelques-unes des plus importantes applications de cette remarque. 

Mérite de b Euler, ce génie si vaste, si fécond et si lumineux , a fait faire aussi plusieurs pas irn- 
Lunc 'd'Euler* P°rians à la théorie de la Lune, dont il parait s’être occupé avant de travailler à celle des 
planètes. Il y a introduit l’emploi initial des trois coordonnées rectangulaires , la décompo- 
sition de» forces suivant trois axes^tués à c droit , la méthode des coelliciens indéter- 
minés, et celle des équations de condition. Scs tables furent les premières où , en supposant 
les élémeusconstans, on appliqua directement toutes les inégalités a\i mouvement de la Lune, 
et ce fut à lui qu’on dut également ensuite les premiers essais de la variation des constantes 
arbitraires. 11 est peu d'idées heureuses en ce genre qu'il n’ait eues le premier , ou dont il 
n'ait partagé l'invention; et la modestie ou l'indilféreuce qui l’empêchait de réclamer 
ce qui lui appartenait, ne doit rendre que plus attentif à lui faire honneur de ce qui 
lui est dû. La marche d'Euler, dans sa Théorie de la Lune, ne le cède à aucune autre 
en simplicité et en clarté. Conduit par une seule idée, il la suit jusqu'au bout en se confiant 
à la puissance de l'analyse pour en tirer des résultats exacts. On p«ut remarquer cependant 
que, tandis que Clairaut, par exemple, réduit tous les termes de son équation à être de 
simples fonctions de v, presque toutes les variables sont conservées et mêlées ensemble dans 
les équation» dont Euler fait usage -, ce qui ne l'empêche pas d'intégrer, par sa méthode doa 
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indéterminécs.en connaissant préalablement les valeurs des différentielles de chacune de ce» 
variables , mais ce qui produit nue extrême complication dans les calculs. Cette méthode 
d'intégration n'était pas sujette aux difficultés qui viennent de l'introduction des terme» 
en fonction du cosinus de la simple anomalie vraie ; elle était la plus courte , et c’est celle 
dont on s'est dès-lors presqu'exclusivement servi ; mais à cette première époque elle 
exigeait peut-être trop de connaissances antérieures, ainsi que l'a remarqué d'Alembert, 
pour qu’on pût l'employer avec sûreté. 

On peut observer, dans le cours de cette volumineuse dissertation d'Euler, que son goût 
et son extrême facilité pour le calcul , le rendent quelquefois un peu prolixe , lui font né- 
gliger la rédaction de ses travaux, et qu'il aime mieux en entreprendre d'autres sur le même 
sujet que de revoir les précédens et de retoucher ses premiers jets ; enGn, que la richesse de 
son imagination le porte souvent à abandonner un peu trop vite les artifices qu’il a adoptés, 
pour leur en substituer de nouveaux. C'est ainsi que dans \' 4 ppendixk la Théorie qui avait 
exigé de lui des calculs immenses et une patience à l'épreuve , il porte de cet ouvrage un 
jugement rigoureux , et semble presque renoncer à la route qu'il s'était ouverte : u Je suis 
n forcé , dit-il , d'avouer que la méthode précédente, quoique assez bonne en elle-même, 
» est non-seulement très laborieuse, mais quelle laisse incertaines plusieurs inégalités im- 
n portantes. Cela vient de ce qu’elles sont tellement liées entr'elles , qu’on ne peut fixer la 
n vraie valeur d'aucune que lorsque toutes sont connues en même temps. Comme j'ai 
» supposé d'abord quelques inégalités données, afin d'en conclure les autres , il faut 
n remarquer que celles-ci étant obtenues , doivent à leur tour produire sur les première» 
n de légères modifications, qui, si elles eussent été connues d'abord, auraient changé 
n aussi les inégalités qu’elles ont servi à déterminer. Or, quelques-unes sont si 
n délicates , qu’elles peuvent éprouver de grands changemens quand on en fait subir de 
n très petits à celles dont elles dépendent. Tel est, en particulier, le cas du mouve- 
n ment de l'apogée...; de plus, l'anomalie n'étant pas prise dans cette méthode de 
n manière à être nulle ou égale à 180*, suivant que la distance de la Lune à là Terre 
n est la plus petite ou la plus grande ; mais la différentielle de la distance accourcie 
n dépendant encore de l’élongation, lorsque le sinus de l’anomalie s’évanouit; la Lune 
» ne se trouve ni à l'apogée ni au périgée quand l’angle, que la direction de son mou- 
r> vement fait avec le rayon vecteur, est droit.... Cette méthode étant donc sujette à 
n de si grands inconvéniens, j’en ai essayé une toute différente, etc. n 

Euler passe de là à l'exposition de son nouveau procédé, oû , conformément à ce qui a 
lieu dans la nature, il suppose que la différentielle de la distance s'évanouit dans le cas où 
la distance elle-même est la plus grande ou la plus petite. Il revient alors à la considération 
des élémens variables employée par Newton, et qui lui sert à simplifier ses formules ; il 
parvient aux véritables expressions des variations des élémens , et réduit ainsi au premier 
ordre toutes les équations du second. Cette nouvelle méthode a l’avantage de ne pas exiger 
qu’on considère à part les inégalités qui dépendent de l'élongation ; elle lui paraît pré- 
férable quand l'excentricité moyenne est considérable et que sa variation est petite com- 
parativement ; mais il convient que, lorsque les inégalités de l'excentricité, auxquelles 
il faut avoir égard, sont grandes et nombreuses, les opérations sont si longues et le 
calcul est si laborieux , que lors même qu’on le développerait avec le plus grand soin , 
cela serait d’un usage très difficile dans la pratique ; il reconnaît que cette méthode laisse 

8 
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encpro plusieurs inégalités très incertaines, savoir , celles qui sont à longues périodes et 
& très petits diviseurs , et il n'entreprend pas même le calcul des termes qui dépendent de 
la parallaxe et de l’inclinaison de l’orbite. Nous verrons dans la suite Euler appliquer 
aux planètes ce nouveau procédé , et il était intéressant de faire remarquer que l’idée lui 
en était venue dés ses premières recbercbes , de même que celle de la variation des cons- 
tantes arbitraires. 



CHAPITRE VI. 



Nouvelles recherches de d A lembert et de Clairaut. Discussion entre ces 

deux Géomètres. 

IsES premières Tables de la Lune, de Mayer, parurent danj l’année 1703 ; mais comme 
nous ne devons guère nous occuper que de la Théorie qui les suivit, nous renvoyons ce 
que nous avons à en dire au chapitre où nous parlerons de cette dernière , et nous allons 
passer rapidement en revue quelques ouvrages publiés dans l'intervalle par les géomètres 
français. 

v* Table» D’Alembert fit paraître en latin, au commencement de 1756, de nouvelles Tables de 

deil'Alembcrt, f0 . rection- il ajouta, peu de mois après, un troisième volume aux deux premiers de ses 
3* vol. (le se» ' , , ... . f . ,. , , 

Mecherehes. Recherches , ou il rendit compte des enangemens qu il avait taits a ses premières tables, 

et donna, sous le titre d’ Observations sur les Tables de la Lune, de nouvelles idée* 
sur les moyens de les perfectionner. Quant au premier objet, il dit avoir calculé plus 
exactement différentes équations , et réformé quelques légères fautes de calcul ou d’im- 
pression , «presque inévitables , ajoute-t-il , dans un travail immense, pour lequel je n’ai 
r> ni pu, ni voulu être aidé par personne. 71 Ainsi, par exemple, il reconnaît que le 
coefficient du terme sin 3 NZ au lieu d’être de - 4 - 8 " était à peu près — 37’ , comme les 
tables le donnent. Dans scs premières tables le lieu de la Lune était supposé moyen ; dans 
celles-ci, pour se conformeraux tablcsdes Institutions astronomiques de Lemonnier , en 
prenant la distance angulairede la Lune au Soleil, il suppose déjà le lieu de la Lune calculé 
par l’équation du centre ; il augmente un peu l’excentricité, diminue de 3 ' la variation des 
Institutions , et supprime plusieurs tables inutiles. Il compare ensuite les équations qu’il 
avait trouvées avec celles des tables de Lemonnier , Mayer et Clairaut; et comme sur les 
9170 observations qne Ilalley avait comparées avec ses tables , il s’en trouvait i 5 ao qui 
donnaient l’erreur en moins et qui faisaient monter son maximum à 8', il cherche la quantité 
qu’on doit ajouter au lieu de la Lune de ces tables , afin d’en diminuer les erreurs , soit 
en faisant en sorte que le nombre des erreurs en -+- soit égal au nombre des erreurs en — , 
soit en rendant la somme des erreurs eu — égale à la somme des erreurs en -)-. 

Quant aux moyens qu’il indique ponr perfectionner les tables de la Lune, il en pré- 
sente d’abord pour simplifier les tables des Institutions ; il donne ensuite une méthode 
Méthode pour facile , et dont il avait déjà dit un mot t. I-, p. ac 5 , ponr former des tables par le moye» 
Lici" |..,r ' *lc<" des observations. Elle consiste à supposer le lieu vrai de la Lune donné par un dévclop- 
eUcnraiion»- pe m ent composé de son lieu moyen , et de vingt-deux termes en fonction des sinus. 
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des divers multiples de ce dernier angle et du lieu moyen du Soleil , tous affectés de 
coefliciens indéterminés , excepté les trois derniers et celui en sin 3 ?iZ, qui sont à peu 
près les mêmes dans toutes les tables. Il admet de plut qu'on ait des observations faites 
dans des circonstances particulières où tous les termes disparaissent, à l'exception da 
quelques - uns qui forment un groupe à part, de manière que le nombre d'observations soit 
égal à celui des termes qui subsistent; et il montre comment on en peut conclure autant 
d’équations de condition qu'il eu faut pour déterminer tous les coelTiciens inconnus. Il 
suffit donc d'avoir dix-neuf observations, faites dans les divers cas où les deux anomalies 
de 1 a Lune et du Soleil sont nullcs, où elles sont égales à i8o°, où l’une d'elles est nulle 
et l'autre de i8o°; eufin , dans le cas où l’élongation est nulle et dans celui où elle 
est égale à 90“; et comme il n'a besoin au plus que de ciuq observations faites dans 
l'une de ces circonstances , il ne peut aussi avoir que cinq coefliciens combinés à la fois 
dans un seul système d’équations, et ii iudique comment on en conclurait chacun d'eux 
par l’élimination. 

Cette méthode, assez analogue à celle qu'Euler employait dès 17^7, pour rectifier les 
élémens , a l'inconvéuient d'exiger des conditions qui , prises dans un sens absolu et rigou- 
reux , ont fieu si rarement qu'elle serait difficile à pratiquer. D'Alembert en convient, 
et propose , pour y remédier , de prendre des positions très voisines de celles dont on a 
besoin , et d’évaluer l'erreur que peut produire cette différence. Il termine ses recherches 
sur la Lune par quelques réflexions sur l’usage de la période de Ua/ley. 

On sait que cet astronome ayant été l'un des premiers à faire voir l’utilité des Réflexions sur 
observations de la Lune pour déterminer les longitudes en mer , avant que la théorie eût Haiî^" 0< * * 

servi à perfectionner les tables de cet astre , essaya d'employer, pour les corriger, la pé- 
riode des Chaldéens, dont nous avons déjà parlé, et qu'il fixa à 1 8 années (dont 5 bissextiles) 
io< 7* 43 ' ao". Pour cet effet, il avait entrepris un cours d'observations assidues pour 
déterminer toutes les positions successives de la Lune pendant cet intervalle, afin de 
pouvoir ensuite les appliquer aux instans correspondans dans les retours consécutifs de 
cette période , et il avait réussi par là à représenter quelquefois les positions de la Lune 
avec une exactitude surprenante. D’Alembert fait voir cependant que cette période est 
loin d'être rigoureuse, et que, lorsqu'elle est achevée, les distances de la Lune à son 
noeud, à son apogée et au Soleil , sont respectivement plus pelites de 28' 1 1", 3° 5 i' o 5 " 
et de 17" apiau commencement, ce qui fait aussi varier les équations qui^dépendent 
de ces trois aigumens. Il cherche à évaluer , par approximation , la correction qui 
doit en résulter dans l’erreur des tables, et indique la période de 18 ans 10* ta* 58 ' i 3 * 



comme ayant l'avantage de ramener exactement à la même valeur, l’anomalie moyenne 
de la Luue, au commencement et à la fin de la période. Il propose enfin de dresser les 
tables, en exprimant le lieu moyen ou le temps, par le lieu vrai , au moyen d'une for- 
mule qu’on trouve immédiatement, et donne son procédé pour calculer la variation horaire 
du mouvement vrai de la Lune. ( J'oy . l’anal, de tout l'ouvrage , Hist. Acad . , 1754, p. 1 a 5 ). 

Il n'est malheureusement que trop commun de voir naîtra des différons entre ceux Dmuuion 
que leurs talens et les circonstances sembleraient devoir le ptus rapprocher. C'est ainsi iaImc • 

que Clairaut et d' Aleiubert , compatriotes et confrères , dont l'amitié aurait , par la réunion 
de leurs différens tours d'esprit , pu produire de bien plus grandes choses que celles qu'ils 
ont faites isolément , se rencontrant tous deux dans une carrière où chacun aurait désiré 
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atteindre le premier le but , en conçurent un peu d'humeur et de jalousie réciproques. R» 
ne le firent pas paraître d'abord : Clairaut convient, dans son premier Mémoire ( Mcm . 
de Par . , 1 74 5 , p. 335 ), que d'Alembert , fait pour attaquer et pour résoudre les pro- 
blèmes les plus difficiles, travaillait à la théorie de la Lune dans le même temps que 
lui. Ce dernier avoue {Mém. cités, p. 38 g) que Clairaut n’avait eu aucune connaissance 
de sa méthode pour le mouvement des apsides, et ne lui dispute point {Rech . , dise, 
prel. , p. 3 g) l'honneur de s'être aperçu le premier qu’il ne suffisait pas , en calculant 
la série qui donne le mouvement de l’apogée , de s’en tenir au premier terme ; mais , 
dans ces mêmes Recherches , on le voit employer son talent pour la critique à exa- 
miner en détail les travaux de son rival sans pourtant le nommer , et ne pas négli- 
ger les occasions d'en signaler les côtés faibles. Le succès des Tables de Clairaut auprès 
des astronomes , contrastant avec le peu de cas et d’usage qu'il firent de celles de 
d’Alembert , anima encore le ressentiment de ce dernier ; et les amis de l'un et de l'autre 
géomètres, au lieu d'intervenir pour terminer ce différend, l'envenimèrent plutôt par 
leurs louanges exclusives. On voit déjà percer trop de sévérité dans le troisième volume 
des Recherches de (T Alcmberl, où il s’attache à rabaisser l’opinion qu’on avait de 
l’exactitude des Tables de Clairaut, et à exagérer un peu les difficultés et l'incertitude do 
la théorie. Clairaut, pour parer les coups qu'on lui portait, se chargea de rendre compte 
de ce troisième volume , dans le n° de juin 1767 du Journal des Savons , où. l'on avait , 
en 175S, fait un grand éloge des deux premiers ; et là, tout en parlant très avantageu- 
sement de plusieurs parties de l'ouvrage , il y mêla quelques observations critiques. 
D'Alembert, oubliant celles qu'il s’était permises, accusa dès-lors Clairaut d'être l'agres- 
seur, et d'avoir commis , dans cet article, le premier acte d’hostilité. Il répliqua, soit à 
la fin de la deuxième édition de sa Dynamique , publiée en 1758 , soit dans une lettre 
insérée dans le Mercure; Clairaut reproduisit cette lettre dans le 11“ de février 1758 du 
Journal des Savons , en la réfutant article par article, et fortifiant ses premières alléga- 
tions , dont nous avons déjà parlé dans le chapitre précédent : il lui suffit que d’Alembert 
ait jugé avec sévérité les Tables de Mayer, pour que lui-même s'empresse de le* 
protéger. 

Iteionr ri? la Les choses en seraient peut-être restées là , si une autre pomme de discorde n’était 
comilf de ,68a. 

venue ranûner et aigrir cette discussion. Halley, avait comme on sait, prédit le retour 
de la cnmete de 1683, pour les années 1708 ou 1753. Lalande proposa à Clairaut, dès 
1757, d’appliquer sa solution du problème des trois corps aux perturbations que l'action 
de Jupiter avait dû produire sur le mouvement de cette comète. Clairaut entreprit eu 
effet cette tâche immense ; il vit bientôt qu’il fallait considérer aussi l'action de Saturne ; 
et, avec l'aide de Lalande et de quelques autres personnes, il calcula les distances de 
Saturne et de Jupiter à la comète pour i 5 o ans , les forces que ces deux planètes avaient 
exercées sur elle , et les surfaces des courbes qui exprimaient les perturbations , ou les 
intégrales de chaque terme des équations du problème. On connaît le succès brillant 
et mémorable de ce travail prodigieux, dont Clairaut lut le résultat à l'Académie, le 1 4 
novembre 1768, en lui annonçant que la comète passerait à son périhélie vers le milieu 
d’avril 1759, tandis qu’elle y arriva le ta mars, époque qui se trouvait encore dans 
les limites des erreurs dont il croyait son résultat susceptible. Peu de temps après pa- 
rurent, dans le 1 . 11 de Y Observateur littéraire, et le troisième volume du Jour nul Ency- 
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clnpédique , deux articles très piquans qui ont été attribués a d Alcmbert , et ou Ion 
avance que Clairaut avait ajouté peu de chose aux instructions de Ilalley sur le retour 
de la comète ; que le plus fort de son travail avait consisté dans des opérations d arithmé- 
tique, dans l'application des nombres à des méthodes connues depuis long-temps , et à 
celle que d'Alembert avait donnée pour l’intégration de l'équation de 1 orbite. Ou repré- 
sente la différence de 3 n jours entre le résultat de la théorie et l’observation, comme 
une erreur assez grossière, qui devait être comparée à la différence entre la pénode 
moyenne fictive et la période réelle, etc. Clairaut se justifia assez vivement aussi, tant 
dans une lettre {Jour, des Sav. , novembre 1759) que dans une brochure de vingt pages, 
où il montra toutes les difficultés d'un sujet qui ouvrait une région entièrement inconnue, 
où il fallait se frayer une route soi-méme , et où les passages du positif au négatif, dans 
toute la suite des nombres qu'on emploie, exigeaient entre autres la plus scrupuleuse atten- 
tion. 11 soutint plus tard , que sa méthode des comètes lui était bien propre , que ce n était 
que depuis sa publication que d'Alembert avait envisagé dans toute leur etendue les di 1- 
cultés de cette théorie, et qu'il y avait loin des évolutions de calcul et de l'indication des 
méthodes, aux solutions complètes. 11 envoya à d’Alembert un exemplaire de sa Réponse 
aux Anonymes , et celui-ci lui écrivit à ce sujet une lettre très sèche (reproduite dans le 
Journ. des Sav.fe juin 176a), où il rehaussait la valeur de ce qui lui était propre, et an- 
nonçait l'intention de déprécier le travail de son confrère, par amour de la vérité, di- 
sait-il. Clairaut lui répondit avec plus de modération , et en le félicitant neanmoins avec 
quelque ironie, des recherches qu’il avait cru devoir faire sur la comète depuis son retour. 

Clairaut avait aussi inséré dans le Journal des Savons d'août 1759, un petit Mémoire jj* 

lu en juin, à l’Académie, à l'occasion d'un prix proposé par M. de Lauraguais , et conte- ingral.-^ po- 
nant des Réflexions sur le problème des trois corps , avec les équations différentielles qui Mi me de» tiois 
expriment les conditions de ce problème. Son but principal , dans cet opuscule , est de co.p., 
tirer, des six équations différentielles du second ordre, qui se présentent d'abord, quatre 
équations différentielles du premier, dont deux s'intégrent immédiatement. Il ne considéré 
que le cas où les trois corps se meuvent dans un même plan, en remarquant que son 
résultat s'applique également lorsque le mouvement se passe dans des plans differens. 11 
part des équations du mouvement rapportées à deux axes rectangulaires , en désignant 
par m, n, q les masses des trois corps ; par d, d , d” les distances mutuelles du pre- 
mier aux deux derniers, et du second au troisième; par r et s, t et u , x et y leurs 
coordonnées rectangulaires rapportées à une origine quelconque. Les équations qu il 
obtient sont au nombre de six ; elles sont symétriques et différentielles du second ordre 
par rapport au temps s , considéré comme variable indépendante (*). 

fl O* éqiulion. son., en sappossmie corps m plu. r*. .Ic l'origine que le. deav .«Ire. , le coq,. » 
ialernieduire, u >/ , y > x, «l prennnl «ce le .Igné - le. comporte. qui lcndc.il » diminue, le. cooc- 



donner» : 

(/ — r) (x — t) _ ±r 
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ci (x — <) («—d _ éU 
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Il multiplie ensuite les deux premières équations par m, les deux suivantes par n, et 
les deux dernières par q ; il ajoute séparément les trois équations de n* impair et les 
trois antres de n* pair , ce qui fait disparaître en entier les premiers membres , et donne , 
en intégrant, deux équations du premier ordre, qui peuvent être intégrées entièrement, 
et qu’il est facile de tirer , ainsi qu’il l'observe , de la propriété des centres de gravité 
trouvée par Newton. 

Il multiplie de nouveau chacune des six équations par l’une des lettres s ,r, u, t , 
y et x ; puis retranchant la seconde équation de la première , la quatrième de la troi- 
sième , la cinquième de la sixième , et «ajoutant les résultats , il obtient , en intégrant , une 
nouvelle équation du premier ordre , qui revient , comme il le remarque , à la loi des 
secteurs donnée par le chevalier d’ Arcy , et qui a été appelée depuis intégrale des aires. 

EnGn, il multiplie les équations impaires respectivement par m.dr, n.dt, q.dx , et 
ajoutant ces produits à ceux qui viennent de la multiplication semblable des équations 
paires par m.ds, n.du, q.dy , il obtient encore, par l’intégration immédiate, une autre 
équation du premier ordre , qu’il regarde avec raison comme une extension du principe 
des farces vîtes. 

Ainsi on a , en joignant ces quatre intégrales premières, qu’il dit avoir trouvées depuis 
l'origine de ses recherches , à deux quelconques des équations proposées , un système 
complet d’équations pour résoudre le problème. Clairaut après l’avoir remarqué , ajoute : 
Intègre maintenant qui pourra! comme pour indiquer, parce brusque déü, qu’on doit déses- 
pérer de parvenir à une solution rigoureuse; il poursuit alors en ces termes : «Ayant promp- 
» tentent abandonné ces équations pour recourir aux approximations, j’ai cherché, par une 
n méthode générale , la correction que le mouvement calculé à l'ordinaire dans une tra- 
it jectoire simple, devait subir lorsque le projectile, au lieu d'ètre poussé vers le foyer de 
» cette trajectoire, recevait encore l’impression de deux autres forces quelconques. Ma 
n solution me donne cette correction gn termes séparés de l'équation de l'orbite primitive 
n ou non altérée, en sorte qu’il n'est plus question que de mesurer à peu près les forces 
» perturbatrices, ou plutôt de connaître grossièrement l’orbite cherchée, pour l'obtenir 
n ensuite avec autant d'exactitude qu'il en faut pour le» calculs agronomiques, n 
volumrs C’est dans l'armée 1761 que d’Alentbert publia les deux premiers volumes de ses Opus- 
cu/gs mathématiques, recueil précieux où l’on trouve consignées tant d'idées neuves et 
d’AlcmÜni. ingénieuses , de discussions profondes et variées , de remarques intéressantes sur divers 
sujets de Physique , d’ Astronomie et de Mathématiques. C'est en parlant de ces deux 
premiers volumes , qui contiennent quinze Mémoires, que les rédacteurs du Journal des 
Savons disent, dans le n° de décembre 17G1 : «Quelle attaque ! quelle défense ! Itien 
n ne lui échappe, soit pour établir la justesse de scs 'procédés , soit pour renverser les 



Clairaut en conclut les smrsntrs : 

m.dr -t- n.dt = adz , m.ds -f- n.du -f- q.dy = Ut , 

m{sdr — rds) ■+■ n(udt — tdu) -f* q[ydx — xdy) = cdt , 

m.n q.m q.n . m f dr* + »Wf* -f* dit*) -f- q[dx % +dy *} 

-r +2 r+v +fss üt- *“■ 

le® 1 titre* a, h t t, f désignant iks constante» arbitraires. 
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x moyen» qu’il s’*st proposé de combattre. Ici il déploie cette richesse de calcul qui 
x fait admirer le grand géomètre; là il répand. ces considérations neuves et fortes qui 
» annoncent le métaphysicien profond ; il étend , il rectifie les points de vue , il en 
x présente de nouveaux. C'est un esprit plein de ce qu'il traite, qui est maître de sa 
n matière ; il ne fait grâce à aucun de ces principes que les mathématiciens nous ont 
x transmis sans preuves, et que nous avons reçus sans examen. n 

Le quatorzième Mémoire a pour objet la théorie de la Lune ; il y donne de nouvelles 
tables de cet astre, que Cousin avait calculées sous sa direction ; il y joint des considéra- 
tions intéressantes sur les méthodes, et n'épargne pas celle de Clairaut. Ces troisièmes tables, 
un peu plus exactes que les précédentes , n'ont guères été plus utiles , et cela a tenu proba- 
blement à ce que d’Alembert n'a pas eu la patience d’en fixer les coefiiciens par les obser- 
vations. Clairaut répondit à ses reproches par une lettre ( Journ. desSav., déc. 1761) où il 
dit qu'il avait été d'abord flatté de voir que l’examen de sa méthode occupât tant de place 
dans les deux premiers volumes des Recherches , sans qu'il y fut nommé ; il avoue que l’ir- 
ritation que lui avaient causée les nouveaux procédés de son rival l'avait peut-être fait 
aller un peu trop loin dans sa Réponse; mais il s'étonne de voir d'Alembert persister si 
long-temps à examiner et disséquer toute sa théorie , et à faire ressortir la sienne avec l’a- 
vantage que lui donne la connaissance approfondie qu'il en a , tandis qu’il n’apprécie qu'in- 
complètement celle de son rival, u Puisque M. d'Alembert, dit-il en terminant, ne se sent 
x pas assez de patience pour faire les calculs nécessaires à la construction de bonnes 
x tables, qu’il veuille bien laisser tranquilles ceux qui ont le courage de l'entreprendre, n 

D'Alembert répliqua dans le Journ. Encycl. du i 5 février 176a, en renouvelant tous Fin dcln dis- 
ses précédées reproches, et mettant sur des coopératcurs subalternes une grande partie ™™e”dc U’A- 
du mérite des calculs de Clairaut. Celui-ci inséra dans le Journal des Savons de juin de la hnibert. 
même année, un article qui porte l'empreinte d'un homme fatigué d’une contestation 
contraire à son caractère naturellement doux et modeste, mais qui a de la peine à prendre 
son parti des attaques dirigées publiquement contre ses productions , et qui craint de 
fournir, par son silence, des armes à un adversaire aigri. Il montre comment on 
peut , par la seule théorie , arriver à l'équation de l'ellipse mobile approchée , décrite 
par la Lune dans son mouvement troublé. 11 cherche aussi à défendre ses collaborateurs , 
et déclare, en finissant, qu'il est décidé à ne plus continuer cette discussion dans les 
journaux; qu’il profitera avec reconnaissance des vues utiles que lui donnera d'Alembert, 
mais qu’il ne répondra point à ses nouveaux reproches : u J'aime mieux, dit-il , s'il le veut , 
x lui accorder une supériorité infinie, que d'être sans cesse à combattre pour les petits 
x domaines de nos amours propres, x Nous verrons dans la suite que d’Alembert n’aban- 
donna pas sitôt la partie. 

Fontaine avait aussi attaqué assez brusquement Clairaut, peu de mois auparavant Objections d« 
(Journ. des Sav., févr. 1 7 Sa), dans une production ayant pour titre >Doutes sur la méthode i*/’ t h oTl" " Vl e 
de M. Clairaut, pour déterminer le mouvement de la Lune autour de la Terre. Ses ob- Clairant, « in- 
jections portaient sur ce que Clairaut , pour faire disparaître les terme en cos v , était u *" 

obligé de limiter mal à propos une des constantes de l'intégration , et sur ce que son 
équation ne donnait, pour l’orbite de la Lune, qu’un cercle, lorsqu'on y substituait dans 



fi avant l'intégration , pour ^ sa valeur approchée de la forme «+C cos nv, et qu'ou 
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y faisait abstraction de la force du Soleil. Clairaut lui répondit dans le j>° de mai suivant: 
u Je ne crois pas , dit-il , pouvoir mieux reconnaître la peine que s’est donnée un ad- 
■n versaire dont je fais autant de cas que M. Fontaine , d’examiner une partie de mon 
n travail, qu’en prenant celle de suivre pas à pas tous les argumens qui lui ont paru 

n infirmer les conclusions que j’en ai tirées On sait que la détermination des cons- 

n tantes provenant de l'intégration de l'équation différentielle d'une certaine classe de 
» courbes, sert à spécifier la courbe particulière que l'on considère, et qu’on est sûr 
n d'avoir trouvé la véritable équation de la courbe, lorsque sa substitution dans l'équa- 
n tion différentielle fait évanouir tous les tenues, quand la solution est rigoureuse, 
n ou qu'elle n'en laisse que de très petits, quand elle n’est qu’approchée.... C'est ce 
« dernier cas qui se présente ici ; et comme l'équation ne serait pas résolue s'il y restait 
n un terme en cos v , la limitation de la constante qu'il a pour coefficient est néces- 
n saire. n 11 attribue cette surabondance de termes à ce que la solution renferme tou» 
les cas d’une classe de courbes dont on ne veut prendre qu'une seule en particulier. 11 
montre aussi que le second reproche de Fontaine tient uniquement à la manière dont 
celui-ci a intégré; car ayant, avant l'intégration, déterminé la valeur de a qui dépend des 
forces perturbatrices , lorsque ces forces sont nulles , la solution n'a plus lieu , puis- 
qu'on ne peut rien substituer dans la quantité fi, qui est égale à zéro; tandis que Clairaut 
laissant les termes en fi distincts et indéterminés , obtient séparément et indépendam- 
ment de fi l'équation de la section conique , qui ne devient celle d’un cercle qu’en 
limitant à dessein la vitesse et la direction au point où l'orbite coupe l'axe, 
tlic’aneilc ^'" ous arrivons au dernier ouvrage de Clairaut, qu'il publia, en 1760, sous le titre de 
la Lune , de Théorie de la Lune , déduite du seul principe de [ attraction , et qui renferme (en un volume 
de 161 pages in - 4 °) une deuxième édition de sa pièce couronnée en 1751 , le résultat de 
ses recherches postérieures, et les nouvelles tables auxquelles elles l'avaient conduit. Quoi- 
que cet ouvrage soit à peu près le seul du même auteur qu'on connaisse et qu'on lise 
maintenant sur ce sujet, le compte que nous avons rendu de la marche progressive de ses 
travaux ne nous laisse presque plus rien à dire de celui-ci. Clairaut n’y donne pas plus que 
dans les précédons , le détail des opérations numériques par lesquelles il est parvenu à son 
expression du lieu de la Lune; il fait quelques petites corrections à celle de la parallaxe ho- 
rizontale ; il ne change rien à celle qu’il avait d'abord trouvée pour le nœud et l’inclinaison ; 
mais il abrège encore le calcul des tables qui s'y rapportent , après s’étre aperçu que la rela- 
tion qu'il avait déjà remarquée pour les petites équations , avait également lieu dans les 
trois plus grandes. Des quinze équations qu'il avait d'abord pour le lieu du nœud, il 
n'en garde plus que deux ; il détermine directement la réduction à l'écliptique par de 
très petites équations ; et quant à la latitude , après l'avoir calculée à peu près d'üne ma- 
nière analogue, il la corrige au moyen de quatre autres tables dont trois sont à double entrée, 
et il reconnaît (p. ioi)que ce n’est qu 'après avoir vu les tables de Mayer qu’il a pensé à 
pousser plus loin l'abréviation du calcul qu’il ne l'avait fait en 1 754-EnGn, il ajoute à sesqua- 
rante-une tables, calculées pour l'intervalle de 1756 à 1776, de manière à en rendre toutes 
les équations positives, la comparaison des lieux obtenus par leur moyen avec les observa- 
tions que Lacaille lui avait données d'abord , et avec environ quatre-vingts autres lieux de 
la Lune observés par Bradley. Les erreurs en longitude ne s’élèvent jamais à plus de i'{, 
ce qui fait voir que ces tables peuvent servir à déterminer la longitude en mer, à | do 
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degrés pris, a Maigri toutes les peines que j’ai prises (dit-il dans son Avertissement) pour 
» perfectionuer les résultats de ma théorie, il s'en faut bien que je fixe au terme où je suis 
n arrivé tous les secours que la navigation peut retirer des recherches de cette nature, 
r 11 y a déjà quelques années que j'ai commencé la fatigante entreprise de refaire tous les 
n calculs avec plus d’uniformité et de rigueur, et j’aurai peut-être le courage de l'achever 
n quelque jour... n La mort devait anéantir ce projet-, en enlevant cette même année , à 
l’âge de cinquante-deux ans, le géomètre précoce et distingué qui l'avait conçu , et qui, 
après avoir lu, dès l’âge de douze ans et huit mois, un Mémoire à l'Académie, et y 
être entré à dix-huit ans (ce qui ne s'était jamais vu) , promettait encore de grandes choses 
après une carrière déjà si brillante. On lit avec intérêt son éloge par M. de Fouchy {Ilot. 
Acad., 1766), et celui qu’en a fait Bailly, dans le troisième Discours du tome 111 de 
son Histoire de l' Astronomie moderne. 



CHAPITRE VII. 

Tables et Théorie de la Lune, de Mayer. 

Tl est rare de voir ceux qui ont fait une découverte profiter de tous les avantages qu'elle 
présente. Après que des hommes de génie ont signalé un point de vue nouveau , ils ' 
laissent ordinairement à d'autres le soin d'appliquer le talent dont ils sont doués à cette 
invention ; non plus pour la faire naître , mais pour en simplifier l'application , et pour 
en tirer tout le parti possible. C’est ainsi que , par la division du travail - et la transmis- 
aion successive des efloits de chacun , on parvient à surmonter des diJlicultés qu'il eût été 
presque impossible de franchir toutes à la fois. 

On peut observer cette gradation dans le sujet qui nous occupe. Newton , dans se* 
sublimes recherches, avait ébauché le problème des trois corps; Euler, Clairaut et 
d'Alembert , l’avaient résolu les premiers d'une manière générale , en géomètres con- 
sommés; mais il était réservé à un homme, à la fois géomètre et astronome, de profiter 
avec succès des travaux de ses prédécesseurs et de ses contemporains , de prendre l'ana- 
lyse pour guide, l’observation pour régulateur, et de construire le premier des tables 
utiles à la navigation. Cet homme fut Tobie Mayer , dont les premières Tables de la Lune 
parurent en îyoî , dans le tom. 11 des Mém. de la Soc. roy. de Got lingue. Il les 
compara, dans le tome III, avec les observations; et sur t3<), dont il fit usage, il 
n'en trouva aucune qui s'écartât du calcul jusqu’à a'. Il annonça avoir dressé scs 
tables par une méthode particulière , qu’il trouva trop long d'expliquer. Clairaut disait 
à ce sujet {Th. L. , p. 10a) : u J'ai lieu de croire qu'il s'est servi de la méthode de 
n M. Euler, dont il a rectifié les élémens par les observations, et dont il a tiré un 
n parti singulier, en pensant à ne faire usage des grandes équations qu’après avoir corrigé 
n le lieu moyen par les plus petites, n II accusa cependant, ainsi que d'Alembert, le* 
équations du ntrud et de l'inclinaison , employées par Mayer , de n’étre pas assez exactes , 
et les latitudes qu’elles servaient à calculer, de s'écarter notablement des observations ; 
ce dernier ajoutait : que ce qui devait jeter du doute sur la précision des Tables do 
Mayer, c'est quelles n'étaient pas meilleures auxsyzygie* qu'm Heurs, tandis que cela 

9 
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devait être; il ne lui accordait quelque mérite que sur les points où il était parvenu au* 
mêmes quantités que lui, et rappelait qu'on avait d'abord cru que les Tables de Newton 
ne différaient des observations que de a', tandis qu’on avait trouvé depuis, que l’erreur 
moyenne y montait au moins à 5' : ce qui faisait voir qu’il fallait un nombre prodigieux 
d'observations pour apprécier sûrement de nouvelles tables de la Lune. Celles de Mayer 
sortirent victorieuses de cette épreuve , puisque l’examen et l’usage ne firent que confirmer 
leur bonté auprès des astronomes. Dans l’intervalle, l'auteur continua à les perfec- 
tionner, soit en calculant plus exactement lus résultats du la théorie, soit en les ajustant 
avec les observations de Bradley. 

Piit relsiif Dès l'année 1714,1c Parlement d'Angleterre avait passé un acte par lequel il assurait 
piop!?ù ,R ùn 'in- 20 i 000 livres sterling à celui qui indiquerait une méthode pour trouver la longitude sur 
glcicirc. mer , à un demi degré prés. Clairaut avait aspiré à remporter ce prix par ses derniers 
travaux et par ceux qu’il méditait. Mayer, pour y concourir, envoya à Londres, en 
1755, scs secondes tables et sa théorie; mais cet habile astronome n’eut pas plus que 
Clairaut l'avantage de jnnir de la récompense de ses grands travaux, et après avoir 
encore introduit de nouveaux perfeelionnemens dans ses tables, il mourut en 176a, à 
l’àge de trente-neuf ans. Sa veuve envoya, l'année suivante, au Bureau des Longitudes 
angla is, les dernières tables de son inari, mises en ordre par Koestner. Déjà Bradley, au- 
quel on avait confié les précédentes, avait reconnu, tant par onze cents observations 
faites à Greenwich , que par d'autres faites en mer avec lu sextant nouvellement inventé 
par Hadley et perfectionné par Mayer, que l’erreur de ces tables n'excédait pas i*; 
Maskcline, de retour de file de Sainte -Hélène, avait confirmé leur utilité dans les 
Mst<t en rem- voyages sur mer. Le Bureau des Longitudes décida en conséquence, le 9 février 1765, 
ue^sprî» »j ” ff non enverrait à la veuve de Mayer la somme de 3,ooo livres sterlings, et en accorda, 
dans le même temps, une bien pins forte à Harrison , auquel on devait l’idée des 
montres marines i balanciers compensateurs. Cette Commission publia à Londres, en 1767, 
la théorie de Mayer écrite en latin ; mais testables de cet astronome, quoique imprimées 
alors, ne parurent qu'en 1770, par les soins de Maskeline. 

Théorie dv b La théorie de la Lune, de Mayer, est l’une des plus élégantes et des plus exactes qui 

Lanc «le Mayer. a [ en { p arUp L'auteur n'y est pas entré dans le détail de toutes ses opérations, et il s’est 
contenté de montrer leur marche et leurs résultats, u Ce n’est pas (dit-il dans sa préface) 
x pour démontrer l’exactitude et la vérité du mes tables lunaires , que j’expose ici la 
» méthode que j’ai employée à la recherche des inégalités du mouvement de la Lune 
» par la théorie; car celle - ci a l'inconvénient de ne pouvoir donner certaines iué- 
n galilés qu’en poussant le calcnl beaucoup plus loin que je n'ai en la patience 
» de le faire ; mais c'est ponr faire voir du moins qu’on ne peut tirer de la théo- 
v rie aucun argument contre la bonté de mes tables. Cela suit évidemment de ce 
* que les inégalités que l'on trouve dans ces tables , corrigées et assujéties à un grand 
» nombre d’ôbservations , ne diffèrent presque jamais de plus d’une j minute de celles 
n qui sont tirées de la seule théorie ; ce qui montre suffisamment, d’un côté que les erreurs 
x viennent plutôt du calcul analytique que des tables, et de l’autre, que la loi de lat- 
tUnpnri» de ” traction newtonienne s'accorde avec les observations , même dans les plus petits 
eme iheoric n détails, n II a pris pour base la théorie de la Lune d'Euler, de 1753, et il convient 
tc ' u lui-même que ses équations fondamentales du mouvement sont , à très peu de chose 
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prc4 , le! mêmes que celles d’Euler. Il exprime les forces d’une manière semblable , con- 
sidère comme lui l'orbite projetée, et prend aussi d'abord pour variable indépendante, 
le moyen mouvement q de la Lune. 11 désigne par X , Y , Z les trois composantes 
rectangulaires des forces qui agissent sur elle; par x l’inverse du rapport de la distance 
accourcie au j grand axe; par <p la longitude; l’intégration de la seconde équation lui 

donne : = e — f~~' » il désigne alors, ainsi qu’Euler, par une lettre P, le deuxième 

terme du second membre; il suppose, pour simplifier, ex'dq = dp , et regardant dès-lors 

l'élément dp comme constant, il réduit la première équation du mouvement à exprimer 

jd*x . , 

-f- x, en fonction de X et de P. 

La troisième équation renferme la différentielle seconde de la tangente de la latitude 
/de la Lune, divisée par x; Mayer remarque qu'au lieu de la décomposer, ainsi qu 'Euler, 
en deux autres qui lui donnent le lieu du noeud et la variation de l’inclinaison , il est 
bien plus simple de l'employer à la détermination directe de la latitude, puisque, d'après 
le premier procédé , non-seulement le travail est doublé , mais les tables auxquelles il 
conduit sont moins conformes à l'usage astronomique. Il transforme donc cette équation 
de manière à lui donner la forme la plus commode, et à y faire entrer tang l précisé- 
ment de la même manière que x entre dans la première, ce qui ramène la résolution de 
cette équation au même procédé qu'il doit employer; pour celle de l'autre. (*) 

Mayer commence par l'intégration des deux premières formules qui donnent d*x et 
dP. Pour y parvenir, il a recours au même procédé qu’Euler, c’est-à-dire aux séries 
indéterminées , avec ces différences cependant qu’il ne sépare point comme lui les iné- 
galités en différentes classes considérées à part ; qu'au lieu de prendre pour P un déve- 

dP 

loppement en fonction des cos. des multiples de p t il en prend un pour -^n , en fonction 

des sin. des mêmes angles *, enfin , qu’il suppose les multiples de p indéterminés comme 
les coefficiens de leurs sin. et cos. Pour légitimer ces suppositions , il suffit d’observer 

(*) Les équation* (injilofcN par Mayer sont (voyez note 6, J 4)» <n supposent entre dp cl </./ la re- 
lation ^ -L , 
dp ex* 

, . d* x X aP r P»* . . rfP Y 

' dp' c»x* e e * dp ci » ’ 

r»\ d*(unpl) . (Z — X) , aP Un* / . P«tan|»/. 

(J)... o = -J'f-d + twg / 7— +— t T— i 

df P 

ta seconde étant intégrée , sert ensuite K déterminer dp au moyen de l'équation = 1 — «-• 

Les valeurs des composantes X , Y, Z «ont (voyez note 4» S 4)» cl * faisant * = 

X = £x*cos*f — (, 4,3 cos a») — (3co« • 4- 5cos 3») , 

0 a jry» «'/< 

« 3n*sinaw 3irn» .. , e . , . „ . . n* 3srrj*rosa» 

Y = — — _ — h x-r—. (sin si -f* 5*10 3#), Z — gx* eozU + — ; 4- ■ , 

a xy M o x a y* x y 1 Sx 'y* 

n étant le rapport des moyens mouvemens , — la distance du Soleil à la Terre, w le rapport dos pa- 

ti . . . a*fL*VT) 

raUaxcs, m I angle d clongsuoo , et g la quantité ■■ - ^ 7~ i ; V 

* tv “H z ) 



Opérations 
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que l’introduction d'une nouvelle variable indépendante p (qui est artificielle pour ainsi 
dire, et n'est représentée par rien dans la nature) dans la première équation en x , qui 
est différentielle du second ordre, et dont les termes principaux sont linéaires, indique 
que son intégrale doit être exprimée par une suite de cos. des multiples de p\ et comme 
P et son carré entrent dans cette équation , il faut que la valeur de P soit réductible 
aussi à une suite de cos. des multiples dep, et par conséquent que sa différentielle , pris» 
par rapport à p, s'exprime par une série de sin. des mêmes angles, qui devra satisfaire de 
plus à la seconde équation. On verra d’ailleurs à posteriori, comme le remarque Mayer, 
que ces suppositions s’accordent avec la nature du problème, puisque les équations diffé- 
rentielles qui l'expriment suffiront pour déterminer toutes les quantités arbitraires, et 
qu’aucun terme , différent de ceux de la forme A cos *p ou a sin*/), n'y sera introduit , 
ainsi qu'on le vérifiera par la résolution de ces équations. 

La raison qui a dii le porter à prendre d'abord des multiples arbitraires au lieu de 
multiples connus, c'est que n'ayant pas, comme Euler, développé les secondes parties de 
ses équations différentielles avant de prendre les valeurs indéterminées de x et de rfP, il 
ne pouvait pas conuaitre d’avance quels seraient les multiples déterminés qui y seraient 
introduits , et quels seraient ceux qui devraient par conséquent entrer aussi dans les inté- 
grales de ces équations. D’un autre côté, l'arbitraire laissé aux multiples de p, avait un 
avantage marqué sous le rapport de la plus grande simplicité qu'il permettait de donner 
aux formules. En effet, au lieu de prendre, comme Euler, pour les valeurs cherchées , 
des développemens composés d'autant de termes qu’on veut en déterminer, Mayer sub- 

stitue pour i — x et pour , des séries dont fl lui suffit de considérer trois termes (*) ; 

nous verrons ensuite que le premier de ces termes n'est même pas arbitraire, et comment 
les deux autres ont pu lui suffire pour la détermination des coefficiens -dé tous les 
termes qui entrent en si grand nombre dans les valeurs définitives. 

Après avoir adopté pour x et pour le coefficient différentiel de P ces valeurs indé- 
terminées, il lui reste à développer les termes des équations différentielles qui proviennent 
des forces perturbatrices. Ces termes sont exprimés par des fonctions des puissances de 
P et des rayons vecteurs i ety de la Lune et du Soleil , des sin. et cos. des multiples de 
l'élongation », enfin du cos. de la latitude /, et il s'agit de les réduire à des fonction! 
périodiques de la seule variable p. 

Pour y parvenir, Mayer commence d'abord par remarquer que les termes dont il 
s’agit étant affectés pour la plupart du facteur n*, qui est fort petit, puisqu’il désigne le 
carré du rapport des moyens mouvemens du Soleil et de la Lune , on peut en général 
se borner, dans leurs valeurs , aux secondes puissances des coefficiens indéterminés ou à 
leurs produits deux à deux; et il ne conserve dans les termes du troisième ordre que 
ceux qui sont multipliés par A 3 , A représentant le premier et le plus grand des coefficiens 
de la valeur de x. 11 développe alors les puissances de celte variable en cosinus d'arcs 
multiples*, prenant ensuite pour y sa valeur dans le cas du mouvement elliptique, en 
fonction de l'excentricité • et de l’anomalie vraie s du Soleil, il obtient aussi la valeur 



( * ) Savoir : 



I 



— x = A co» «./> -f- R co» C/i «f* C co* yp «+- etc. , 
s a lin mp 4- l »in C/> -h c *in -f* etc. 
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de s en fonction de l'anomalie moyenne nq ; et comme l’intégration de l'équation 
entre dq et dp donne q en fonction de p et dessin. des multiples de p , il obtient par 
là les expressions de nq et de s , d'où il déduit la valeur de y et de ses puissances , en 
fonction de p et des cos. des multiples de p, en négligeant les puissances de « supérieure} 
à la seconde (*). 

L'intégrale de la valeur supposée pour d P, prise sans ajouter de constante et substituée 
pour P dans l'expression de dq>, lui donne, en intégrant de nouveau (ce qui introduit 
comme diviseurs les carrés des multiples de p ) , la valeur de f en p ; et comme il con- 
naît déjà celle de s, il ne lui reste plus qu’à les retrancher l’une de l’autre pour obtenir 
celle de », dont le premier terme est fp , en supposant r = l — * n (**). On peut en 
déduire facilement les valeurs cherchées des sin. et cos. des multiples de «. 

Enfin, quant à l’expression de /, dont le cos. entre dans la première équation, il faudrait 
à la rigueur, ponr la connaître, avoir déjà résolu la troisième, qui sert à déterminer tang/; 
mais comme il suffit d’une valeur approchée , Mayer prend pour cet effet le résultat d’une 
première opération qui lui donne cos l en fonction des cos. des angles np , rp, ip, «p , et 
de leurs multiples , affectés de coefficiens numériques ; a désignant le rapport du mou- 
vement de l’anomalie de la Lune an mouvement de sa longitude, et t le rapport du 
mouvement de la Lune à partir de son noeud, à son mouvement en longitude. 

11 ne s'agit plus que de substituer toutes ces valeurs dans les deux premières équations p ^ 

- , „ dP , . • f j n équation* après 

+ J et j- leurs expressions tirées de ceües toute* le* *uL- 

qu’on a supposées , et de réunir tous les termes semblables en les ordonnant. Ces opera- 
tions exigent les calculs les plus laborieux, et Mayer se contente d’en donner le résultat, 
qui consiste, pour la première équation, en une suite de cosinus de cent vingt -deux 



différentielles, d’y mettre aussi pour 



dp* 



( * ) On a, eu supposant l'orbite du Soleil elliptique, 

T — «■ . , 5e . 

Y = — - — , * = nq — ai un nq H — *in ma : 

J 1 — | COB* 9 9 T ’ 4 T 1 

or, r équation donne, en y niellant ponr x sa râleur précédente, déterminant la confiante e 

par la condition que la somme des coefficient de dp sou égale & i , et intégrant, 

, aA . » , aR . . , 3A* . . 3AB . . . _ 

q “ p + * p + “S wn Cp + + + « lc - 

On lire de 11 la râleur de nq et cclk de a, d’où Ton déduit, pour -îj , par exemple, une expression 
de la forme 

1 . , 3 , 3 Am . , . 3Bn# 

~ = t -f- - <• — 3* cosnp — — cos (« 4-n ) p 4* — j- cos'C — n)p 4- etc. 

(**) L’intégrale de la valeur de est P = — - cos np — ^eo % Cp — - cos yp ; iVquation « 

f*p m t y 

j. p 

-- = i — — donne, en y mettant pour P cette râleur, et intégrant, 



d’ob Ton tire 



* =P + — çTi % "' C P + 
in 

valeur où r = i — n , et ou a , b , etc., désignent des coefficiens composé* de plusieurs termes. 



, - , 3A */« . 3ABn . , . 

• =s * — t = rp 4 - a sin mp 4- b sin Cp 4* etc. — stn i&p — sm [a'+zCjp — etc. , 
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multiple] différons de fr, et pour la seconde, en une série de sinus comprenant soixante-huit 

de ces multiples de p. 

On peut distinguer dans chacune d'elles trois espèces de termes , d'après la nature 
des multiples de p et celle des coefRciens. La première espèce comprend ceux où les 
multiples sont « , f , y , ou leurs composes » -J- »,*-}- C -f- y , y — aî, etc., et dont les 
coefliciens contiennent un ou plusieurs termes qui ont tous en facteur l'une des lettres 
A, B, C, a , a, etc. La seconde espèce se compose des termes où les multiples sont 
mixtes , c’est-à-dire sont le résultat de la combinaison des multiples connus arec le* 
multiples indéterminés ; tels sont ar -f- a , or -f- ay , ar ■+• C -J- y , ar + n -f- y, etc.; leurs 
coefliciens sont à 1a fois composés de fonctions des seuls élémens , ou de fonctions des 
élétuens et des indéterminées. Enfin les termes de la troisième espèce ne renferment que 
des multiples connus, tels que n,i, r et leurs composés; leurs coefliciens sont des 
nombres ou de simples fonctions des élémens connus. Le multiple ■ entre dans la pre- 
mière équation, soit dans les termes de la première, soit dans ceux de la troisième 
espèce ; il se trouve introduit dans ceux de la première par les valeurs indéterminées 
supposées pour x et pour P, et dans ceux de la troisième par la valeur approchée subs- 
tituée pour cos/, en supposant alors «connu, et son cos. affecté d'un coefficient numé- 
rique. Ainsi, la symétrie qui existe d'ailleurs partout dans la manière dont entrent les 
lettres A , B , C , «, f, y , a , b , c , est dérangée en ce point dans la premier? équation 
par l’introduction de cette dernière valeur. 

^ 11 faut remarquer , dit Mayer, que l’un des coefRciens de la valeur de a;, par exemple 
r A, n’est pas déterminé par ces-équations ; et cela tient à la nature même du problème, 
r car on y suppose que l'excentricité de l'orbite lunaire , en tant qu’elle ne dépend pat 
r de l'action des forces, est connue, n D'après cela il représente par A cette excentricité, 
le multiple « du terme correspondant désigne alors le mouvement de l'anomalie moyenne, 
et 1 — « le mouvement de l'apogée lunaire ; sa valeur doit être déterminée par le pre- 
mier terme de la première équation , qui lui sert à vérifier sur ce point l'accord de la 
théorie avec les observations, et il suppose « connu dans tons les autres termes. Il donne 
les valeurs en nombres des élémens n,«, r, i, », A, i, qui doivent être substituées 
dans les coefTiciens où ils entrent; et comme « est regardé maintenant comme connu , il 
ne demeure plus alors dans les équations que deux multiples arbitraires f et y combinés 
de diverses manières , et il lui reste à déterminer , au moyen de ces équations , tant le» 
multiples que les coefTiciens de tous les termes des valeurs définitives. 

Tlcirrmi nation u Ce serait , dit-il , une chose longue , fastidieuse et difficile, à moins d’exposer tous les 
îl'a "orfSoco/ 1 ” calculs, que de montrer comment je saisparvenu à ladétermination cherchée.Je ne vois 
n pas cependant que cette méthode ait rien de nouveau , ai ce n'est sa longueur , et elle ne 
r diffère point du procédé ordinaire pour fixer les valeurs des quantités indéterminées , 
n connu de tous ceux qui se sont le moins du monde occupés de l'analyse moderne. 11 me 
p suffira donc de poser les valeurs des quantités A, B, C, etc., a, b, c, etc., telles 
n que je les ai obtenues aprèqbeaucoup de soins et d'attentions, en répétant souvent trois 
n ou quatre fois le même calcul.. ,n On doit regretter que Mayer ne soit pasentrédans 
quelques détails de plus sur toutes ces opérations , que la complication de ses équations 
rend d'abord assez difficiles à se représenter. Nous allons cependant, d'après quelques 
indications qu’on peut tirer de ses calculs préliminaires et de l'inspection de ses formules, 
hasarder quelques conjectures sur la manière dont il a pu s’y prendre. 
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Pour que les valeurs supposées aux variables x et P soient les véritables intégrales des 
équations différentielles , il faut quelles satisfassent à ces équations ou qu’elles les rendent 
identiques après qu’on y a fait, de part et d'autre, toutes les substitutions; il faut donc 
que les coefliciens des sin. ou cos. de chaque multiple différent de p qui y entre , se dé- 
truisent séparément. Or, nous venons de voir qu’il s’y trouvait des sin. ou cos. de mul- 
tiples connus qui avaient pour coefftciens des nombres ou des fonctions des élémens qui 
ne se réduisaient point à zéro. On doit conclure de là que pour que les équations soient 
satisfaites , il faut profiter de l’arbitraire laissé aux multiples C et y pour égaler les termes 
qui les contiennent à chacun des sin. ou cos. des multiples connus , et déterminer ensuite 
leurs coefftciens en égalant à zéro la somme de ceux qui multiplient chaque fonction pé- 
riodique. Autant il se trouve de multiples de p déjà connus dans les équations identiques , 
autant il doit s’en trouver aussi dans les valeurs définitives de .r et de P, et autant il doit 
y avoir d’équations de condition pour déterminer leurs coefficiene. 

Si l’on avait supposé dès le commencement les développement de x et de P composés 
d’autant de termes indéterminés qu’on veut en obtenir, il suffirait alors d égaler respective- 
ment chaque multiple indéterminé à un multiple connu ; mais l’énorme complication qui 
résulterait des substitutions de ce grand nombre de termes qui se combineraient dans les 
équations trois à trois, quatre à quatre , etc. , ne serait rachetée par aucun avantage lors- 
qu'on ne veut conserver, ainsi que le fait Mayer , que les combinaisons deux à deux de* 
multiples et des coefliciens. Il lui suffit alors de deux termes dans chaque valeur , savoir , 
B cosfp, C cojyp dans celle de 1 — x ; A sin Cp, c sinyp dans celle du coefficient différen- 
tiel de P, pour les exprimer tous, en prenant successivement pour C et y tous les multiples 
qui doivent entrer dans les valeurs définitives ; c’est en effet ce qu’on lui voit faire, p. 35 
de sa Théorie , où il calcule les valeurs numériques qu’ont , dans chacun de ces divers cas , 
les log. des quantités C“— f‘, y* — f‘, qni multiplient B et C dans les coefliciens des 
termes de la première formule en cosCp, cosyp. Par ce procédé ingénieux, les développe- 
mens sont, dès le commencement, bornés au second ordre ; il ne s’y trouve aucun terme 
inutile, et la symétrie avec laquelle ces lettres indéterminées entrent dans les formules, 
les rend propres à représenter également tous les coefficiens et les multiples qu’on veut. 

Supposons par exemple qu’on cherche l’équation de condition qui doit provenir du 
terme en cos a rp; désignons par L son coefficient indéterminé , par M , N , P, etc., ceux 
des cos. dont les multiples sont a r — a , <$r, ar — n , etc. ; si l’on fait î= a r, ce qui 
entraîne B = L , qn’on prenne successivement pour y tous les multiples de p qui réduisent à 
xrp les angles mixtes où se trouvent à la fois y et des multiples connus , en exceptant cepen- 
dant ar et a , puisque ce dernier entre déjà dans les formules, et qu’on remplace aussi C 
par les lettres correspondantes ; on verra que la valeur y = 2 rp — a, réduisant à arp l’angle 
(• -f-y) p dont le cos. entre dans la formule, produit un terme de l’espèce de ceux 
que l’on considère, et dans le coefficient duquel il faudra faire B=L, C = M. Il en 
sera de même de la valeur y — 4 r > par rapport à l’angle (ar — y) p, et de la valeur 
y = ar — n par rapport à l’angle ( n -f- y) p; il faudra donc remplacer , dans les coefli- 
ciens des cos. de ces angles , les lettres B et C par L et N dans le premier cas , L et P 
dans le second, et ainsi de suite. Lorsqu'on aura épuisé toutes les combinaisons pos- 
sibles qui peuvent amener l'angle arp , il ne restera plus qu’à ajouter , avec leurs signes, 
tous les coefficiens de son cos. , et à égaler leur somme à zéro pour avoir l'équation de 
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condition cherchée ; on continuera ainsi à calculer ces équations une à une, jusqu'à ce 
qu on ait successivement donné à S toutes les valeurs des multiples de p qui doivent se 
trouver dans x, et on appliquera le même procédé à la seconde formule. 

Il faut remarquer cependant qu’il peut y avoir dans les valeurs définitives de x et de P 
des termes en multiples connus qui ne se trouvent pas dans les formules pfcsées 
par Maver, et réciproquement. Ainsi, la première formule contient cinquante-cinq mul- 
tiples déterminés , la seconde n'en renferme que trente, et cependant les deux valeurs 
définitives en contiennent, à une unité près, le même nombre l’une que l'autre. Les termes 
dont les multiples sont 4 ; '+- e t 4 r — * > par exemple, n'entrent que dans les valeurs défi- 
nitives, et ceux en ( ar — 40 P > (4 r — ai) p ne se rencontrent que dans les formules. 
Cela tient probablement à ce que, dans le premier cas , ces termes sont produits par des 
combinaisons qui introduisent de nouveaux multiples ; ainsi , la valeur C— ar réduisant 
à 4 T — - , 4? + * les multiples ar — «-f-î,ar -+•-+», indique qu’il pourrait se trouver 
des termes semblables dans la valeur de .r, où l’on est conduit par là à en supposer de 
tels, affectés de certains coefficiens qu'on détermine ensuite par le même procédé que 
celui dont on a fait usage pour les autres. 

11 devraitse rencontrer d’après cela, dans x et dans P, un bien plus grand nombre de termes 
qu'il nes'en trouve dans les formules, si la petitesse de leurs coefficiens n'autorisait pas à les 
négliger leplus souvent. Ce sont ces mêmes considérations sur l'ordre et la petitessedes termes 
qui permettent d'en omettre , dans les valeurs de x et de P, quelques-uns qui existent dans 
les formules , et qui servent aussi à réduire considérablement le calcul de l’élimination des 
coefficiens, dont la complication serait effrayante, si l'on ne pouvait y appliquer des pro- 
cédés d'approximation successive; ainsi, on peut supposer que Mayer a été guidé par le 
résultat d'une première opération qui lui indiquait quels étaient les plus grands termes; qu'il 
n’a introduit d'abord pour S et y que les argumens qui y répondaient, et a déterminé par 
là les coefficiens de ces inégalités d'une manière approchée ; que partant alors de ces pre- 
mières données pour prendre de nouvelles valeurs pour Cet y, qui servissent à déterminer 
de nouveaux coefficiens plus petits , il est revenu aussi , à plusieurs reprises , sur les déter- 
minations précédentes, en ayant égard aux diverses combinaisons des argumens, qui repro- 
duisaient les premiers, et en indiquaient d'autres qu'il fallait aussi faire entrer dans le calcul. 

Après avoir , sur de simples présomptions, cherché à donner de la méthode de Mayer 
une explication peut-être bien imparfaite, il nous reste à indiquer en peu de mots 
] les résultats auxquels sa théorie le conduit. 11 obtient pour x une valeur composée 
• de quarante-quatre cosinus de multiples différens de p, et pour le coefficient différen- 
tiel de P, une série de sinus de quarante-trois de ces mêmes angles, où sin np et 
sin an p, dont il a trouvé les coefficiens nuis dans l'ordre où il se bornait, sont rem- 
placés par le sin. de 3 «p , dont le cos. n’entre pas dans l'expression de x. II substitue alors, 
pour les multiples et les coefficiens, leurs valeurs dans les équations obtenues précédemment 
par l’intégration , qui donnent p et q en fonction de p et des sin. des multiples de p, et tire 
alors de la seconde , par le retour des suites , l’expression de p en q : ce qui lui fournit en- 
suite le moyen d'éliminerde la première l’angle auxiliaire p, et d'obtenir, après des calculs 
très pénibles, la longitude vraie en fonction de la longitude moyenne, des sinus de ses mul- 
tiples , et de ceux des distances angulaires de la Lune au Soleil et à son nœud, u Quoique 
« cette formule, qui donne les mouvemens vrais par les moyens, soit (dit-il) analogue 
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n à celle dont Clairaut s’est servi pour construire ses Tables, néanmoi ns le grand nombre des 
n inégalités qui y entrent, et des tables quelles exigeraient, rendrait si pénible le calcul 
n des lieux de la Lune , qu'il pourrait rebuter le calculateur le plus patient. J'ai cherché 
J> d'après cela à réduire le nombre des inégalités de cette formule , et j’en suis venu à 
v bout en remarquant que plusieurs des inégalités introduites par le mouvement moyen 
» du Soleil disparaîtraient si l’on employait son mouvement vrai ; que les deux termes 
n en sin (<•-(- n) q et sin (« — n) q s'évanouissaient presqu’en entier, en appliquant 
« à l'anomalie moyenne de la Lune «7, avant d’en conclure l'équation du centre, une 
n équation particulière qui dépend de l’anomalie moyenne du Soleil nq ; enfin , que 
» d'autres inégalités étaient diminuées ou même annulées, quand on appliquait, à 
v cette même anomalie de la Lune, les petites inégalités de la longitude, en exceptant 
n celles qui dépendent des distances rq et iq de la Lune au Soleil et à son nœud, n II 
ramène par là la formule précédente à la forme la plus commode, et il la réduit à vingt- 
deux termes , qu’il calcule au moyen de quinze tables dont les argumens sont : d'abord 
les anomalies moyennes du Soleil et de la Lune , puis les distances de la Lune au Soleil 
et à son nœud , successivement corrigées par les premières équations , et il néglige un 
grand nombre de termes dont les coelficiens sont très petits. Mayer expose ensuite les 
corrections qu’il a faites à sa formule d'apres les observations , tant pour en rectifier les 
élémens, que pour déterminer certains termes que la théorie ne peut pas, dit-il, suffi- 
samment faire connaître. Il compare les eoelliciens des inégalités, réduits en secondes, 
tels que les donnent la théorie au moyen des élémens corrigés , avec ceux qu’il a em- 
ployés dans ses tables , après les avoir assujétis à un grand nombre d'occultations observées 
parBradley, par la méthode des équations de condition que Mayer avait employée déjà 
dans son Mémoire sur la libration de la Lune, publié en allemand en 1750; il vérifie 
par là que les résultats ne diffèrent que de quelques secondes. La comparaison qu'il fait en- 
suite de l'inégalité qui dépend du sinus de l'élongation, déterminée par la théorie en sup- 
posant la parallaxe du Soleil de 1 0*8 , avec cette même inégalité déduite des observations , 
lui montre aussi que cette parallaxe ne doit pas dépasser 7', 8 ; et comme il se croyait sûr, 
à 5 ' près, de l'inégalité , montant à 1' 55 *, d'où il la concluait, il en résultait pour lui 
que cette valeur de la parallaxe ne pouvait différer de la véritable au-delà de sa vingt- 
quatrième partie. 

Mayer passe alors à la détermination des inégalités de la Lune en latitude, et il y parvient Inégalités dt 
plus facilement qu'à celles de la longitude , mais par le même procédé ; ainsi il suppose pour ** émuile. 
tang/ une suite de termes en fonction des sinus de divers multiples indéterminés de.p; il 
substitue cette expression dans la troisième équation différentielle, et y met aussi pour n, 
e,x , y, « , tr et P , leurs valeurs numériques , en prenant pour le coefficient du premier 
terme la tangente de l'inclinaison moyenne. Il détermine les coefficiens et les multiples in- 
connus ; le multiple du premier terme exprime le mouvement moyen de la Lune à partir du 
nœud ascendant ; il le trouve ainsi le même, à i" près, que celui que donnent les observa- 
tions. Il obtient ensuite pour tang/ une série composée de 3 4 termes ; et après avoir réduit 
cette formule définitive à la forme la plus commode , il la corrige comme la première par 
les observations , en négligeant les termes qui montent à peine à a”, de manière à n’avoir 
plus besoin que de dix tables pour la calculer. Enfin , quant à la parallaxe , il fait voir que 
son expression peut être tirée facilement de la valeur précédente de x, taas entrer dans au- 
cun détail sur ce calcul . 1 0 
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CHAPITRE VIII. 



Premières recherches sur l'équation séculaire de la Lune. Seconde Théorie 

de la Lune , d'Euler. 

DoconTfrte «le Nous venons de voir Mayer montrer, par un usage simultané de la théorie et de l’ob* 
!liVm.!j-rnmmi- serv ation, que la première est éminemment utile pour découvrir la forme des inégalités 
jrmi-oi «te la auxquelles le mouvement de la Lune est soumis, et pour en déterminer plusieurs; mais 
•crvaiio” ° que la seconde est le plus souvent préférable pour fixer leurs coefiieiens avec précision ; 

il avait à peu près tiré de celle-là tout le parti possible relativement aux inégalités pério- 
diques , et ce n’était plus guère que par une lougtie suite d’observations exactes , et par 
un emploi judicieux de la méthode des équations de condition, qu'on pouvait perfec- 
tionner sur ce point les Tables de la Lune , auxquelles il avait donné la forme la plus 
convenable. Mais il restait encore une question importante à résoudre , sur laquelle les 
observations ne pouvaient signaler que des effets isolés , sans indiquer leur cause ni leur 
loi; je veux parler de l 'équation séculaire de ta Lune , dont l'explication, par l'attraction . 
newtonienne, devait si long-temps échapper aux recherches des plus grands géomitres. 

Kepler avait, dis l'année i 6 a 5 , élevé des doutes sur l'uniformité des moyens mou- 
vemens de quelques planètes ; mais ce fut Ilalley qui s'aperçut le premier de l'accélé- 
ration de celui de la Lune , en comparant ( ainsi que le rapporte Newton , dans un passage 
de la seconde édition des Principes , qui a été supprimé dans la troisième) des observa- 
tions d’éclipses faites à Babylone avec celles d'Albategnius et avec celles des modernes ; 
mais il n’eut point égard à cette accélération dans ses tables. Dunthora et Mavcr exami- 
nèrent de nouveau ce point important de la théorie lunaire. Ils essayèrent d’accorder 
les observations des Chaldécns et des Arabes avec celles des modernes , en ajoutant aux 
longitudes moyennes de la Lune une quantité proportionnelle au carré du nombre des 
siècles écoulés depuis une certaine époque ; hypothèse que Ilalley avait déjà faite pour 
les mouvrmens de Saturne et de Jupiter , et qui découlait naturellement de la supposition 
d’un accroissement uniforme de vitesse. Dunthorn admit une équation séculaire de to* 
pour le premier siècle, à partir de 17S0 ( Phil. Trans., 17 49); Mayer ne la porta qu'à 
7* dans ses premières Tables de la Lune, et à 9" dans les dernières, ce qui la faisait 
monter à 1° en aooo ans , d’après la proportion 1 : (ao)* :: q* ; x. Enfin Lalande, 
dans un Mémoire présenté à l’Académie en 1757, fut conduit, par une discussion exacte 
des observations, à une équation séculaire de 9", 886 pour le premier siècle. 

L’Académie des Sciences qui avait , dès 17C0, proposé pour sujet d'un prix l’altération 
des moyens mouvemens des planètes, et couronné la pièce de Chartes Euler, second fils 
du grand géomètre de ce nom , prit pour sujet , en 176a , la résistance de l’éther. L’abbé 
Bossut remporta le prix , et fit voir que s’il y avait dans l'espace où les planètes se meuvent 
une matière éthérée, la résistance qu'elle leur opposerait pourrait changer la Ggure , Ta 
grandeur et la situation des orbites après un certain nombre de révolutions, et donner 
ainsi une explication assez satisfaisante de l'équation séculaire de la Lune. 
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D'Alembert s'était déjà occupé ( Rech., t. II, p. 1 65 ) du mouvement des planètes r„.| 1(tc i 1< , 
dans un fluide résistant, et doutait de l’existence de ce fluide ; il s'attacha en conséquence «te d’Alemhrrt 
à la discussion des différens termes de l'équation de l'orbite de la Lune , afin d’y dé- c ^'^ sc ” Ulm * 
couvrir quelque inégalité qui rendit raison , par la simple attraction newtonienne , de 
l'accélération de son mouvement. C'est ce qu'il fit dans les Mémoires ag, 38 , 3 g , 4 °> 

4 > et 45 deses Opusc. Math., contenus, le premier dans le t. IV, imprimé en 1768, les 
quatre suivans dans le t. V, qui parut la même année, le dernier (donné à l’Académie en 
1770 et publié en 1773) dans le t. VI des Opuscules. Ces Mémoires contiennent des 
recherches nouvelles et ingénieuses sur quelques autres points de la théorie de la Lune ; 
l'auteuiVy occupe, à plusieurs reprises , de la comparaison des méthodes et de l’examen 
de leurs imperfections ; il montre les avantages de celle des coefliciens indéterminés , et cri- 
tique encore celle de Clairaut plusieurs années après la mort de ce géomètre-, il en indique 
une autre dans le Mémoire ag , fondée sur dfs différenciations successives , et qui ne paraît 
guère susceptible d'être appliquée; il propose enfin quelques corrections à faire aux pre- 
mières Tables de Mayer. Après avoir vainement essayé de trouver, dans l'équation de l'or- 
bite , des termes en cos Na ou cos kz (voyez p. 40) qui pussent représenter l'équation sé- 
culaire de la Lune, et fait voir que ceux qui sembleraient devoir la faire naître, en produi- 
raient une plus grande dans le mouvement de la Terre, ce qui serait contraire aux observa- 
tions, il revient aux considérations tirées d'un milieu résistant, en montrant cependant qu'il 
ne peut avoir d'elfet sensible sur le mouvement des noeuds et sur l'inclinaison, et indique 
aussi la Ggure non sphérique des deux planètes comme pouvantrendre raison d'une partie de 
l'équation séculaire , en introduisant un terme constant sous le signe intégral , et un 
arc de cercle dans l'équation du mouvement. 

L'Académie des Sciences de Paris proposa de nouveau pour sujet du prix de 17Ç8, qui fut Prix de PA- 
prorogé à l'année 1770, de perfectionner les méthodes sur lesquelles est fondée la théorie j, Scorie 
de la Lune , de fixer par ce moyen celles des équations de ce satellite qui sont encore ^ ** Lune. 
incertaines , et d'examiner en particulier si ton peut rendre raison, par cette théorie , 
de réquation séculaire du mouvement de la Lune. Euler, qui avait déjà tant de fois été 
récompensé par cette Académie, de travaux qui devaient profiter à tout le monde savant, 
lui envoya un Mémoire qui remporta le prix, et qui se trouve dans le t. IX des Prix 
de l'Académie. Mais comme il n’y traitait pas spécialement la question de l'équation 
séculaire , et se contentait de conclure , de ce qu’aucune des inégalités que lui don- 
nait sa théorie ne s'y rapportait, que l’attraction ne pouvait servir à l’expliquer, l’A- 
cadémie remit ce sujet au concours pour l’année 177a , et partagea le prix entre une 
pièce de Lagrange intitulée : Essai sur le problème des trois corps , avec l'épigraphe : 

Juvat integros accedere fontes , et un Mémoire qu’Euleravaitaussi envoyé sous le titre 
de Nouvelles recherches sur le vrai mouvement de la Lune. Ces deux ouvrages sont im- 
primés dans le même tome des Prix; le second contenait , avec un petit nombre de ré- 
flexions , le recueil des formules auxquelles la méthode donnée par Euler dans sa 
pièce de 1770, l'avait conduit , en y faisant de petites modifications, et en poussant 
beaucoup plus loin les calculs. C'est ce travail immense, entrepris par Jean Albert Euler, 

Krafft ctLexell, sous la direction de cet infatigable géomètre déjà privé de la vue, dont 
il publia ensuite tous les développemens , avec les tables qui en étaient le résultat , dans 
sa Theoria motuum Luncc, nova methodo pertractata , qui parut à Pétenbourg, en 177a. 
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Noua alloua donner une légère idée des différences principales qui existent entre la 
méthode qu'Euler avait d'abord employée, et celle dont il fait usage tant dans cette 
volumineuse théorie que dans les deux Mémoires précédena , et dans un troisième qui 
sc trouve dans ceux de l'Académie de Pétersbourg, pour r»6g. 
a* Théorie , C'est sur un nouveau choix de coordonnées- qu'Euler a basé cette dernière méthode. 
«!<■ ÎvoÙtciK-*' J ^ u ^' eu cons 'dérer le rayon vecteur, la longitude et la latitude, qui sont les -va- 
mcthoile d’Eu- riables ordinaires , il introduit trois coordonnées rectangulaires prises sur la ligne me- 
minrr'ksmmi. u ® e t * u centre la Terre qui indique la longitude moyenne de la Lune, sur la perpendi- 
vrmrni Us la culaire à celte ligne dans le plan de l'écliptique , et sur la perpendiculaire abaissée de la 
Lune sur ce plan. 11 représente la première par a (i +x) , la seconde par ay , la troisième 
par az ; a étant la moyenne distance de la Lune à la Terre, en prenant celle de la Terre 
au Soleil pour unité. 11 emploie les variables r, y, z, comme plus propres que tout 
autres , par leur petitesse , à se prêter à des approximations convenables , en remar- 
quant qu'étant une fois déterminées il sera facile d'en tirer les valeurs des coordonnées 
astronomiques (*). Il transforme les équations du mouvement de manière à en tirer trois 
équations du second ordre , où l'anomalie moyenne t du Soleil est variable indépen- 
dante , et où les termes principaux sont linéaires. Ils sont exprimés en fonction d'une longue 
suite de termes composés des puissances et des produits des six premières dimensions des 
variables x, y, z, multipliées par l'excentricité « de la Terre, par le rapport a des paral- 
laxes, et par lessin. et cos. des divers multiples de l’anomalie t, de l'élongation moyenne p 
et de leurs combinaisons. 

On ne pent y satisfaire qu’en prenant pour les valeurs de x , y et z des sinus et 
cosinus d'angles semblables, multipliés par des coefficiens indéterminés. Euler considère 
d'abord les deux premières équations; il suppose celle en x bornée à ses .trois premiers 
termes , et à un autre de la forme M cos», qui représente l’un quelconque de ses tenues 
périodiques; celle en y réduite à ses deux premiers termes et à un troisième M' sin • ; et 
comme l'intégration doit alors en amener de semblables dans les expressions dex et dey,. 
U fait ensuite x — N cos « , y = N' sin « , et détermine, par leur substitution, les valeurs 
de N et N' en fonction de M et M' (**). 



( • ) On a en effet , en désignant par • et 4 la longitude et la latitude de la Lune , et par r ta duunce- 
i la Terre , dont l'inverse dorme la parallaxe horizontale , 

Y , rco a* r rose en, 4 

« n ge = _i_, un B 4=_, - = 

(*■*) En effet, le* deux première* équation» ainsi réduite* étant 






dr 



■ 3xx M CO» a* , 



O = — -4- afrn-f- i) ^ -4- M* sin 



où m = ~*, cl oh x est détermine par lYquation A = (m — v)* r qui doit avoir lien pour qu’il' n’y. 

ait point de terme constant dans la première équation; si l'on différencie les râleurs x = N coi»,. 
y = h' tins, co supposant dm — fuit , on aura, par la substitution et f élimination , 

+ O I 

V == — + N-4-— s 



- M' — M 



N « 






a — a — fi* 

la troisilme équation , réduite fc ^ -4- (*+ 1)1 + H tin • = o, donnera de même pour s le terme K sin s», oh. 
l'on aura K = — — - 

£** — A — 1 
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Pour mettre plus d’ordre et de clarté dans la détermination des variables, il s'occupe 
séparément , comme dans sa première théorie , des diverses espèces de termes contenus 
dans les équations. U distingue alors dans les valeurs que doivent avoir x et y , treize 
classes différentes de termes , suivant qu'ils se trouvent indépendant des excentricités et 
de l'inclinaison, ou multipliés par les trois premières puissances de l'excentricité h de 
l'orbite lunaire, par la première puissance de *, et par leurs produits; par a, et par le 
carré de l'inclinaison i de l'orbite lunaire; enfin par les produits de ces quantités et des ex- 
centricités. En conséquence , il prend pour x et y des valeurs composées de treize lettres 
inconnues différentes, ayant chacun# lutte de ces quantités en facteur, et représentant les 
parties des expressions de ces variables correspondant à chaque ordre (*). 11 les substi- 
tue dans les équations; et comme les termes appartenant à dilférens ordres ne peuvent so 
détruire mutuellement et doivent séparément satisfaire aux formules, il obtient autant de 
couples d'équations différentielles spéciales qu'il y a de lettres ou d'ordres dilférens. 

La secoude partie du livre I", qui occupe à elle seule près de 3oo pages, comprend, 'nè’vdôppc- 
dans dix chapitres , les développemens numériques des équations qui donnent successive- «en* » jure», 
ment les dix premières parties des valeurs des coordonnées x et y. Le travail y est mi^oulrcs 1 .'* 0 " 
présenté dans le plus grand détail , ce qui offre l'avantage de pouvoir le vérifier entière- 
ment, et de découvrir la source des moindres erreurs. La séparation des inégalités en 
classes augmente la longueur des calculs , mais elle en diminue la complication, en divi- 
sant pour ainsi dire la didiculté, et en permettant de déterminer successivement les coelli- 
cicns sans avoir besoin de les éliminer entre un grand nombre d'équations simultanées. 

Prenons pour exemple le développement des formules relatives à la première classe, 
où les inconnues sont O et O', et sont données en fonction des sin. et cos. de l'angle op, 
indépendamment des excentricités. Comme l'on doit prévoir que les valeurs de O et O' 
seront petites, Euler néglige lcnrs carrés et leurs produits dans une première approxi- 
mation. Il suppose alors O = A cos a p, O' = A' sin a p ; et substituant pour M et M', dans 
les relations générales données au bas de la page précédente , les valeurs qu’elles ont dans 
le cas actuel , où N et N' sont remplacés par A et A', il détermine ces coefficiens en 
nombres , par le calcul logarithmique , au moyen des valeurs numériques des lettres m , 
ft et x (**) ; ayant obtenu par là des valeurs approchées de O et de O', il les substitue dans 
les termes des équations en O*, O'* et OO'; il en tire par là de nouvelles où entrent les 
cos. et sin. de / t p , et posant ensuite tout-à-la-fois pour O et O' des valeurs indétermi- 
nées en fonction de cet angle ainsi que du précédent , il s'assure , par leur substitution , 
des corrections qu'il faut encore faire aux secondes valeurs , et il pousse l’approximation 
des coeificicns jusqu'à la septième décimale, ou aux cinquantièmes de seconde. 

(*) Il pose 

x = 0 + AP + A-Q + A'R + aS + «AT -t- »U + «AF + «A’V + e«"W + i»X + .'AY + i*A'Z , 
y = 0 '+ *P'+ k’Cy+ AIR + aS'+ akV+ «L'-t- «At'-f- *A*V'+ ««W'-t- i«X'+ i-AY'-f. i’k'V. 

(**) Le» équations sont, dsns ce cas, 

o = *22- — a( m ■+■ 1) 1^2 3*0 — - (1 4. 0) coup ■+■ - 0'*in ip + 3» fo* — - 0' > 

al* at x a \ a y 

« = ~ + »(m + i) — -I- | (i + O) »in tp + ? O'cotnp — 3*00'; 
ce qui donne, quand on négligé le* O et O 7 qui se trouvent dans Ica dernier* tenues, 

3 3 

• = V, «* = -;. M' = -i <Toù Ton lire AsK=o,oio3ii3j A— K = —0,007 17^)7. 
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Les inégalités de la première classe étant une fois déterminées, leur substitution au 
lieu de O et O', dans les parties des équations des ordres suivans où ces lettres entrent 
en facteur, y introduit déjà un certain nombre de termes connus. Quoique ces équations 
ne renferment pas explicitement l’anomalie moyenne q de la Lune , il est clair que les 
combinaisons des angles p et t doivent l’amener dans l’intégration ; aussi Euler admet-ùi 
dès le 'second ordre, dans les valeurs supposées, des termes en fonction des sin. et cos. 
des angles q, a p — q, 4p + </> etc.; il détermine d'abord les valeurs de leurs coefliciens 
séparément, en appliquant à chacun d’eux les relations générales entre N, N' et M, M'; 
puis simultanément en les faisant entrer tous à I* fofc dans les expressions indéterminées 
des variables; et comme les parties P et P' dey et de x, qui doivent contenir ces 
sin. et cos. , doivent être ensuite multipliées par l’excentricité k , il peut , à cause de la 
petitesse de h, se borner au sixième caractère décimal dans la détermination des coeffi- 
ciensde chacun de leurs termes , lorsqu’il veut pousser au septième l’approximation défini- 
tive. C’est par un motif analogue qu’il se borne à la cinquième décimale pour les 
coefficiens qui doivent avoir A 9 , a et *A en facteur, et à la quatrième pour ceux qui 
appartiennent aux ordres /r 3 , ak, *k' , os; il obtient ceux de chacun de ces ordres de 
la même manière , c’est-à-dire par des séries indéterminées prises pour chaque variable , 
qu’il substitue dans les équations correspondantes, et dont il tire des conditions en 
nombre suffisant pour qu’on puisse ensuite en déduire , par des approximations succes- 
sives, les valeurs cherchées des coefficiens de chaque sinus et cosinus qu’il a supposé 
devoir entrer dans les expressions des variables. 

Civ i V par- ka troisième partie du livre I ,r est consacrée au développement numérique de la troi- 
tic. Dr.rloppo- aièrnc équation différentielle, ou de celle qui est relative à la coordonnée z. Euler y 
leur île a. parvient par le même procédé qu’il vient d’employer pour les deux autres ; il distingua 

six ordres de termes difTérens, suivant qu’ils sont multipliés par l’inclinaison t de l’or- 
bite, sa troisième puissance , et son produit par les excentricités et le rapport des paral- 
laxes. 11 prend en conséquence, à la place de z , une suite de termes où chacun des ordres 
multiplie une variable particulière (*), et il détermine. toutes celles-ci séparément , en 
résolvant l’équation du second ordre correspondante, par la méthode des séries dont il 
vient de faire usage. 

Il revient ensuite aux trois derniers ordres des deux premières équations , en substituant 
pour z la valeur précédente dans les termes où cette variable entre en facteur. 

I i* s Appli- k® livre II de cet ouvrage contient l’application de la théorie de la Lune au calcul 
raiinn iIm for- astronomique. Après avoir rassemblé tontes les inégalités qu’il a déterminées , Euler 
uui-Uoiwlci"’ compare ses furmules avec celles des tables de Clairaut, dont les argumens sont , comme 
les siens , les anomalies et élongations moyennes , et il examine les résultats de chacune 
dans tous les cas particuliers qu'offrent les suppositions alternatives de p , q , r égaux à 
zéro ou à 90° et de t égal à zéro ou à 1 80°. H rectifie par là ses élémens , réduit ensuite tous 

les coefficiens en nombres absolus, et obtient pour x un développement composé d'un 

• 

(* ) La troisième équation différentielle étant de la forme 

o = -f- (a ■+■ 0 * — 3 xx* -f- etc. H- 3 a* co*p — 3 «* co» t «+■ etc. » 

K uler y luppete 

: - ip + ikq -f- ifar «+■ i/ts -f- t*f -+• Mu- 



table». 
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coefficient constant et de cinquante cosinus de multiples et combinaisons differentes de p, 
q, I, r ; pour y une série de cinquante-quatre sinus d'angles analogues, et pour 1 une suite 
semblable à celle-ci, et composée de vingt-huit termes. Le calcul de chacune des coor- 
données x et y exige vingt-une tables , celui de t n’en demande que seize. Les deux 
premières variables étant connues au moyen des quarante-deux tables qui s’y rapportent , 
servent à déterminer la longitude, tandis que le calcul de la latitude et de la parallaxe 
ne peut se faire que quand elles sont connues toutes trois, et exige ainsi cinquante-huit 
tables . dont le recueil termine ce volumineux ouvrage , qui remplit pnès de 800 pages. 

Euler ne dissimule pas qu’il n’a pas tout-à-fait achevé les calculs de quelques ordres 
d’inégalités à cause de leur longueur presque insurmontable , et il regarde aussi la diffé- 
rence entre les figures de la Lune et de la Terre et celle d’une sphère , comme pouvant 
influer sur leurs mouvemens , en introduisant dans l’expression des forces un petit terme 
inversement proportionnel à la quatrième puissance de la distance. O11 doit presque 
rentier la peine qu’a dit coûter à ce grand géomètre et à ses collaborateurs le travail 
immense dont nous venons de donner un court exposé , puisque les tables qui en sont 
le résultat out été reconnues comme étant fort inférieures en exactitude à celles de 
Mayer, et qu’il parait même que celles de Clairaut ont conservé sur elles quelque 
supériorité. 



CHAPITRE IX. 



j Essai sur le problème des trois corps. Mémoire sur V équation séculaire 

de la Lune. 



Il est singulier que, dans le même temps et pour la même occasion, Euler et La- Varishln en- 
grange aient tous deux voulu substituer aux coordonnées angulaires les rectilignes comme L, * _ 

variables principales , dans les équations différentielles du problème des trois corps. La 
méthode de Lagrange, dans sa pièce couronnée en 1779, consiste à n’employer , dans 
la détermination de l’orbite de chacun des corps A, B, C, d’autres élèmens que leurs 
distances mutuelles r , / , r". Son Mémoire peut être divisé en deux parties ; l’une con- 
tient des recherches sur le problème pris dans toute sa généralité , et se trouve partagée 
en deux chapitres; l’autre traite en particulier de la théorie de la Lune, et comprend 
anssi , en deux chapitres , les formules générales et un essai de leur application. 

Quant à la première partie, après avoir donné les équations en coordonnées rectangu- i« partie «le 
laires , qui déterminent les orbites relatives des corps B et C autour du corps A , et de 
C autour de B , Lagrange parvient avec une grande élégance aux quatre intégrales pre- rJu. 
mières du problème ; il réduit ensuite les six premières des équations primitives à trois 
autres équations symétriques, entre les différentielles secondes des carrés des distances prises 
par rapport au temps, et desfonctionsdcs masses et des distances précédées ou non du double 
signe de l’intégration (*). Ces équations sont moins simples que les primitives, puisqu’elles 



(*) C« équations sont (voyes note 7 , $ l) : 



J* . r* A+R-f-C 
%tlt~ r 



— c (pV — pV+Q1 = ». 



d<r'> 

atii» 



A + B-*-C 

T 



— B [pq -H’V-kQ') 



o» 
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renferment chacune deux signes d'intégration; mais elles ont l'avantage de ne contenir au- 
cun radical, et ce sont celles que l'auteur doit ensuite appliquer à la théorie de la Lune, 

Supposant alors les trois variables r, t', r m déterminées en fonction de t par ces équa- 
tions, il lui reste à voir dominent on pourra en conclure l'orbite même de chaque 
corps ou ses coordonnées rectangulaires. 11 fait voir qu'il est impossible d’obtenir ces 
variables directement et par les seules opérations de l'algèbre, mais qu'on peut en 
venir à bout au moyen d’une intégration. 11 parvient à des formules qui servent à déter- 
miner les orbitesode B et de C autour de A , par rapport à un plan fixe passant par ce 
même corps ; il prouve qu'entre tous ces plans il y en a un par rapport auquel le 
mouvement des deux premiers corps est le plus simple , et détermine par les mêmes 
formules la position mutuelle des orbites des corps B et C. 

Dans le chapitre second il examine quelques cas particuliers qui n’ont pas lieu dans le 
système du monde, mais qui simplifient beaucoup la solution du problème des trois corps. 
Il prouve qu'il est résoluble exactement , soit que les distances entre les trois corps sflPit 
constantes ou qu'elles gardent seulement entre elles un rapport constant, et cela dans deux 
cas, savoir : lorsque les distances sont toutes égales entre elles, en sorte que les trois corps 
forment toujours un triangle équilatéral , et lorsque l'une des distances est égale à la somme 
ou à la différence des deux autres , en sorte que les trois corps se trouvent toujours rangés 
en ligne droite ; il convient que la solution de ces problèmes serait plus simple en em- 
ployant à la fois comme variables les rayons vecteurs et les angles décrits par ces rayons , 
dans le cas où les corps se mouvraient dans un même plan fixe; mais il croit qu'elle 
serait alors très difficile , si l'on supposait , comme il l'a fait , que les corps pussent se 
mouvoir dans des plans différens. 

Lagrange passe ensuite , dans le chapitre III, au cas où l’on suppose que le corps C , 
par exemple, est beaucoup plus éloigné des corps A et B que ceux-ci ne le sont entre eux, 
et il examine les modifications qui doivent en résulter dans les formules du chapitre I* r . 
Les distances r et i' étant alors fort grandes par rapport à r, il les suppose respective- 
ment égales au quotient de la division des nouvelles quantités R et R', finies et comparables 

à r, par une très petite constante i ; il fait aussi ~ = — j ; il détermine R' en fonction 

de r, de R et du cosinus de l’angle compris Ç (en faisant r cosÇ = s), afin de pouvoir 
ensuite éliminer R' des équations ; celles-ci contenant alors les différentielles secondes 
de r*, R 1 et Rs , par rapport à t , peuvent servir à déterminer ces variables ; et il montre 
comment on peut, en les supposant connues, en conclure les valeurs des latitudes 4 1 
et 4 /' des deux corps B et C, et celles des différentielles de leurs longitudes f et en 
ne poussant la précision que jusqu'aux quantités de l'ordre i. 



-Af-pi, -/<?•+ Q'J => o, d ~l + C Pq - B,y -A P y = 0, 

en snppoMat 

p = I(/- + r*--r.J, ^ = J + p- = 1 (r‘ + - r*') , 




dp = x'dx -f- J' df 4- — x dx' — ydy ■ — tdi\ 

d\) = qdp—q"jp“—qjf, = y dp + q"dp“+ q'df , dQ" z^ — qip — q'dp'+q'Jf. 
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Pour appliquer toutes ces formules à la théorie de la Lune , il suffit de supposer que Equation». lu 
À soit la Terre, B la Lune , C le Soleil et i le rapport des parallaxes. Les variations de ci Uur ia- 

r et de R étant alors fort petites, si Von fait r* =s ■ -+-X, R* =s i -+• X , x et X devront kgtaùoo. 

Are des quantités peu considérables par rapport à l'unité, et ne contenir aucun terme 
constant. Lagraçge, mettant y à la place de Rz., et faisant toutes ces substitutions, obtient 

, . , , . dr d'x rf*X d'y , , 

quatre équations dont les premiers termes sont j àdt‘ ‘ 1 , et sont donnes 

«n fonction des variables x , X, y, de leurs puissances et de leurs produits : ceux-ci 
multipliés par i et par le carré du rapport « des moyens mouvemens. Il néglige d'abord 
ces derniers termes et ceux qui renferment x et X dans l’équation en y ; il différencie 
deux fois cette équation , afin d'y faire disparaître les signes f ; elle devient ainsi du qua- 
trième ordre, et est intégrable par les méthodes connues (*); il substitue ensuite la valeur 
approchée de y qu'on en conclut, dans l'équation enx, en y négligeant d'abord les termes où 
x ety sont mélés (**), et en rejetant tous les termes constans ; il voit par là quelle doit être ' 
la forme de l'intégrale; et sa substitution lui sert ensuite, en égalant à zéro les coefficiensde 
chaque cosinus, à déterminer les coefficiens de tous les termes ; enfin l'équation en X , con- 
venablement réduite, lui donne, par une intégration très simple, la valeur de cette variable. 

Connaissant par là la foAne des premiers tenues des valeurs dey, x et X , il ne s'agira 
plus que de les substituer dans les termes négligés des équations proposées , pour avoir la 
forme de ceux qu'il faudra introduire dans de nouvelles valeurs des variables , et dont 
on déterminera les coefficiens par la substitution. Lagrange exécute ces nouvelles opéra- 
tions pour x et y , plutôt pour donner une idée de la méthode d'intégration qu'il faut 
suivre, que pour en déduire les inégalités du mauvemetgt de la Lune, ou pour présenter 
une théorie complète de cet astre ; et il ne traite point l’objet spécial du prix proposé, 
l'équation sécnlaire de la Lune, u Le défaut de temps , et d'autres occupations indispen- 
r> sables (dit-il dans un avertissement) ne m'ont pas permis d'entrer dans tout le détail 
n nécessaire pour répondre aux principaux points de la question proposée par l'Académie, 

» et je ne me suis déterminé à Ipi présenter ces Recherches pour le concours, que par l’espé- 
rance qu’elle trouvera peut-être ma méthode digne de quelque attention, tant par sa nou- 
n veauté et sa singularité, que par les difficultés considérables de calcul qu'elle renferme, n 

Il fallait en effet de l'habileté et du génie pour présenter, sous une forme toute nou- Mérite de cet 
Telle, les équations d'un problème déjà si souvent traité ; c’était pour ainsi dire un tour 0UTt *ï'- 



(*) En effet, cette équation étant store 
. diy 



d'Y 



jfi +(»+«*) jp + f’ — 3«*)y = 0} 

si l'on fait y=zfco»pt y et qu’on snbstitue cette expression dans l ‘équation , on trouvera pour p uns 
double valeur, en négligeant le* puissances de u plus hautes que la seconde, et l’on aura, en d&iguanl la deuxième 
par q t 

y =z f co* pt+ g co$qt, 

d'oîi l'on lire la valeur de sin4 , qui fait voir que l (p + q)t est l’argument de latitude. 

(**) L'équation en x devient alors 

^ + <« + 4«*1* — «’ C9/“ — 3 ( /y*)'] = C on*- i 

celle en X se réduit de même à H- **X = 0, et donne X = 1» cos 4/. 



-> 
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de force, que celui de donner un système de formules générales, sans y faire entier 
aucun angle comme variable, et aucune fonction périodique. On doit admirer aussi 
l'élégance et la richesse d’idées qui régnent dans l 'Essai sur le problème des trois 
corps j outre te vif intérêt qu'il doit inspirer sou» le rapport analytique, on doit regardé 
comme fort utiles de» recherches qui tendaient à frayer de» routes nouvelles , à indiquer 
des qiéthodes différentes de celles qui étaient connues, et où , surmontant la plus grande 
difficulté, celle de l’invention , Fauteur ne laissait qu'une tâche bien plus aisée, celle de 
juger et comparer ses procédés avec les autres, pour en discerner les avantages et 1er 
niconvénieng. Le succès ne semble pas cependant avoir couronné cette fois les efforts do 
Lagrange; le choix des distance» comme seules variables ne parait pas heureux, puis- 
qu’il complique les équations plutôt que de les simplifier , qu'il oblige à multiplier le» 
notations , et à rendre quelquefois par là la marche des opérations difficile à suivre ; 
d'ailleurs, comme il ne dispense pa» de revenir, daus la résolution définitive, à l’emploi 
• de» sinus et cosinus, on ne voit pas quelle utilité il y a à les faire disparaître d’abord, et il 
faut bien que l'auteur ait trouvé des désavantagea à cette méthode, puisqu'il l'a lni-méme 
promptement abandonnée. 

Conjecture <le Avant de passer au second des Mémoires de Lagrange qui font l'objet de ce cha— 
Utivr^lîTanse P llrc > nous devons dire un mot de l’ingénieuse hypothèse <fe la transmission sucres- 
dc Itqiutiuii sive de la gravité, par laquelle M. Laplace avait cherché à expliquer, en 1773, l'équation 
séculaire de la Lune , dans le temps «ni tous les géomètres la croyaient inexplicable par 
1 a loi de l'attraction généralement admise. Guume nous n'avons aucun moyen pour 
mesurer la dorée de la propagation de la pesanteur , une fois que l’attraction a atteint 
le corps sur lequel elle agit, ce n'est quq par les effets produits qu’il est possible de lap- 
précier. Daniel Bernoulli soupçonnait , dans sa pièce sur le fiux et le reilux, que fia 
gravitation ne se propage pas instantanément, et que l'action de la Lune pouvait em- 
ployer un ou deux jours à parvenir à la Terre. M. Laplace considérant la pesanteur 
d'une molécule de matière comme produite par l’impulsion d'un corpuscule infiniment 
plus petit quelle, et um vers le centre de la Terre avec nu<j vitesse quelconque, démontra- 
qu'il résultait de la supposition que cette vitesse était finie, une accélération dans le» 
moyens mouvement des planètes autour du Soleil et des satellite» autour de leurs planète! ; 
et il prouva que , si l’équation séculaire de la Lune provenait de cette came, il fallait sup- 
poser à cet astre , pour le soustraire entièrement à sa i>esantear vers la T’erre , ene vitesse 
Vers le centre de cette planète au moins sept millions de fois plus grande que celle de 
la lumière. Il ajouta cependant qu’il était bien loin de croire cette cause certaine, et qu'il 
ne la regardait que comme uste simple conjecture. 

ttmivesuprix L Académie, qui venait de proposer deux prix sur ce sujet sans en recevoir aucuoe 
fur ci'iiji-i'.' 11 C s °l ut ' on > n en persista pas avec moins de zèle à encourager les recherches, sur ce point 
important , et elle demanda , ponr le prix de 1774, d examiner si l'an pourrait expli- 
quer l'équation séculaire de la Lune, soit par les perturbations quexcilc, dans le 
mouvement de celte pLusite , l attraction de tour les corps célestes, soit par l effet qui 
peut résulter de la non sphéricité de la 'T'erre et de la Lune. Le Mémoire que Lagrange 
„”" c ‘ L.-i- ,ui envoya fut couronné , et se trouve daus le t. VII des Alén. des Savons etrangers. 

f- q“’el*e Quoiqu’il contienne de belles recherches, l’auteur y fut encore moins heureux que dans 
le précédent, puisque non-seulement il n’y trouva pas la véritable cause de l'équation 



* 
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«oculaire, mais tpi' il chercha même à y .élever des demies sur l'existence de celte équation. 

Sans s’occuper de la’premicrc partie de programme , ou de l'évaluation des erreurs 
qui pourraient résolu» des quantités négligées dans le mouvement de la Lame, parce* 
qu’il ne trouve , dit-il , sur ce point rien à ajouter aux recherches de d’Alembert , il 
fait voir que ce n’est que par la théorie qu’on peut se flatter de déterminer la forme 
de l'équation séculaire. Reprenant alors l’équation différentielle qui donne le temps (*) , 
il montre que l’équation séculaire ne pent avoir lieu, à moins que la quantité Ui J , qui 
reste sous le signe f multipliée par elp , ne oontienne nn terme tout constant, ou un 
terme qui renferme le sinus d’un angle qui varie infiniment pen. Dans le premier cas, 
l’equation séculaire sera réelle et ira en augmentant comme les oarrés des temg^; dans 
le second cas elle ne sera qu’apparente , et ne différera des autres équations dn motrvement 
de la Lune que par la longueur de sa période. Il prouve , par la discussion de ces deux 
espèces de termes seulement , que 1'éqnation séculaire ne saurait venir de la non sphé- 
ricité de la Terre , tant qu’on y suppose les deux hémisphères semblables; et que pour 
la faire naître il faudrait donner anx deux hémisphères de la Terre des figures trop 
dissemblables pour qn’on pût les accorder avec les mesures des degrés et les théories 
de la précession et de la nutation. La considération de l’inclinaison de l’orbite de la Lune 
ne lui donne aucune nouvelle combinaison , et l’examen de l’altération qui pourrait venir 
de la non sphéricité de la Lune n’en amène pas davantage. C’est alors que , passant à 
la question de fait , il refuse de croire à l'authenticité des observations dont on s’était 
Servi pour conclure l'accélération, particuliérement de celles faites au Caire en 977 
et 978, par l'arabe Ibn-Junis, et conclut, de la discussion des erreurs des tables, que 
l’hypothèse d’une accélération réelle on apparente dans le mouvement moyen de la Lune 
n’est pas absolument nécessaire pour concilier les observations anciennes et modernes. 

Lagrange reprit en >780, dans son beau Mémoire sur la libration de la Lune, la 
question de l’influence de la figure de cet astre sur son moyen mouvement; l’cgalité 
des moyens mouveraens de la Lnne sur elle-même et autour de la Terre , exigeait une 
discussion particulière, qu’il fit avec beaucoup de soin, et dont il conclut seulement de 
très petits termes, qui ne pouvaient expliquer l'équation séculaire. 

Nons terminerons ce chapitre par l'énumération de plusieurs ouvrages 'relatifs à la 
théorie de la Lune , et dont nous n’avons pas encore fait mention. Tel est celui de 
Th. Simpson, qui a ponr titre IHiscellaneous Traits, et dont le troisième volume, publié 
en 1757, a cette théorie ponr objet; Walmesley publia à Florence, l'année suivante , nn 
Traité intitulé : De ineequalitatibus mnluum Lunariuni; Mélander fit paraître , dans les 
Mém. de I’Acad. de Suède, pour 1760, des remarques sur la Théorie de la Lune de 
d’Alembert ; son ouvrage avant pour titre Lineamenta thenriœ Lunaris , parut à 
Parme en 1768, et il en publia un autre l'année suivante, sous le titre de De Theoria 
Luncc cnmmentarii , de concert avec le père Frisi. Ce dernier avait fait imprimer à Milan, 
en 1768, son Traité De gravitate vniversali corporum , libri très, et fit paraître , en 1 774 
et 1775, sa Cosmographie! , qui a le même objet. Enfin, le premier volume des Essais 
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d' Analyse de Condorcet, publié en 1768, ronle principalement sur le problème des 

trou corps ; mais il ne contient aucune application. 

Travail* rr- Lambert donna ; en 1770, des Mémoires sur les Tables de la EÜe , et fut un de ceux 
T** travaillèrent au Recueil de nouvelles Tables astronomiques en trois volumes , qui 
parut à Berlin en 1776, où l’on ajouta à celles de la Lune, de Mayer, des tables des- 
tinées au calcul des argumens des dix premières. Schulze , astronome royal de Berlin, 
publia, dans les Mémoires de cette Académie, pour 1781 , des Recherches sur une Méthode 
directe pour déterminer la longitude vraie de la Lune par les mouvemens moyens. Il 
y obserye que les tables de Mayer exigent qu’on emploie, dès le commencement dit 
calcul,^ lieu vrai du soleil, et qu’on cherche ensuite, au moyen de dix petites équations, 
la quantité qu’il faut ajouter ou retrancher de la longitude moyenne pour avoir la lon- 
gitude corrigée pourla première fois ; qu’on doit corriger de cette manière encore trois fois 
le lieu trouvé de la Lune pour parvenir à la longitude vraie dans l’orbite, après avoir 
pris treize argumens dilférens pour trouver , dans autant de tables , les équations dont 
il faut successivement faire usage. Pour remédier à.ces inconvéniens et diminuer le 
calcul de la formation des argumens de ces tables, Schulze chercha en quelque sorts 
à défaire ce que Mayer avait fait , c’est-à-dire à tirer des formules que celui-ci avait 
mises en tables, d’autres équations qui donnassent, par les simples mouvemens moyens 
du Soleil et de la Lune , la longitude vraie de la Lune dans son orbite d’une manière 
tout-à-fait directe. L’exécution de ce travail pénible lui donna un nombre d’équations 
qui surpassait celui des tables de Mayer de quatre , et où il omit cependant celles dont la 
valeur ne dépasse pas to", ce qui ne donnait pas à sa formule une exactitude suflisante. 
Aussi sa nouvelle méthode n’a-t-ellc pas eu de succès auprès des astronomes , qui n’ac- 
cueillirent pas non plus la proposition qu’il leur Et alors d’adopter l’heureuse idée de 
Lagrange , en exprimant les signes, degrés , minâtes et secondes par des quarts de cercles 
et par leurs décimales. 

Tstile» Je Le Bureau des Longitudes anglais chargea Mason de corriger les Tables de la Lune 
de Mayer, sous la direction de Maskeline. Il les compara à environ douze cents observations 
de Bradley, alors iuédites', il améliora les coefficiens de Mayer, introduisit des équations 
indiquées par cet astronome , qui les avait cependant trouvées trop incertaines ou trop 
faibles pour en alonger les tables, et publia, en 1787, ses nouvelles tables, qui sont 
regardées comme supérieures à celles de Mayer, et qui ne lui valurent pas cependant^ 
au rapport de Lalande , la récompense qu’il attendait comme ayant perfectionné la 
méthode des longitudes , parce qu'elles n’étaient pas faites d'après la théorie. 



CHAPITRE X. 

Découvertes de M. Laplace dans la Théorie de la Lune. 

Nous arrivons enGn à l’époque d’une des plus grandes découvertes qui aient été faites 
dans la théorie de la Lune. Plus elle est remarquable , plus la méthode sur laquelle elle 
repose est profonde et d’une exposition difficile , et plus il doit nous être permis , pour en 
donner une idée juste, de recourir aux expressions mêmes de son auteur. 
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Ce fut le 19 décembre 1787 ( Lui . , Bibl. jéstr., p. 67a) que M. Laplace annonça à 
l'Académie la vraie cause de l'équation séculaire de la Lune. «M. Delambre (dit-il, 
» clans un Mémoire iuséré dans ceux de l’Acad. pour 1786) a déterminé, au moyen 
n d’un grand nombre d'observations du dernier siècle et de celui-ci , le mouvement 
n séculaire actuel de la Lùne, avec une précision qui laisse à peine une incertitude de 
n quelques secondes-, 11 ne l'a trouvé que de*' environ plus petit que celui de Mayer, 
r> tandis que les observations anciennes s'accordent à donner un mouvement séculaire 
r> moindre de 3 ou 4 '- Le mouvement de la Lune s’est donc accéléré depuis les Chal- 
n déensj et les observations arabes faites dans l'intervalle qui nous en sépare , venant 

n à l'appui de ce résultat, il est impossible de le révoquer en doute Maintenant, quelle 

n est la cause de ce phénomène? La correspondance des mouvemens des corps 

n célestes avec la théorie de la pesanteur est ai parfaite et si satisfaisante, que l’on 
n ne peut voir sans regret l'équation séculaire de la Lune se refuser à cette théorie , et 
n faire seule exception à une loi générale et simple , dont la découverte, par la gran- 
n deurctla variété des objets qu’elle embrasse, fait tant d'honneur à l'esprit humain. Cette 
n réflexion m'a déterminé à considérer de nouveau ce phénomène , et après quelques 
n tentatives je suis enfin parvenu à en découvrir la cause. 

n L'équation séculaire de la Lune est due à t action du Soleil sur ce satellite, combinée 
n avec la variation séculaire de l'excentricité de l'orbite terrestre .... On sait que , tandis 
n que le grand axe et le moyei^mouvcment de cet orbe restent constans_, l’attraction 
» des planètes' fait varier son excentricité ; or la force moyenne dn Soleil , pour dilater 
» l’orbe de la Lime, dépend du carré de l'excentricité de l’orbite terrestre; elle aug- 
11 mente et diminue avec cette excentricité : il doit donc en résulter dan9 le mouve- 
n ment de la Lune des variations contraires, analogues i l'équation annuelle, mais dont 
n les périodes incomparablement plus longues , embrassent un grand nombre de siècles, 
n Maintenant que l’excentricité de l'orbite terrestre diminue , ces inégalités accélèrent 
» le mouvement de la Lime; elles le ralentiront quand cette excentricité, parvenue à 
n son minimum , cessera de diminuer pour commencer à croître. — Ainsi, la diminution 
n de l’excentricité de l'orbite solaire est beaucoup plus sensible dans le mouvement de 
71 la Lune que par ellc-mémc; cette diminution qni, depuis l'éclipse la plus ancienne 
n dont nous ayons connaissance, n’a pas étéde4', a produit plus de 1° j d’altération dans 
n le mouvement de la Lune.' 

t> Les mouvemens des noeuds et de l’apogée de la Lune sont pareillement assujétis à 
n des équations séculaires d’un signe opposé à celui de l'équation du moyen mouvement, 
n et dont le rapport avec elle est de 1 à 4 pour les noeuds , et de 7 à 4 pour l'apogée. 
» Quant aux variations de I* moyenne distance , elles sont insensibles, et n'influent pas 
n d'que demi-seconde sur la parallaxe de ce satellite; il n'est donc point à craindre qu'il 
n se précipite un jour sur la Terre, comme cela aurait lieu si son équation séculaire 
n était due à la résistance de l’éther, ou à la transmission successive de la pesanteur. 

■n L'action moyenne du Soleil sur la Lune dépend encore de l'inclinaison de l’orbite 
e lunaire sur l'écliptique ; et l’on pourrait croire que la position de l'écliptique étant 
r variable , il doit en résulter, dans le mouvement de la Lune , des inégalités semblables 
r à celles que produit la diminution de l'excentricité de l’orbite terrestre. Mais j’ai 
» trouvé que l'orbite lunaire est ramenée sans cesse par l'action du Soleil , à la ruéina 
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» inclinaison sur celle de la Terre, en sorte que les plus grandes et les pins petites décli- 
p naisons de la Lune sont assujéties , en yertu des variations de l'écliptique , aux memes 
n changcmena que celles du Soleil. 

» L'inégalité séculaire du mouvement de la Lune est périodique ; mais il lui faut dès 
p millions d’années pour se rétablir. L'excessive lenteur avec laquelle elle varie l’aurait 
n rendue imperceptible depuis les observations anciennes , si sa valeur , en s'élevant à 
n un grand nombre de degrés , ne produisait pas des différences considérables entre le* 
p njouvemens séculaires de la Lune, observés à diverses époques. Les siècles suivans dé- 
p velopperont la loi de sa variation; on pourrait même, dès à présent, la connaître et 
» devancer les observations , si tes masses des planètes étaient bien déterminées ; mais 
p cette détermination . si désirable pour la perfection des théories astronomiques, nous 
p manque encore. La postérité, à qui elle est réservée, aura l'avantage de juger des état* 
p passés et à venir du système du monde , avec la même évidence que de son état pré- 
p sent; elle verra sans doute avec reconnaissance, que les géomètres de ce . siècle ont 
p indiqué les causes de tous les phénomènes céleste*, et qu'ils en ont donné les exprès- 
r> sions analytiques, dans lesquelles il n’y a plus qu’à substituer les valeurs de quantité» 
n que l’observation seule peut faire connaître, p 

Analyse n- H serait très difficile de pouvoir faire comprendre comment M. Laplace est parvenu 

piJe «le sonMc £ 3 j beaux résultats, sans entrer dans tous les details des calculs. Cependant, pour 

moite sur cet * ... 

objet. donner un léger aperçu de la metbode qtu 1 a conduit aux principaux , désignons avec 

lui par x , y , z, x , y', t! les coordonnées rectangulàires de la Lune et du Soleil au 
bout du temps t , rapportées au centre dé la Terre ; par r et / leurs rayons vecteurs, par 
V et v' leurs longitudes comptées dans le pian de leurs orbites , par sr et sr' celles de leur» 
. aphélies , par a, a'; e, e'; n, n leurs demi-grands axes , leurs excentricités et leurs moyens 

. mouvemens; représentons enfin par tr et /V les parties de r et de v dues à l'action du Soleil. 

M. Laplace reprend l'expression différentielle de Iv, qu’il avait déjà donnée en 1786, et 
où il avait introduit , à l’exemple de Lagrange, la considération de la fonction R, et 
de ses différentielles partielles par rapport aux coordonnées , pour représenter les compo- 
santes des forces perturbatrices parallèles aux trois axes (*). Il substitue dans le dernier 
ternie de cette expression , qui reste sous le signe f et qui dépend des forces perturba- 
trices, les valeurs elliptiques de ret de r'; l’introduction de celle-ci y amène le terme — \d'dt 
sous le signe intégral ; or, tandis que l'excentricité e doit être considérée comme constante, 
t' est variable, et sa valeur peut être développée suivant les puissances du temps ; le terme 
fif’dt aura donc aussi la même forme ; et comme il produit des inégalités qui croissent avec 
le nombre de révolutions, il en devra résulter une équation séculaire dans le mouvement de 

» , 

( * ) 11 obtient [vnye* note 7 , J x) e 

" - 1 

« comme K=-sQ + ~ + etc. ^ , si Poo y fait 

r 3= a ^1 4 - -t- «cos^i< + »— •) eic.^, s 1 

ri = a'Çt + + e'coiV<+ ■+■ etc ^ , «'• = — ; 

)« terme la J' ~ r ^natn edoi-oi, — J' Çi + + j ri* — etr^. 
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la Lune. Une fois qu’on est arrivé à te résultat, la découverte est faite; niais il reste à prou- 
ver encore que tous les autres terme» de la valeur de /vue produisent rien, et c'est leur dis- 
cussion qui compose une partie importante du Mémoire cité. L'auteur intègre l'équation 
différentielle du second ordre , qui donne la latitude de la Lime s , an-dessus du plan des 
x ,y , en fonction du temps; et, comparant ensnife l'expression qu'il obtient ainsi, mise 
sous une certaine forme, avec une autre valeur très approchée, il en conclut la constance 
de l’inclinaison respective de» orbites du Soleil et de la Lune (*). 11 fait voir ensuite , par 

l'examen du tenue 3 a f nr *'^\ > q De quoiqu'il ait un double signe intégral, il ne produit 
J ÿ i — «* 

pas d'inégalités séculaires , parce que les termes qui en résultent sont insensibles; il 
montre que ceux qui proviennent de faction directe des planètes sur la Lime sont dans le 
même cas. Nous reviendrons sur ces différons points dans notre troisième partie. 

L’auteur reprend ensuite l’équation différentielle du second ordre en r* ; il y met pour 
R sa valeur ; snpposant ensuite que la distance moyenne a devienne a -f- fa , il égale 
séparément i zéro les termes constans et les termes variables. La première équation lui 
prouve que l'équation séculaire de la moyenne distance est insensible; l’intégration de la 
seconde lui montre que l’équation dn centre de la Lune est à très peu de chose près 
constante, et colin que le mouvement de l'apogée est soumis à une équation séculaire 
sensible. La valeur de s lui prouve la même chose pour le mouvement des nœuds. 

Il ne lui reste plus qu'à voir jusqu’à quel point les résultats précédons s’accordent 
avec tes observations : ce qui exige qu'on détermine la valeur de e'*, qui est une quantité 
périodique dépendant des masses des planètes , et principalement de celles de Jupiter , 
de Vénus et de Mars. La première est la mieux connue ; l’auteur adopte, pour les deux 
antres , l'hypothèse de Lagrange , en supposant les densités des planètes réciproques à 
leurs moyennes distances. Il détermine la différentielle de e'*, par rapport au temps, 
pour deux époques différentes (savoir, 1700 et l’an 700 avant J.-C.) , en substituant, 
dans l’expression analytique de cette quantité , les valeurs des élémens des planètes qui 
ai aient lieu à cette époque; il en tire les cocllicien» numériques des deux premières puis- 
sances du temps dans la valeur de e'"; il substitue cette valeur sous le signe/; il intègre, 

(V) Soin» >, y' les pngmtrs des in* linaison» «le» orbites de la I.nne el dn Soleil au pim dcs^,y; 
n et n' la longitude de» mouds aseendans de ces orbitrs , et «oit fait 

= >c«# n = ç, >'aùn '=/>', ymn' sa 

OU B 

» = 7 rm V — tt ) = 17 1) — p ny(»t + t) ; 

et la tangente de l’inclinaison mutuelle des arbitra a pour expression (note 1 , J 4) 

V y —s»' co» ; n— n' 7 + »'• = V ( p — p')' -*-(*— 7' j*. 

Or lYqnaiion f 

°- 7 T’ + "■' (* îir) — *“ ("*+• — ""l 

«Îoüqc, en rînlr^rant et la traniformant , 

« = 1 7'-s- Ceo* Çq — •*■■(«* + •)— + f dn Çq — -^ 7^1 eoa.'nr + i), 

c et n (tant tlrux confiante* arbitraire*. 

Un «le U. en eoanparunt celle «.deur arec la pnfcrilcate, la relation ( ft 
qui prouve la con»uncc du carré «le rincliuaUon mutuelle. * 
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*t négligeant le terme multiplié par la première puissance du temps , parce qu'il se con- 
fond avec le moyen mouvement , il obtient, pour l'équation séculaire de la Lune , la for- 
mule -f- > i", i 35 t* -f- o'' ) o4398r', i étaut le nombre des siècles écoulés depuis 1700 (*). 
Il fait voir enGn, que cette formule rapproche sensiblement nos tables des observations' 
anciennes. 

L’auteur de ce beau travail dit, dans les Mém. de l’Iast., tom. II, p. ia8 : u On 
n aurait lieu d'être étonné que la cause de l'équation séculaire de la Lune ait échappé si 
r long-teuips aux efforts des géomètres , si l'on ne savait pas que les idées les plus simples 
n sont presque toujours celles qui s’offrent les dernières à l'esprit humain, n II a mon- 
tré, dans son Exposition du système du Monde (dont la première édition a paru 
en 1798), que l’on peut aussi parvenir à l’expression de la variation séculaire du moyen mou- 
vement de la Lune sans le secours de l’analyse. Cette formule fut employée dans lesl ables 
de la Lune que Lalande inséra dans la troisième édition de son Astronomie. M. De- 
lambre avait déjà perfectionné , vers 1789, celles du mouvement horaire, en y consir 
dérant le premier les termes du second ordre que l'on avait négligés jusqu’alors. 

ÏSonsrlle Hans le Mémoire dont nous venons de parler, M. Laplace n'avait eu égard qu'à la 
découverte de première puissance de la force perturbatrice, ce qui était d'une grande précision relati- 
Ijtirr'juî'i^uT ventent à l’équation séculaire de ce mouvement. Il annonça , dès le mois de mars 1797 
iiunj séculaire» ( f,al., Bibl. Aslr . , p. 78a ) , qu’il ne suffisait pas de s'en tenir là dans le calcul des équa- 
de* n*udi. C " tions séculaires des mouvemens de l'apogée et des nœuds. Nous avons vu, chap. a , que 
cette première puissance ne donne que la moitié du mouvement de l'apogée déjà Lune, 
l'autre moitié étant due principalement aux termes qui dépendent de la seconde puissance 
de la force perturbatrice, et résultant de la combinaison des deux grandes inégalités, la 
variation et l’évection. Celte remarque de Clairaut fit voir à M. Laplace la nécessité 
d'avoir égard au carré de la force perturbatrice dans le calcul de l'équation séculaire 
du mouvement de l'apogée. Il fut conduit par l'analyse épineuse de tous les termes dont 
les intégrations augmentent considérablement la valeur, à une équation séculaire sous- 
tractive de la longitude moyenne de l'apogée, et qui est à l'équation séculaire du moyen 
mouvement de la Lune dans le rapport très approché de 33 à 1 o , au lieu de celui de 3 à 4 
que donne la première puissance des forces. Il vérifia par là que les termes dépendant du 
carré de la force perturbatrice, qui doublent le mouvement de l'apogée dû à la première 
puissance de cette force, augmentent dans une raison plus grande encore l'équation sécu- 
laire de ce mouvement *, il considéra de la même manière celle du mouvement des nœuds ; 
et de même que l'inégalité principale de la latitude , en se combinant avec celle de la 
variation , produit dans ce mouvement un terme dépendant du carré de la force portur- 



(*) En effet, soit e* 1 = A + Bi 4 - Ci’, on s — = B + aCi j 

M. Laplace trnoTe — , égal à — o", 3 i 588 en 1700, et à — en 700 avant J.-C. ; or l’ex- 
pression analytique de celte quantité' se réduit à son premier termo à la première époque où 1 = 0, ce 
qui donne B — — o", 3 ti> 88 ; elle devient, à la seconde époque, où l’on a i«=- — to: B — aoC = — ©*,17845 , 
d'où l'on tire C = — 87 1 5 . L’auteur réduit ces valeurs de B et de C en parties du rayoo (eu les 

divisant par 87* 17* 44") 1 *1 substitue celle qui en résulte pour e'* dans la formule — où il fait 

aussi n'Jt va: 100, .Vioo.rfi, et prend pour» le rapport connu des moyens monremens j ce qui lui donne 
la formule du texte. 
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tatrice , et qui , en le diminuant, le fait coïncider à fort peu de chose près avec l'obser- 
-vation.il vit qu'en ayant égard an carré de cette force, l'équation séculaire des nœuds est 
à celle du moyen mouvement dans le rapport de 7 à 10, au lieu de celui de 3 à 4, et 
qu'elle est additive à leur longitude moyenne; en sorte que le mouvement des nœuds se 
ralentit comme celui de l'apogée lorsque le moyen mouvement de la Lune s'accélère. 

Ces découvertes, qui sont si-remarquables, comme étant dues uniquement à la tbéo- Confirmsiîm 
rie , sans que rien les fit encore prévoir dans les observations , furent ensuite confirmées urceHrs'olsîî*’ 
par celles-ci. En elTet, l'équation séculaire de l'anomalie étant la somme de celles du uns- 
moyen mouvement et de l’apogée, et étant égale à plus de quatre fois la première , devait 
influer très sensiblement sur les observations anciennes. Il était important, pour le véiifier, 
de connaître toutes les observations faites par l'astronome Ibn-Junis. M. Caussin entreprit la 
traduction du manuscrit arabe qui les renfermait ; M. Bouvard se chargea ensuite d’un 
travail bien plus laborieux encore , celui de comparer aux tables modernes toutes les 
éclipses que Ptoléotée nous a transmises et celles que les Arabes ont observées ; cette com- 
paraison , opérée pour cinquante-deux éclipses, lui donna environ J- pour la correction 
additive du mouvement séculaire de l'anomalie de la Lnne. Cette correction, confirmée par 
les époqnes et les moyens mouvemens des Tables de Ptolémée et des Arabes, dépendait à 
la vérité de l'équation séculaire donnée par la théorie , et dont il avait fait usage ; mais 
il la trouva , à fort peu de chose près, la même par la comparaison d'un très grand 
nombre d'observations de Lahlre, Flamsteed, Bradley et Maskeline. Cet accord de la 
théorie avec les observations suffit pour prouver que l'équation séculaire de la Lune n'est 
due ni à la résistance de l’éther, ni à la transmission successive de la gravité, puisque 
ces deux causes accélèrent le moyen mouvement de la Lune sans altérer ceux de son 
nœud et de son apogée ; et que si elles avaient sur elle quelque influence , elles la rap- 
procheraient de l'équation séculaire du mouvement de son apogée et l’éloigneraient de 
celle du mouvement des nœuds, en sorte que les trois équations ne seraient point dans le 
rapport constant des nombres 10, 33 et 7. 

C’est dans un Mémoire qui se trouve dans le t. Il de ceux de l'Institut, que M. Laplace Méthode iui- 
a rassemblé tous ces importuns résultats, et qu’il a donné l’analyse qui l’y a conduit, *î*s 

H y adopte la méthode dans laquelle on exprime les coordonnées du mouvement lunaire noowlle» ce — 
en séries de sinus et de cosinus d angles dépendans du mouvement vrai de la Lune , en cbe " ,l “* - 
reconnaissant qu’on a alors moins de développemens à faire que dans celle où l’on emploie 
le mouvement moyen. Il transforme en conséquence les équations du mouvement en Éqnation» 

coordonnées rectangulaires où le temps est la variable indépendante , en trois autres plus ' 

compliquées, mais qui, lorsqu'on y transforme les coordonnées rectangulaires en polaires, 
sont propres à déterminer celles-ci.’La première donne l'élément il du temps en fonction de 



celui de lalongitude vraie v comptée sur le plan fixe des x, _y, multipliée par le carré —, de la 



projection du rayon vecteur sur le même plan , et divisé par un radical dont le second 
terme contient , sous le signe f, la différentielle partielle par rapport à v de la fonction 
perturbatrice R. La seconde équation est différentielle du second ordre par rapport k u, 
et sert à le déterminer en fonction des différentielles partielles de R par rapport à u, à v, 
«t à la tangente s de la latitude de la Lune. Enfin la troisième est aussi du second ordre 

ts 
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et sert à déterminer s de la même manière que la seconde détermine u (*); ce «ont les 
équations dont l'auteur s'est aussi servi dans la Théorie de la Lune, qui forme lelrr. VI] de 
son Traité de Mécanique céleste , en y changeant seulement la fonction R en une autre 
Q, qui comprend, de plus que la première, la force principale de la Terre sur 
la Lune. 

AprJs être parvenu à ces équations , dans le Mémoire cité , il développe la valeur 
de R, où la masse S du Soleil multiplie des fonctions des coordonnées rectangulaires 
des deux astres ; il réduit celles-ci en coordonnées polaires en désignant par u, v', 

’ et s’ les variables qui correspondent, pour le Soleil, aux lettres u, v et s pour la Lune. 
r r * Approxi Pour obtenir l'expression de R et de ses différentielles partielles en sinus et cosinus d'angles 
fwiù'r ïrs proportionnels à t/ , il faut déterminer u, u', v, s et «' en fonctions semblables; il y 
substitution*. parvient en supposant R nulle dans les équations différentielles , et en intégrant les 
deux dernières avec quatre constantes arbitraires e, ■* , A et I , qui expriment l’excen- 
tricité de l’orbite , la longitude de l’apogée , la tangente de l'inclinaison et la longitude 
du r.œud ascendant!**). Il substitue la valeur obtenue pour u dans l'expression de dl qui 
lui donne , par l’intégration , la valeur de nt -(- ■ ; celle-ci suppose l’ellipse lunaire im- 
mobile; mais on sait qu’en vertu de la force perturbatrice , ses nœuds et son apogée sont 
en mouvement ; il désigne alors par ( l — c) v le mouvement de l'apogée , par (g — ■ ) v 
le mouvement rétrograde des noeuds; il conclut des valeurs relatives à la Lnr.e, en les 
marquant d'un trait, celles qui se rapportent au Soleil; et la comparaison des valeurs 
de nt et de n't lui donne celle de v en fonction de mv et d'une série des sinus des 
multiples de v, que la petitesse de m et de l'excentricité de l'orbe terrestre rend très 
convergente, ainsi que celle de u'. 

11 ne s'agit plus que de substituer ces valeurs dans les expressions de R et de ses différen- 
tielles partielles , afin de les développer en ne conservant, parmi les quantités de l’ordre des 
carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites , que celles qui sont 
constantes et celles qui sont multipliées par les sin. ou cos. d’angles dans lesquels le coeffi- 
cient de v diffère peu de l’unité.Les termes du même ordre , dans lesquels le coefficient de v 
est très petit , croissent beaucoup par l’intégration de l’expression différentielle du temps ; 
mais ils n’entrent dans le développement de R qu’autant qu'ils affectent l'angle v', et 
alors il sont multipliés par m , ce qui les rend fort petits , en sorte que l’on peut les né— 



(*) Lc« équations sont [voyez note 7 , J 3) 
dv 



dl = 



où R = ■ 



S jx'-f-vr'-f-ï*') 
— » 



• - (£*■)(-♦/(©•£} -*~ri-(ÉK(SMS). éb 
C Ê + - s} -!• ( S)- 2 ^- (©+(£)■ âr 

(**) Celte intégration donne (noie 7 , $3} 

“ = SqnjTÂ'î t lA-t-s* — «™»(e — .)}, S ss »sio(e — *), 

«qu» lions qui, étant jointe* A cdlc-ci, dl = , ilclermino* coœptooœenv te moarraust elliptique. 



Digitized by Google 



CHAPITRE DIXIÈME. 9 i 

gliger sans erreur sensible; enfin, il faut conserver les termes multipliés par c'*e cos (eu — ■-), 
parce que c'est de là que dépend l’équation séculaire du mouvement de l’apogée. 

Pour porter l’approximation jusqu’au carré de la force perturbatrice, l'auteur, après Moyen d'avoir 

i . • • .-IJ écaid su rarr» 

avoir développe a part les termes de 1 équation en ii, et reconnu ainsi ceux quila de- (1 ,. f orru ^«,- 

vaient introduire dans la valeur approchée de u , désigne leur somme par tu , en prenant turtatrice. 

pour tu une suite de ces termes alTectés chacun d’un coéflicient indéterminé, et il a 

égard à l’accroissement qui a lieu dans chaque terme de l’équation lorsqu'on augmente 

u de tu , ou qu’on le fait varier par rapport à u. Le développement de tous ces calculs 

est très long, et il est rendu très difficile par l'attention scrupuleuse et délicate qu'il faut 

mettre dans le choix des termes sensibles. 

Après avoir réduit ainsi les termes de la seconde équation , qui suivent les deux pre- Equation 

. . , .... , j i , ; de 

miers , a une suite de termes non périodiques, de cos. des angles cv — v,c mv — »r , et i jj lugcc . 

de quelqnes-uns de leurs multiples, M.Laplace substitue , dans ces deux premiers termes, 
pour u, la valeur qu'il a supposée à u tu, et déduit de la comparaison des cocffi- 
ciens des termes semblables , des équations pour déterminer les coelficiens inconnus. Il 
substitue alors, au liet^le u, sa valeur dans la première équation , qui lui donne, par 
l'intégration , une valeur de v en fonction de l , dont le second terme est l'équation sécu- 
laire du moyen mouvement. Il reprend ensuite l'équation différentielle en u, et y substitue 
la valeur de u, en regardant e et w comme variables ; égalant ensuite séparément a zéro 
les coelficiens de sin (cv — w ) et cos ( cv — w ) , il obtient deux «quations oiLgntrent 
les variations de e et de w , et qni lui donnent les éqnations séculaires de ces i lémens (*). 

L’auteur considérant enfin le mouvement des nœuds, reprend l’équation différentielle Eijuation 
qui donne la tangente s de la latitude, en y négligeant les carrés et les produits de s et jJ£udî. lC 
de s' ■ il suppose s = *' sin ( v — I') -f- et comme le premier terme de cette valeur est 
à peu près la latitude au-dessus du, plan fixe des xy ou de l’écliptique fixe , de la pro- 
jection de la Lune’ faite sur le plan de l’écliptique vraie , s t désigne alors , à très peu 
de chose près , la latitude de cet astre au-dessus du plan de l’écliptique vraie , et on 



( * j Supposant dans les deux premiers termes de l'équation différentielle en u déjà développée 
1 f J N e 

u = jç; ^t — | s * J — - cos [cv — •) 4. etc. ; 



S'/r 



li'w 



le coefficient de sin (ce — ♦) lui donne l'èquation - — = — j- -j- j et en l'intégrant par les logarithmes. 

il en tire e* = — - — , A étant une constante arbitraire ; équation qni prouve que U variation de l’ex- 

C ~ dï 

ceutricitc de l'orbite lunaire n'influe point sensiblement sur les équations séculaires de la Lune , puisque e 1 s'y 

rrouve multiplié par 1a quantité = m' = , et qu'on peutnégiiger le produit de ~ par crue fraction. 

Le coefficient de cos ( c v — w] lui fournit l'équation c — — ! — - « -f* ■— 7 C — , s étant le coefficient 

1 Jv a aeae* 

de ^co»(c»è — v), dans l'équation différentiel le. Il désigné alors par ^ Cm* le coefficient de e'* dans la fonc- 
tion intègre 1a relation precedente, en négligeant son dernier tenue comme étant insensible par 

rapport ü , et obtient , en remplaçant dv par dt , 

'•a const. -f. ? Cm*/ <f *dt , C *= 3>3oa$. 



Digitized by Google 




RrtiMaoce de 
l'ctbcr. 



Prix sur lei 
Iprapic* rt 1rs 
ralilf» de la Lu* 
n*. 



!)5 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE , 

peut la supposer égale à A sin ( gv — S) dans les ternies qui dépendent des forces per- 
turbatrices. 11 développe alors les principaux de ces termes. Pour avoir leur variation 
duc à la force perturbatrice, il suppose s, = A sinus (gv — * ) + , et il prend pour 

is, un développement composé d'uu certain nombre de sin. d'angles qui entrent déjà 
dans l'équation différentielle, multipliés par des coefliciens indéterminés. Il obtient ainsi 
la seconde partie de la troisième équation ; et supposant ensuite , dans ces deux premiers 
termes, r ( =A sin (gv — I) en regardant A et I comme variables, la comparaison des 
coefliciens de sin (gv — #) et cos (gv — <) lui donne deux équations entre les différentielle» 
de A et de I (*). L'intégration de la première lui prouve que l'inclinaison de l'orbe lunaire à 
l’écliptique vraie n’est pas rigoureusement constante , mais que sa variation est insensible, 
et n'influe point d’une manière notable sur les équations séculaires de la Lune. La seconde 
équation étant iutégrée aussi , lui donne l'expression complète de l’équation séculaire du 
nceud ascendant. 

C’est par la détermination des altérations produites par la résistance de l’éther, que 
M. Laplacc termine son Mémoire. 11 prouve, en supposant cette résistance proportionnelle 



au carré de la vitesse , en l’introduisant seule dans les valeurs de 




et en intégrant les équations dans cette hypothèse, que cette action, si elle avait lieu, n’au- 
rait ^influence que sur le seul mouvement de la Lune, où elle produirait une équation 
séculaire proportionnelle au carré du temps ; et comme les observations n’indiquent 
aucun effet qui exige cette considération pour être expliqué , il en conclut que l’accélé- 
ration produite par la résistance d’un fluide éthéré dans le moyen mouvement de la 
Lnne , est jusqu'à présent insensible. 

Pendant qu’on perfectionnait ainsi à Paris la théorie de la Lune avec tant de succcès, 
l’astronome Bürg s'occupait, à Vienne, à calculer lps observations de cet astre faites à 
Creemvich. L’Institut national de France proposa, le 19 mars 1798 , le sujet suivant 
d’un prix de mathématiques : Déterminer par un grand nombre d’observations (environ 
cinq cents), les meilleures et tes plus modernes qu'on pourra se procurer, les époques de la 
longitude moyenne de f apogée et du nœud ascendant de la Lune. Deux pièces seulement 
furent envoyées au concours , l’une était de M. Bouvard, l’antre de M. Bürg. (Voyez le 
Rapport de M. Delambre, Conn. des Tems pour i 8 o 3 , p. 489-) Ces auteurs, non contens 
de satisfaire aux questions du programme d'une manière complète , s’étaient livrés, sur les 



(*) Ces deux trustions sont, en désignant par *' le coefficient de x sin jçv — 6) dans l'équation diffé- 
rentielle en j développée , 



de 



/ dî\ (t'J d*x / ert’N» „ 

° = 3^ — X \ S ~ de) 



La première donne, en- l'intégrant, x* = - 



. , B étant une constante arbitraire. 



«~de 



dt 



La seconde donne , en négligeant son premier terme par rapport à » —, en supposant que g exprima 
b partie constante de 1 •+■ j et «pie ? Cm' soit le coefficient de dans 
I ^ const. — ? Cm’fe'dt, C = o,6gg;5g8. 
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mouvemens de la Lune, à des recherches si pénibles et si intéressantes , que 1 Institut 
( ce sont les expressions mêmes du Rapport ) considérant d ailleurs 1 importance du 
sujet pour l’Astronomie et la Navigation , crut devoir doubler le prix annoncé , et le 
partager également entre les deux pièces : c'est ce qu'il fit le 5 avril 1800. Mais le 
Bureau des Longitudes ayant trouvé ensuite cette récompense trop petite pour un tra- 
vail aussi énorme que celui de M. Biirg , qui pouvait tirer de ses calculs toutes le* 
équations de la Lune avec une grande précision, proposa encore, le ao juin 1800, sur 
la demande de M. Laplace , de discuter et d'établir, par la comparaison avec un grand 
nombre de bonnes observations , la valeur des coeffidens des inégalités de la Lune , et 
de donner pour la longitude, ta latitude et la parallaxe de cet astre, des formules plus 
exactes encore et plus complètes que celles qui servent de fondement aux Tables ac- 
tuellement en usage ; et , enfin , de construire , sur ces formules , des tables dune étendue 
suffisante, pour la commodité et la sûreté des calculs. Le Bureau ne fixa aucun ternie 
pour le concours , et promit d'adjuger un prix de 6ooo francs à la première pièce qui 
aurait rempli les conditions du programme. 

M. Laplace avait lu à la première classe de l'Institut , peu de jours auparavant, Drconmte <te 
un petit Mémoire (inséré depuis dans le t. III des Mém. de l'/nst.) relatif à une *jj* 

nouvelle inégalité périodique dans le mouvement des nœuds de la Lune , que la com- M. Laplace. 
paraison d'un grand nombre d’observations avait indiquée à M. Biirg, sans qu'il pût 
en découvrir la loi. M. Laplace prouva que cette inégalité tenait à ce qu’il existe 
dans l'orbite lunaire un mouvement de nutation analogue à celui de l’équateur terrestre, 
et dont la période est celle du mouvement des noeuds de la Lune, u Le sphéroïde ter- 
n restre (dit-il, Mém. cité, p. tg8), par son attraction sur ce satellite, fait osciller 
n l’orbite lunaire , comme l’attraction de la Lune sur le sphéroïde terrestre fait osciller 
r» notre équateur. L’étendue de celte nutation dépend de l'aplatissement de la Terre, 

» et peut ainsi répandre un grand jour sur cet élément important. Il en résulte , dans 
r la latitude de la Lune, une inégalité proportionnelle à sa longitude moyenne, et 
dont le coefficient est — G", 5 ccntès. si l'aplatissement delà Terre est yjl- Co coeffi- 
cient augmente et s'élève à — i3*,5 si cet aplatissement est Cette inégalité 
revient à supposer que l'orbite lunaire , au lieu de se mouvoir sur l’écliptique, en 
conservant sur elle une inclinaison constante, se meut, avec la même condition, sur 
un plan passant par les équinoxes, entre Téqua'cur et l'écliptique, et incliné i ce 
dernier plan de 6", 5. ... M. Bouvard vient d’en comparer le résultat aux observation*. 

Deux cent vingt observations de Maskeline, dans lesquelles l'inégalité précédente était 
à son maximum positif, combinées avec deux cent vingt observations dans lesquelles 
elle était à son maximum négatif, lui ont donné — 7”, 5 à très peu près pour son 
coefficient ; ce qui répond à yfj d’aplatissement pour la Terre. Ce coefficient s'élèverait 
à — i3*,5, si la Terre était homogène; son homogénéité est donc exclue par les ob- 
servations memes du mouvement de la Lime. 

n Les considérations précédentes m'ont fourni une nouvelle détermination de l'inégalité 
de la Lune dépendante de la longitude du nœud. Les observations avaient porté 
Mayer à l'admettre, quoiqu'elle ne fût indiquée par aucune des théories de la Lune; 
r il 1 avait fixée à 4" dans son maximum. Mason , par la comparaison d'un très grand 
r nombre d'observations de Bradley, l'a trouvée de 7*; enfin M. Burg , par celles dé 
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«• Maskeline , vient de la fixer à S", 8. Je ne l'avais d’abord trouvée, par la théorie de 
v la pesanteur , que de a* au plus ; mais ayant reconnu depuis la nutation de l’orbite 
n lunaire , j’ai trouvé que le coefficient de cette inégalité est à celui de l'inégalité pré- 
n cédeute du mouvement en latitude, comme neuf fois et demie la tangente de l'inclinaison 
n moyenne de l’orbite lunaire est à l’unité. Cela donne 5 ”, 6 pour ce coefficient dans l’hy- 
n pnthèse de d’aplatissement pour la Terre ; celui de IUirg répond à 5^5 d’aplatisse- 
» ment. . . Ainsi la Lune , par l’observation suivie de ses mnuvemens, nous découvre la 
n figure de la Terre dont elle fit connaître la rondeur aux premiers astronomes par scs 
n éclipses, n * 

Tsble» de Cependant lîiirg travaillait à ses Tables de la Lune, en profitant des secours précieux 
que lui offraient ses communications avec M. Laplace. Un concours mutuel s’était établi 
entre le géomètre et l’astronome , et devait , par l’étendue et la variété de leurs con- 
naissances et de leurs lumières, faire faire de grands progrès à la théorie qui en était 
l’objet. Chacun d’eux arrivant par différentes voies à soupçonner de nouvelles inégalités, 
avait besoin de l’autre -, d'une part pour en déterminer la cause et la loi , de l’autre 
pour en fixer la valeur avec précision , et en déduire , par la comparaison des résultats , 
certains élémens important. 

L’Institut reçut, dès le mois de novembre 1801 , les Tables de Biirg, qui lui envoya 
ensuite plusieurs supplément. On se décida, sur le rapport d’une Commission (voyez 
Conn. des Teins pour i 8 o 5 ), à doubler encore le prix proposé, en l’accordant à 
l’infatigable astronome qui , après avoir calculé plus de trois mille observations de Mas- 
keline, corrigé les coefficiens de Mason, et introduit neuf équations nouvelles, déter- 
minées aussi par la méthode des équations de condition, était parvenu â réduire le 
maximum des erreurs de ses tables à moins de ifo* rentés. , et leur quantité moyenne à 
environ io* pour la longitude et 6* pour la latitude. Ces tables ont été depuis publiée* 
par le Bureau des Longitudes, et.M. Delambre, qui en fut l’éditeur, rendit leur usaga 
plus commode , en ne donnant au calculateur que des additions à faire, sans qu'aucuns 
époque fut altérée. 

Dccootctio A l’époque du premier envoi de Biirg , il restait encore une source d’erTeurs qui com- 
Liinc ' .ï mençait à se manifester, dont Biirg n’avait pu signaler que les effets, et dont la décou- 
longue période, verte était réservée à M. Laplace qui l’annonça le 26 janvier 1803. u Les observations 
n de Labire et de Flamsteed (dit-il, Mec., cil., t. III, p. 177), comparées à celles de 
n Bradley , indiquent un mouvement séculaire plus grand de i 5 à 20" centes . que celui 
» des Tables lunaires insérées dans la troisième édition de Y Astronomie de Lalande; 
n les observations de Bradley, comparées aux dernières observations de Maskeline, 
» donnent au contraire un mouvement séculaire plus petit de i5o” au moins; enfin les 
» observations faites depuis quinze à vingt ans prouvent que cette diminution du 
n mouvement de la Lune est maintenant croissante. I)e là résulte la nécessité de retou- 
n cher sans cesse aux époques des tables , imperfection qu'il importe de faire dispa- 
n raitre. Elle indique évidemment l'existence d'une ou de plusieurs inégalités inconnues, à 
r longues périodes , que la théorie seule peut faire connaître. En , l'examinant avec soin , 
n je n'ai remarqué aucune inégalité semblable dépendante de l'action des planètes ; s'il 
» en existait une dans la rotation de la Terre, elle se manifesterait dans le moyen mou- 
n ventent de la Lune, et pourrait y produire les anomalies observées; mais l'examea 
v attentif de toutes les causes qui peuvent altérer la rotation de la Terre, m'a convaincu 
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n de plus en plus, que ses variations sont insensibles. Revenant donc à l'action du Soleil 
n sur la Lune , j'ai reconnu que cette action produit une inégalité dont l'argument est 
n le double de la longitude du cceud de l’orbite lunaire , plus la longitude de son 
n périgée, moins trois fois la longitude du périgée du Soleil (*). Cette inégalité, 
n dont la période est de 184 ans • dépend du produit de ces quatre quantités : le carré 
n de l’inclinaison de l’orbe lunaire à l'écliptique , l'excentricité de cet orbe , le cube 
n de l'excentricité de l'orbe solaire, et le rapport de la parallaxe du Soleil à celle de la 
« Lune ; elle parait ainsi devoir être insensible ; mais les grands diviseurs qu’elle acquiert 
r par les intégrations peuvent la rendre sensible, sur-tont si les termes les plus considé- 
n râbles dont elle se compose, sont affectés du même signe. 11 est très difficile d'obtenir 
n son coefficient par la théorie , à cause du grand nombre de ses termes , et do l’ex- 
n trérne difficulté de les apprécier , difficulté beaucoup plus grande encore qu’à l’égard 
n des autres inégalités de la Lune; j’ai donc déterminé ce coefficient au moyen des 
n observations faites depuis un siècle , et j'ai reconnu qu’il est à peu près égàl à 47", 5 1 . 
n Son introduction dans les tables doit en changer les époques et les moyens mouve- 
n mens. J’ai trouvé ainsi qu'il faut diminuer de 98", 654 I e moyen mouvement séculaire 
n des tables de la troisième édition de Xdstr. de Lalande. Comme ma formule représente, 
n avec une précision remarquable, les corrections des époques de ces tables déterminées 
n par un très grand nombre d’observations, pour six époques différentes, de tGgt à 1801 , 

» et que la théorie ne m a point indiqué d'autres inégalités lunaires à longues périodes, 
v il me parait certain que les anomalies observées dans le moyen mouvement de la 
r Lune dépendent de l'inégalité précédente, n 

Il ne restait plus à Jl. Laplace , après qu'il eut montré, par la suite de découvertes Tbèoiie de 
brillantes dont nous YQpons d'indiquer les traits principaux, tout le parti qu'on pouvait 
tircr de Paralyse pour le perfectionnement même des tables , qu'à rassembler tous ses * f>u - 
travaux sur ce sujet, à profiter aussi des idées heureuses dont on avait précédemment 
fait usage, en adoptant cependant une marche uniforme , et à présenter pour la pre- 
mière fois au monde savant , une théorie de la Lune complète. C'est à ce grand résultat 
qu'il parvint avec une étonnante rapidité dans le troisième vol. de la Mécanique céleste, 
qui parut le ag décembre 180a ( Btbl. Astr., p. 874). u Mon objet, dans ce livre (dit-iî 
» p. 170 , en parlant du livre Vil), est de montrer dans la seule loi de la pesanteur uni- 
n verselle , la source de toutes les inégalités du mouvement lunaire , et de me servir ensuite 
n de cette loi , comme moyen de découvertes , pour perfectionner la théorie de ce mouve- 

» ment , et pour en conclure plusieurs élémens impertans du système du Monde 

» On peut aisément imaginer un grand nombre de moyens différens et nouveaux de 
v mettre le problème en équation ; mais la discussion de tous les termes qui , très petits 
n en eux-mêmes , acquièrent une valeur sensible par les intégrations successives , est 
n ce qu'il offre de plus difficile et déplus important. Ayant considéré comme quantités 
n du premier ordre , le rapport des moyens mouvemens du Soleil à celui de la Lune , 

(*) Celle inégalité introduite dons l'expression de niq-t est de U lorme 

H . sin (Je — J nw ■+■ V»* — Igv — ce + iS -+- v — 3 •' ). 

Or . comme quelques-uns des termes qui la composent, cl qui sont loin de l’ordre dn carré «les masses, 
ont art jins par la double intégration le carre' du coefficient de v en diriscur, et que l'on a ( ,1/éc. ce/ ' 
t. III, p. 3 - î«! -I- 3</m — aj — c 0 ,ooo 4 d 65 j , l'citréme pciile.se de ce diviseur tend les 

tenues cunespombans sensiLies. 
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» les excentricités des orbes de la Lune et de la Terre, et l'inclinaison de l'orbe lunaire 
» à l’écliptique , j’ai déterminé toutes les inégalités du premier , du second et du tToi- 
p sième ordre, et les inégalités les plus considérables du quatrième, en portant la pré- 
» cision jusqu'aux quantités du quatrième ordre inclusivement, et en conservant celles dn 
n cinquième ordre qui se sont présentées d'elles-méraes. . . En comparant les coefficiens 
n de mes formules à ceux .des meilleures tables réduites en sin. et cos. d'angles croù- 
p sant proportionnellement à la longitude vraie , j’ai eu la satisfaction de voir que la 
n plus grande différence qui , dans la théorie de Mayer, l'une des plus exactes qui 
n aient paru jusqu'à ce jour , s'élève à près de tco*, est ici réduite à 3 o" relativement 
» aux Tables de Mason, et au-dessous de aG* relativement aux Tables de Biirg , qui 
p sont encore plus exactes. Ma théorie se rapproche encore plus des tables , à l'égard dis 
» mouvement en latitude dont les approximations sont plus simples et plus convergentes , 
n et la plus grande différence n’est que de 6”; quant à la parallaxe de la Lune , on a 
p préféré, .avec raison, d’en former les tables uniquement par la théorie qui, vu la peti- 
p tesse des inégalités de la parallaxe , doit les donner plus exactement que les observa- 
p lions, n 

11 serait intéressant d' entrer dans quelques détails sur la méthode suivie par l’auteur de 
cet immense travail ; de montrer avec quelle précision elle lui permet d'apprécier suc- 
cessivement toutes les inégalités ; d'admirer sa sagacité à ne choisir, parmi un nombre 
iniini de termes, que ceux qu'il croit pouvoir être sensibles, et à deviner en quelque 
sorte leur ordre et leur grandeur; la manière dont il a égard à la non sphéricité de la 
Terre et de la Lune, dans l'expression de la fonction des forces Q; le procédé par 
lequel il passe d’un ordre inférieur à un ordre plus élevé en faisant varier chaque terme ; 
l'idée simple et si utile pour la pratique , d'indiquer l'ordre des pocfficiens indéterminé* 
par des nombres placés au bas de chaque lettre, etc.; mais nous devons, à regret, noua 
borner à renvoyer à l’ouvrage lui-même. 

Nous ne ferons non plus que citer la partie du Traité d'Astronomie de M. Delambre 
relative à la Luue, et dans laquelle il a montré comment on pouvait déterminer les inéga- 
lités par les observations ; ainsi que les nouvelles Tables de la Lune de M. Burckhardt, 
qui avait fait une partie considérable de son travail avant que celui de M. Biirg eût 
été couronné, et qui a réussi tant à simplifier la forme des tables qu'à diminuer encore 
un peu leurs erreurs (voyez le Rapport à ce sujet, Conn. des Tenu pour 1816). 
Nous ajouterons seulement que l’astronome Biirg travaille à perfectionner les siennes , 
et ne trouve pas, dit-on , de changement notables à y faire. Ainsi tout semble annoncer 
qu’on est arrivé , sur ce point, à un degré d'exactitude qu’il sera bien difficile de dépasser. 

Après avoir suivi la marche intéressante des travaux sur la théorie de la Lune depuis 
Newton , qui en attaqua le premier les difficultés, jusqu'à M. Laplace, qui a surmonté 
les dernières, nous devons laisser à de meilleurs juges le soin de faire les réffexions que ca 
sujet peut faire naître , et nous terminerons cette partie par un passage tiré de la Mé- 
canique céleste, qui peut lui servir de conclusion : Si C on considère le grand nombre et 
retendue des inégalités de la Lune, et la proximité de ce satellite à la Terre; on jugera 
qu'il est , de tous les corps célestes, le plus propre à établir ta grande loi de la gravitation 
universelle, et la puissance de f analyse, de ce merveilleux instrument sans lequel il eût été 
impossible à l'esprit humain de pénétrer dans une théorie aussi compliquée, et qui peut être 
employé comme un moyen de découvertes aussi certain que l’observation elle-même . 
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NOTES DE LA PREMIERE PARTIE. 



NOTE PREMIERE. 



Déterminer géométriquement les équations du mouvement elliptique des 
Planètes , et la position de leurs orbites, en partant des deux premières 
lois de Kepler. 



§ t w . Trouver f équation polaire de l'ellipse , et celle de l'ellipse mobiloen particulier. 

Soit H un point situé sur l'ellipse AMB, dont C est le centre; soient F et F' les deux Fig. t. 
foyers; x et y les coordonnées rectangulaires F q, M q de ce point, rapportées an foyer F; 
r et / les distances MF , MF' du même point aux deux foyers ; a le demi-grand axe CB ; 
ac l’excentricité CF ; 

Soit menée la droite GxeFK, d'où l’on compte les angles v = MFK et •= BFK, 
l'on aura MFB = v — « ; 

Les triangles rectangles MF'q , MFq donnent pour y % les deux valeurs égales 
/* — (a ae -f- x)* = r* — x* , d’où l’on tire r'* — r* = 4 a (ex +' ae‘). 

Mais on a, par la propriété de l’ellipse, r-f- / = aa, ce qui donne /* — r* — (a — r), 
et de là en comparant , a — r= ex +ae* ; et comme l'on a dans le triangle MF q la 
relation x — r cos ( v — »), on obtient , en éliminant x, l'équation cherchée 



(>). 



r _ 

1 -f- e cos (v — «) * 



elle se réduit kr — a (t — e’) quand (v — «) est un angle droit, et donne ainsi la 
valeur du demi- paramètre ou de l’ordonnée du foyer. 

Supposons pour un moment que • soit nul et que la ligne FK vienne se confondre avec 
la ligne AB ; supposons encore que celle-ci, au lieu d'être fixe , décrive autour de F, 
pendant que M décrit l'angle v, un angle qui soit à l'angle v Comme i — m est à 1 : 

La distance augulaire des points mobiles M et B deviendra v — ( I — m)v ou mv. 
Ainsi l'équation de l'ellipse mobile sera 

r _ « 0-0 

t -f- e cos mu* 

ou, en désignant par p le demi-paramètre de l'ellipse. 



f = i+ e cos mv. 
r ' 



>3 
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PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LCÎÏE,' 

5 a. Problème de Kepler. 

Fig. ». Supposons que M désigne une planète qui décrit une ellipse dont le Soleil occupe le 
foyer F , et conservons les dénominations précédentes ; la ligne AB sera la ligne des 
apsides , l’angle ( v — •) sera l'anomalie vraie comptée du périhélie B , et l'équation (i ) 
sera Véqunton de P orbite; mais si l'on compte l’angle v — « à partir de l'aphélie A , ainsi 
que le faisaient les géomètres du siècle dernier, il faut substituer, dans la valeur précé- 
dente de r, à l'angle v — <*, son supplémeut, ce qai donne le signe — au terme en cosinus. 

Décrivons du point C comme centre , avec le rayon a , le cercle ANB, et supposons 
un astre X sur ce cercle , partant de B et arrivant en A en même temps que la planète M , 
en se mouvant uniformément. 

Soit XCB = nt l'angle qu’il a décrit au bout du tempe t, ou V anomalie moyenne; 
celle-ci étant donnée, le problème consiste à trouver l'anomalie vraie. Kepler employa , 
pour y parvenir, un angle auxiliaire u = NCB, appelé anomalie excentrique, et qui est 
la distance angulaire du point N où la ligne qM coupe le cercle , au point B du périhélie. 
Nous allons chercher d’après cela à exprimer le rayon vecteur, l'anomalie moyenne et 
l'anomalie vraie en fonction de u. 

La loi des aires proportionnelles au temps indique que le secteur MFB est à la surface 
de l'ellipse comme le temps que la planète met à le parcourir est à sa révolution pério- 
dique ; le sectenr XCB est à la surface du cercle dans le même rapport ; les secteurs 
MFB, XCB sont donc entre eux comme la surface de l'ellipse est à la surface du cercle , 
eu comme l’ordonnée M q est à Nq. Les secteurs MFB, MFB ayant même base sont aussi 
entre eux comme Mq est à N q; ainsi Ira secteurs NFB , XCB sont égaux. 

Or, le secteur N CB est égal à la somme des aires MFB, MFC , c'est-à-dire au secteur 

XCB, plus la surface du triangle MFC; ce qni donne, en égalant leurs valeurs, l’équation 
— — — • 

JCB X k = j(3 X ri + J CF X qN, d'où l'on tire , en remarquant que CB =s, 
CF=oe , qPi = a ainu , et en divisant par a‘, 

(a) u = nt -f- e sin u ; équation duc à Kepler. 

Le triangle rectangle MFq donne r = l/jc* y , mais on a r = a cos u — ae ; et 
d'après la nature de l'ellips*,y = qlV y 1 i — e‘ = a sin u y ' 1 — e*. 

On aura donc, en substituant ces valeurs, 

(3) r=»(i — - e cosu) ; équation due à Kepler. 

Si l’on compare les valeurs de r données par les équations (i) et (3) , on aura 



cos ( v — m) + e ,, , ,, 

cos u = — r— —t ■ d ou 1 on tire 

i -J- e cos ( u — m) 



i — cos (v — •) i —I— e î — cos a 

I -f- cos(v— «) î — e ' l -+■ cosu* 



eu ce qui revient au même , 

(4) tang{ (v — •) = j * tangj u ; équation due à Lacaillo. 

Les équations (a), (3) , (4) suffisent pour déterminer la position de la planète dans son 
orbite. 

5 3. Détermination du plan de P orbite. 

On a coutume de rapporter au plan de l’écliptique, regardé comme Exe, la position du plan 
de T'orbite de chaque planète, ce qui complète la détermination de sa position dans l’espace. 



e 
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. NOTE PREMIÈRE. 99 

Soit pour cet effet, itf' la projection de M sur le plan de l'écliptique ; • f'î- 3- 

Fit l'intersection des deux plans, ou la ligne des nantds; 
abaissons de M et de M' les perpendiculaires Mo, M'p sur cette Hgne ; menons du point 
F la ligne fixe quelconque F K' située dans l'écliptique ; 
enfin désignons par y l’angle MpM' qui représente Y inclinaison de l'orbite , 



4 " MFM' ou la latitude de la planète , 

9 K'FM' la longitude de la planète comptée sur l’écliptique, 

“•••••• K'FQ la longitude du nœud ascendant sur l'écliptique , 

f KFO la longitude du nœud comptée sur l'orbite , 



on pourra , au moyen des angles v, S et y , fixer la position du plan de l’orbite , et déter- 
miner par là la latitude et la longitude proprement dites. 

En effet, on a d’abord pM'=spMcosy; et commeon a d'ailleurs pM'=zpF tang(? — «), 
pM =pF tang(i> — ff), ou obtient, par la substitution: 

( 5 ) ,an g(P — «)=tang(v — f)cosy; 

le triangle MFM' donne su 4 - =a sin y , d'où l'on tire 

(6) . sin 4 > = sin ( v — C) sin y; 

enfin si, connaissant les angles ( ?— a) eŸy l’on veut déterminer la latitude 4-, on a la re- 
lation tang 4" == jj7p- = tangy; d ou 1 on tire 

(7) ,an 64 - = sin (? — • ) tang y.’ 

Les équations précédentes déterminent complètement la position du plan de l’orbite 
dans le mouvement elliptique. 

5 4 - Intersection et inclinaison mutuelle des plans des orbites de deux planifies. 

Supposons enfin, avec Lagrange (Afém. dePar. , 1774, p. ,14), une seconde planète 
dont la longitude soit ? , comme celle de la première , mais dont l’inclinaison de l’orbite 
soit y', la longitude du nœud C', et dont par conséquent la tangente de la latitude ait 
pour expression tangy' sin( ? — «'). 

Désignons de plus par * l’inclinaison mutuelle des deux orbites , 

par w la longitude du nœud de la premÜe de ce» orbites sur la 
seconde; la tangente de la latitude correspondante à la longitude?, comptée sur la 
seconde orbite , sera exprimée par tang * sin (? — w). 

Si l’on suppose les deux orbites très peu inclinées à l’écliptique, il est clair que les 
tangentes des latitudes doivent être à très peu de chose près égales aux latitudes elles- 
mêmes ; de plus , le cercle de latitude correspondant à la longitude ? , comptée sur 
l’écliptique, se confondra aussi , à peu près, avec le cercle de latitude correspondant 
à la même longitude ?, comptée sur l’une des orbites ; ainsi la dernière expression sera 
à très peu de chose près égale à la différence des deux premières , de sorte qu’on aura 
cette équation : 

tang s sin(? — ») = tangy sin (? — a) — tangy' sin (? — «'), 
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«fui devra avoir lieu en général , quelle que soit la longitude <p ; on aura donc nécessaire- 
ment, eu égalant séparément de part et d'autre les coelliciens de s in f etcosp , les deux 
équations particulières : 

(a) tang s cos w = tangy cos « — tangy' cosm' , 

(A)..,., tang* sin» = tangy sin a — tangy' sin •' , 

d’où l'on tire 

lanSg=S tâng ÿc osa — la ngÿ^côs»''’ U»S»=V/'ang*y- a tangy' tangy cos( )+tang-y ; 

f rmules qui servent à déterminer le lieu du nœud commun, et la tangente de l'inclinaison 
mutuelle de deux orbites dont on connaît les lieux des nœuds et les inclinaisons sur l'écliptique. 

NOTE II. 

Equations generales du mouvement d'un point matériel soumis à Faction 
de deux fioives accélératrices rectangulaires , qui agissent dans le meme 
plan , et dont l’une est dirigée vers un centre fixe. 



Fig- 4 5 t. Lcmmc de Clairaut pour trouver les équations du mouvement d'un point M soumis 
à l’action de deux forces , t une £ dirigée suyant le prolongement de la ligne menée 
du centre fixe T au point M, l'autre TJ perpendiculaire à la première et dirigée dans 
le sens du mouvement. 



Soient TM:=r, BTM = v, Mm l'élément de la courbe décrit dans l'instant dt- 
on a Tm = r -f- dr, BTm = v 4- dv, mT — MT = dr, MTm' = dv. 

Supposons que l'action des forces accélératrices vînt à cesser au point m, le mobile 
décrirait dans l’instant suivant, en vertu de sa vitesse acquise, l'espace nu égal à Mm 
et dirigé sur son prolongement ; si au contraire les forces continuent d'agir, leur action 
infléchissant la route que suit le mobile, l'amènera en /t au bout du second instant, et l'on 
aura Tfi = r -f- 2 dr + d‘r , MTp^zdv -f- d‘v. Du centre T avec le rayon T p soit 
décrit l’arc infiniment petit po\ on et op seront les espaces respectivement parcourus en 
vertu de la force ccntrate et de la force perpendiculaire ; et comme les espaces par- 
courus ont pour expression le produit des forces par le carré du temps , les équations du 
mouvement seront, en supposant que les forces £ et n tendent à accélérer le mouvement 
et à augmenter les coorammées r et v. 



on = "Zdf , Ofi — 17 dl‘ ; 

et il ne s'agit plus que de déterminer on et op en fonction de r et de v. 

Décrivons pour cet effet lés petits ares Mm', mn', et faisons un' r= tr , tnT n~fv; 
on aura ry» — Tp.nTp = (r -f- a dr •+• d‘r) {dv -f- dfv — /i») , on=r t~r — dr — d'r. 
Or, les secteurs MTm , mTn sont égaux comme ayant même base et même hauteur , 

ce qui donne l’équation t'dv — (r -f- dryl'v ; d’où l’on tire, tv — et cnso 

bornant aux quantités du second ordre ïv — dv 

Les triangles rectangles Mmm' , mnn' , où l’on peut supposer les élémene Mn', mn' 
rectilignes, donnent aussi, en égalant les valeurs de Mm et mn , 
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NOTE SECONDE. 

rlffv* 

f^dv* +dr* = (r+ dr)'h* + Jr 4 = ; 

d'où l’on tire, en se bornant toujours aux quantités du second ordre. ... /r =r dr + Tdv*. 
Enfin, substituant ces valeurs de #V et Ir dans celles de <\u et on, ou obtieut 

Oft =s rrfV — udrdv , on = rdv* — d‘r , 



et les équations du mouvement deviennent 



rrfv* — d‘r — ïdt ' , rd’v -f- adrdv — n dp. 

Clairaut avait déjà obtenu ( Mém. de Par., 1 7 6,0 , , p. 24) les valeurs précédentes 
de tv et Lr à laide des triangles semblables, en y appliquant les principes du calcul 
des infinimens petits; il montra ensuite comment ou parvenait de là aux équations du 
mouvement, dans les 3 Jem . de Par. pour 1748, p. 4 ^ 4 > et dans sa Théorie de la 
Lune, p. a. * • 

S 2. Équation différentielle de l'orbite , employée par d’ Alembert. 



Cherchons d'abord l'équation de l’orbite A / décrite en vertu de la force centrale Q Fig. 5 . 
dirigée vers T. Soit A le point de départ du mobile, g sa vitesse en ce point, et soit pris 
pour unité le rayon vecteur initial AT, supposé perpendiculaire à l'élément de la 
courbe ; soient s l'arc Al décrit dans le temps t, t l’angle AT l correspondant, x le rayon 
Vecteur Tl, v la vitesse au point /; 

L’équation des aires donne x'dz =s gdt , et celle des forces vives v* = g‘ — o/Qdx ; 

et comme v = ds = t/ dx' -f- x’dz' ; on tire de làW< 
al 



=Æ 



x'rfa* 



en substituant cette valeur de dt dans la première équation , 



S ‘ — »/ Q d* 



et 



dz =3 ±L 



dr 






la force Q tendant à diminuer le rayon vecteur , il faut prendre le signe —, 

Soit - = b : on a du’,— dz' ^ 1 -f- 2 — u*^ ■> équation qui devient, en la dif- 
férenciant et en regardant dz comme variable indépendante. 



(Pu -f- udz * = 



(Jrfr* 

w 



Considérons maintenant l'orbite comme engendrée par l’action des forces s}/ et «■, la 
première dirigée suivant le rayon vecteur , la seconde perpendiculaire à ce rayon ; les 
aires deviendront variables en vertu de la dernière; et comme l'espace qu elle fait par- 
courir est d‘s ou xdP, dans l’élément dt du temps , la variation de l'ajrc sera le petit 

secteur ^ . xdP, et l’on aura d.x'dz — xxdt'] équation qni , étant développée, revient 
au même que la seconde du $ précédent. Elle donne , en la multipliant par ax’cés. 



d (x'dz)’ 



x'dz)' . /x’dz\‘ ,, 

-j -, — — axx dz , et en intégrant, = c + 2 / xxdz ; 
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x’rf; 



et comme quand x = o, on a —y— —g< H s’ensuit c = g*. d’où l’oa tire 



dt 
dt = 



x'dz 



V^er* -+- ujwxdz 

Décomposons la force x qui agit suivant /a' dans les deux directions lo ' , h ; 
la composante suivante lo' , qui agit en sens contraire de la force centrale, sera 

— -j- x = — > e* s * on l* retranche de la force \}> , on aura la composante sui- 

vant le rayon vecteur, ou la force centrale dans ce second cas. 

Pour exprimer qu'elle fera parcourir le même espace que la force Q , il faut égaler 
entre eux les produits des forces respectives par le carré des temps correspondais dans les 

deux cas. La valeur de l'élément du temps est dans la supposition de la force 

. ér * 

unique. Nous venons de trouver son expression dans le cas des deux forces, et on ob- 
tiendra, par la comparaison , 

«=(♦+£) (' 

valeurdont lasubstitutiondans l'équation primitive de l’orbite donne, en y faisant— — u, 
iï) 0 + “ fî$) =°* (Voy. Rech. , 1 . 1, p. »6.) 



5 3 . Équations du mouvement trouvées par Euler et Mayer, d' après la considération 
Ses coordonnées rectangulaires. 

Fig. 6. Soit, comme dans le 5 t ,r , Mie mobile, Tle centre fixe auquel on lerapporte , v l'angle 
MTB décrit au bout du temps t , TM = r; désignons de plus par x et y les coordonnées 
rectangulaires Tp et M p du mobile rapportées au centre T, on aura x—r cos v,y=r sin v, 
d'où l'on tire , 

{ d'x = d'r cos v — adrdv sin i» — rdv' cos v — rd'v sin v 1 
d'y = chr sin v -+• udrdv cos v — rdv' sin v -f- rd'v cos v )' 
Décomposons chacune des deux forces £ et n , qui agissent sur le mobile , la première sui- 
vant MT, la seconde suivant SS', en deux autres dirigées suivant les axes des x et des y, 
en prenant avec le signe — les composantes qui tendent à diminuer les coordonnées -, puis 
égalons la somme des composantes parallèles à chaque axe aux expressions générales des 
forces accélératrices correspondantes. 

Nous aurons , quand la force Et sera dirigée suivant MS, ou dans le sens du mouve- 
ment, les équations 




et en mettant à la place de d'x , d'y , leurs valeurs en coordonnées polaires , 
fdv' — tPr — 2cU', rd'v -f- udrdv = ndt' ; équations employées par Clairaut, 
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Quand la force n est dirigée suivant MS', ou eu sens contraire du mouvement , l'on 
doit la .faire précéder du signe — , ce qui donne 

d’r — rdv' z = — Xdl', adrdv rtt'v — — ndt' ; 
équations de même forme que celles employées par Euler et Mayer. 

Lorsque l'angle v est obtus , et que les forces £ et n ne changent pas de direction par 
rapport à* celle du mouvement de M , les équations ne changent pas non plus. 

Ainsi dans le cas de la figure 7, par exemple, où la force n tend i accélérer le mou- lïg. 7. 
ventent , les équations primitives seront : 
d*jc 

xs — X cos ( 180° — v) -f- n cos (v — go° ) = X cos v - 4 - n sin v ; 

• et • 

— — 2 sin ( 180 0 — v) — n sin (v — go°) = — S sin v -f- n cos n ; 
on aura x = r cos ( 180° — v) = — - r cosn , y = r sin ( 180" — v) = r sino, 
et les équations définitives seront les mêmes que celles que nous avons trouvées dans le 
même cas , l'angle v étant aigu. 

Lagrange indique , dans sa pièce sur les Inégalités de Jupiter , p. 7 , une manière bien 
simple d’arriver à la première des équations du mouvement. Pour avoir (dil-il) la véritable 

force qui fait parcourir l'espace — , il faut retrancher de la force X la force cen- 

trifuge produite par la vitesse circulatoire du corps. Cette dernière force étant=-J^, 
cela donne immédiatement l'équation Jdv ‘ — d*r=ïrft*. 

Enfin M. Laplace parvient directement à ces équations ( 3 /e'm. de Par., 177a , a* part., 
pag. 3 i q) , au moyen de celles en coordonnées rectangulaires, en supposant que la direc- 
tion de l'axe des x coïncide avec celle du rayon vecteur r, et en faisant v — o dans les 
valeurs de d'x et d'y. 

NOTE III. 

Intégration de l’équalion différentielle de l’orbite troublée , donnée par 
Clairaul ( Th. L. , p. 5). 

Les deux équations fondamentales du mouvement , données par Clairaut , sont, d’après 
la note II, 5 1 , 

rdv' — d'r rd‘v -f- adrdv 



La seconde donne , en la multipliant par a r'dv et en intégrant, s=/M- a fnr'dv, 

f étant une constante arbitraire ; d’où l'on tire dt = — , . r ‘ dv _ — — - et en différen- 

J V//‘ + afîïddi 

ciant la valeur qui en^résulte pour • dans la supposit ion de dveonstant et de dt variable, 

t . 1 n adr , . , , , . 

dt d dt~ 7dé~73?^ +»/*'*'); 

or, la t r * équation du mouvement devient, lorsqu’on y substitue ~ d. — ~-j t T — J t é ■ T t 
au lieu de j-- , pour la dégager de la supposition de dt consent, et qu'on y met pour 
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dtetd .j- les valeurs précédentes, en la multipliant de plus par r“ : 

{ i d'r ndr‘ ) , . - , , , Ttrdr , 

7~~7d7 + 73 7) « + a/n ^ v ) -~37 = '^ ; 

elle se réduit, en y faisant = f X = ^ + * , à la suivante : t 

•J î , ^ V [ /* i f ,«>/•’, nrdr\ 

lr 37 J M ~ i + a f V + M + M dv)’’ 

et le second membre devenant i -J- U lorsqu’onsuppose O = * 

si l'on fait encore, dans le premier membre, i — ^ = s , l’équation prendra la 



forme très simple., s • 



d*s 

17 



4 - 0 = 0 . 



Il ne s'agit plus maintenant que d’intégrer. Pour y parvenir , Clairaut multiplie l’équa- 
tion par dv cos v , ce qui rend intégrables ses deux premiers termes. 11 multiplie cette 

première intégrale par ~~~r ~ , et l’intègre de nouveau, ce qui lui donne l’équation 

cherchée. On peut y parvenir facilement aussi en suivant la méthode de la variation des 
constantes arbitraires. On voit en effet qu‘en mettant pour s les valeurs sinv et coss» , 
on satisfait aux deux premiers termes. Soit donc s = p sin v ■+■ q cos v\ p et q étant 
des indéterminées , on a 

ds = pdv cos v — qdv sin v 4- dp sin v -f- dq cos v. 

Mais comme on peut disposer de l’une des deux indéterminées , soit 
(i) dp sin v dq cos v — O ; 



on aura 



d's dp dq , . 

17 ~ dtv C0S V — di SUl V "" ^ sm v + <? cos tf ) ’> 



et si l'on substitue ces valeurs dans l'équation différentielle, elle se réduira à 
(a) dp cos v — dq sin v 4- IJ dv = o. 

On tire ensuite des deux équations (l) et (a), par l'élimination, ^ ndi^in y — o} ' 

ce qui donne , en intégrant , p~g — füdv cos v , q = c -f- /Ldv sin v , c et g étant deux 
constantes arbitraires; et de là, 

s — g sin v 4 - c cos v — sin vfhdv cos v 4~ cos vfadv sin v, 
ou en remettant pour s sa valeur , et en faisant ~^~p, 

£ 1 — g sin v — c cos v -f- sin v fQdv cos v — cos v fadv sin v. 

Désignons la somme des deux derniers terme* par A ; lorsque II = cos mv , on aura 
A = sin vf cos mv cos v.dv — cos vf cos mv sin v.dv, 
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« il s’agit d'intégrer de manière que les deux termes s'évanouissent avec v. Or, on a 

f cos mv cos v.dv = î/[cos (m-f- i)v 4- cos (m — i) v] dv 
,/sin(m + i)v , sin(m — i)v) 

— M ^T+î 1 m—i J ■ 

fcosmvsus v.dv — j/£sin (n»+ 0 v — sin ( m — i) v\dv 

, fcos (m-+- i) v cos(m — t)i>i , , 

— *1 b + i m — i 

La première intégrale se détruisant quand v = o , n’a pas besoin de constante ; la seconde 

donne , lorsque v = o, o = — - f — ^ — 1 + h ; d'où l’on tire k = — —r~ — . 

’ a (m-f-i m — îj m* — i 

Si l’on rassemblé ensuite ces deux termes , on obtient 

sin i/sin(m+i)y-}-cog vcos(m-4-i) ^ , si nvsin(m — i)y — cosucos(m — i)v l cos v 

A a(n»+i) a (m — t) ' m’ — i 



{ 1 1 1 , cos v cos V — cos 

ro-f-i m — î ) m* — î — i 



Quand m = î , A = - ; mais pour avoir sa vraie valeur, prenons au numérateur et 

au dénominateur , les fonctions dérivées par rapport à m , et faisons ensuite mai; 
noos aurons alors A = j vsin v, ce qui produira, dans l'équation de l'orbite, des arcs de 
cercle hors des signes périodiques. 

Soit Q = A cos mv -f- B cos nv etc. Chaque terme en fera naître dans l'intégrale 

d’autres de la même forme que ceux que nous avons trouvés pour Te cas d'un seul con- 
sidéré isolément ; l'équation générale de l’orbite troublée sera par conséquent , en 
faisant g = o , parce qu'il subit d'avoir pris en considération deux constantes c et h , 



£= î— je ^ ^ etc.} 

T t m — » i» — i J 



A co s mv B cos nv 
m*— i n* — r ' 



• etc. 



* NOTE IV. 

Recherche des forces que produit ? attraction «P un corps sur le système 
de deux autres corps dont l'un tourne autour de l’autre. 

5 î. Construction de Newton pour déterminer les forces perturbatrices du Soleil sur 
la Lune (Princ. , liv. 3, prop. a5 et a6 ). 

Soit S le Soleil , P la Lune, T la Terre. Si l'on représente par les lignes ST et SL Fig- fc 
l'attraction du Soleil sur la Terre et sur la Lune, ceafcdeux lignes seront entre elles en 
raison inverse du carTé des distances de Ja Terre et de la Lune au Soleil ; on aura donc , 
en faisant SK = ST, la proportion 

• . 

SK : SL = d'où l'on tire SK 1 = SL X SP*; 

ou, en mettant j ^ au lieu de et en négligeant les puissances de PK supé- 
rieure^ i la première , PL as 3PK. 

*4 
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Or, la force SL se décompose suivant les lignes SM et LM, celle-ci parallèle à PT, 
en deux autres forces , dont la première donne , lorsqu’on en retranche la force ST du 
Soleil sur la Terre , TM pour la force perturbatrice de la Lune dans son mouvement rela^ 
tif suivant cette direction ; et comme dans la nature , les lignes SP, ST sont fort près d'être 
parallèles, à cause de la grande distance du Soleil , la force TM est, à très peu de chose près, 
égale à PL ou à 3PK. Dans les syzygies , PK étant égal à PT, qui représente la force ML 
dans sa valeur moyenne, on voit que la force TM est alors triple de la force centrale PT « 
produite par l’action du Soleil , et que l’on a TM — ML s nPK pour l’expression de la 
force perturbatrice qui tend à éloigner la Lune de la Terre. 

Dg- 9. Si l’on suppose les deux lignes PL , TM parallèles , et qu’on mène la résultante TL 
des deux forces TM et ML , puis qu’on décompose TL suivant le prolongement TE du 
rayon vecteur et sa perpendiculaire EL ; EL représentera la force qui est dirigée suivant 
la tangente a la trajectoire au point P, et qui tend à accélérer la vitesse du mobile. 

TK. 

Or, on a EL = PL s in P ; on , en observant que sin P as et que PL = 3PK , 

. «•, 3PK . TK 

* E TP ' 

Dans les octans , où l'angle PTK est de 45°, si l’on abaisse la perpendiculaire Kif 
sur PT, on aura K d — Pd = j PT ; les triangles semblables PKd , PLE donneront 
Kd = 5 EL ; d’où l’on tire EL = £ PT pour l'expression de la force tangentielle dans 
les octans , en fonction de la force centrale moyenne produite par l'action du Soleil. 



S a. Recherche des forces perturbatrices ® et n qui agissent sur la Lune dans le plan 
de son orbite , diaprés Clairâut (Th. L. , p. 17 et 38). 

Fig 10. Soit N la masse du Soleil situé en S ; soient T U Terre , L la Lune, et M la somme 
de leurs masses. Faisons LT = r, ST = l, SL = s, STL=T.. 

D’après la théorie de l'attracticm , 

N 

le S oleil attire la Lune avec une force — , dirigée suivant )LS , 



Terre. 



f 

N 

f 



TS; 



et comme Ton pent décomposer une force en deux autres, proportionnelles aux côtés du 
parallélogramme dont la diagonale est sur sa direction , 



N 



la force — pourra être remplacée par les deux forces 



("•*. suivant LT V 

| ^ ^ , suivant Lq, parallèle à TSj 



la force devra , lorsqu’on suppose la Terre immobile , être appliquée à la Lune en 
sens contraire de sa direction. 

Nr / 1 1 \ 

Les forces perturbatrices seront donc -- , suivant LT; H ( — — > suivant L q. 
Première approximation. 

Supposons d'abord les trois corps dans le meme plan , et abaissons la perpendiculaire 
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Vp sur ST; on peut, tu la petitesse du rapport j , qui est environ en négliger le 

carré ; et comme l'angle LST n’est que d’environ 8' î dans son maximum aux quadratures 
( puisque la parallaxe du Soleil , ou le rayon de la Terre vu du Soleil , est de 8" * , et 
que le rayon de l’orbite lunaire est environ 60 fois plus grand) , supposons son cosinus 
égal à 1 , et par conséquent SL =s Sp. 

Mous aurons SL = r = i — rcosT, 4 = p+~ 7 T~ — etc., c# *I n ‘ r ®duit la 

r • » »n* s Nr . „ . . 3 NrcosT 

force suivant LT, a -jj-, et celle suivant Lq , a p . 

Pour avoir la force totale t> , que le Soleil produit dans la direction de LT, il faut 
retrancher de la première , la composante de là seconde , dirigée suivant le prolongement 

Ltdece rayon ; celle-ci ayant pour expression S cos T =- (i-f cos a T), on a 



Nr 



Nr 



* = -p ( « — 3 cos *T) = — ( 1 -f- 3 cos aT ). 

Qn obtiendra aussi la force n qui agit dans le sens LA du mouvement de la Lune , 
perpendiculairement à LT, en décomposant la force qui agit dans la direclion de Lq , 
suivant le prolongement LA' de LA , ou en la multipliant par sin T , et en prenant cette 

, . 3 Nr 

composante avec un signe contraire ; ce qui donnera n = — -^psinaT. 

La force * est celle dont l’effet tend à augmenter ou à diminuer la force centrale 
de la Terre sur la Lune. 

i aNr 

(syzygies (T = o ou T=j8o* 



Dans les ■ 



quadratures 



r aNr 

(T — o ou T = t8o* .. l* ~ F 
{ T = 90» ou T = 370* ’ C * ***” < *° m ^ j Nr 



* [0 = 



Ainsi l’attraction de la Terre sur la Lune est augmentée , dans les quadratures , par l’ac- 
tion du Soleil, de la moitié de ce dont elle est diminuée dans les syzygies. 

Nr . • 

L’expression $ = -p- (t — 3 cos* T) montre aussi que l’action du Soleil, dans la di- 
rection du rayon vecteur qui va de la Lune à la Terre, est nulle aux points où l’on a 
cosT=r± v/j, c’est-à-dire dans les quatre positions de la Lune , situées à angle 
droit, où l’angle T est de 54 ° 44 ', 36 o° + T, 180°+ T et 1 80“ — T, et où la Luno 
est par conséquent plus près des quadratures que des syzygies. 



La partie — » ^ de la valeur de * , qui est indépendante des fonctions périodiques de T, 

représente l’action moyenne dà Soleil sur la Lune ; car l’autre terme étant multiplié par 
cos al’, qui, pendant que la Lune se meut, prend toutes les valeurs possibles, depuis 
1 à — 1 , a zéro pour valeur moyenne. Or, d’après la loi d’üuyghens , les forces cen- 
trales de deux corps qui décrivent des orbites circulaires sont entre elles comme les 



■rayons de ces orbites divisés par les carrés des temps périodiques. Soit donc n = ■ 

. *°»4 

le rapport des temps périodiques de la Terre autour du Soleil et de la Lune autour de 



Digitized by Google 




io 8 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE; 

la Terre, on aura la proportion 



M . N ... 

•p • jr — T . In , 



■A Nr , M 
qui donne jp = n *. — ; 



... Nr i M 

doU a P ■ 358 ' r* * 



Ainsi l’action moyenne dn Soleil diminue de jÿj l’attraction de la Terre sur la Lune. 

On voit que cette diminution d'attraction doit augmenter la distance de la Lune à la 
Terre. Si l'on désigne donc par r, la distance à laquelle la Lune serait sans l'action du 
Soleil , et qu’on suppose r = r, ( i ■+- t) , le rapport / de l'accroissement est positif. 
L’équation des aires subsiste , lors même que la pesanteur diminue , puisque cette 
diminution s’exerce dans la direction du rayon vecteur. Si donc on désigne par v, la 
vitesse angulaire de la Lune sans l'action du Soleil, par v la vitesse lorsque cette action 
a lieu , on aura également • , 

r/v, = c et rV = c , ce gui donne , en comparant , r,V, = r,* ( i -f- /*)* v ; 



- = v,(i — a/). 



d’où l'on tire v = ; . t - 

en négligeant le carré de la tris petite quantité t~. Ainsi la vitesse angulaire de la Lune 
sera diminuée par l'action moyenne du Soleil , dans un rapport double de celui de 
l'augmentation du rayon vecteur. 

Il nous reste à déterminer la valeur de /. Pour y parvenir , égalons la force centrifuge 
de la Lune , ou le produit du rayon par le carré de la vitesse , à la pesanteur de la 
Lune , diminuée par l'action du Soleil ; nous aurons , en faisant -jj; = à> , l'équation 

■). 



. M ( i — < 

TV* = 



d’où l’on tire, en remettant pour r et v leurs valeurs : 

r A 






M 



T?; (!-/)= — ( 1 --); 

r i 

M 



«t comme l'on a, quand le Soleil n'agit pas, r,v,* = — , l'équation précédente donne 

i — /■= 1 — «ou t — m. Ainsi l’action moyenne du Soleil augmente le rayon vecteur 
de la Lune de sa 358* partie , et diminue d'un 179 * son mouvement angulaire. 

Seconde approximation. 

Considérons maintenant le cas de la nature où le plan de l’orbite de la Lune est incliné 
d'environ 5° au plan de l’écliptique, et cherchons la valeur des forces qui agissent dans 
le premier de ces deux plans. 

pî*. it. Soit S' la projection du Soleil sur l’orbite delà Lune. Faisons S'T = l, S'TL = T*. 

La force N qui agit sur la Lune parallèlement à TS, devra être réduite 

f • 

au plan de l'orbite , en Ta multipliant par cos S'TS — ~j > puis décomposée dans ce plan 

suivant LT et sa perpendiculaire , ce qui revient à multiplier le produit par cos T' et 
tin T. Retranchant ensuite la première composante de la première force perturbatrice 
qui agit déjà suivant LT , et prenant la seconde composante avec un signe contraire , 
«n aura 

•*?-"(?-?) 7C" r ' 
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Soit menée la ligne des nceuds oTn de l’orbite lunaire , et supposons la Lune et le 
Soleil partis en même temps du noeud amendant O. Abaissons sur cette ligne les perpen- 
diculaires S'a, Sa, et faisons cos S'üS = 1 — 4 1 , LTû — STO:=T, STq = u , 
S'Ta '= u'. - -À 

Il s'agit maintenant d’éliminer t , s et T des expressions de $ et de n , afin de les ré- 
duire à de» fonctions de S, u, T, l et r. 

Le triangle LTS nous donne s* = /“-t- r 1 — air cos STL ; mais les triangles LTS, 
LTS’ ayant le côté LT commun, donnent les deux valeurs égales 

l cos STL — t Cos T, d'où l’on tire s* a= é* + r* — fl/r cos T' ( 
et de là , en négligeant le cube et les puissances supérieures du rapport des distances ^ : 

1 t 3 r* \ 3 r l cos T' t i5 1 “ (ï cos TV 

+ l h IF \ t ) • 

„ f f qr* ï cosT 3r /T cos TV i5r* // , cosT\*) 

•= + 1 T \ / ) —))' 

„ f3r T cos T' TtinT' 3r* IsinT , t5i- /f cos TV AsinT' t 

n = -N{ ? .- T -.— ^7* ' l ~aF \ 1 ) ’ 1 r 

Mais r = T + u~u\ ce qui donne j sin *I= »>" T cos (u— i/) + cos T si n («-«0 
’ (cas I = cos T cos (u—u ) — — sin T sm ( u—u ). 

Les triangles S'Tq , STa donnent chacun pour Ta , l cos u z=l cos u. On a aussi 

S'Q — Sa cos SaS' ou t sin t/ = ( 1 — 40 fsin u. 

On tire de là , 

, r, i r , , , A}- sin au 

cos (u — u ) = ^- [1 — iip(i — cos au)] , sm (u — u ) = ^ — , 

= (.- i 40 sin T + i sin (au+T) , = (.-i*) co» T +| cos (au+T). 

Si l’on substitue ces valeurs dans celles de ® et de n, en négligeant les termes affecté» 

de 4^, et les produits de — et par les sinus et cosinus des angles au+T, 4^ + aT, 
au — T, au + 3T, on aura , en faisant pour abréger , 

A = 1—4-+ — , fet-H+Çi-Wi-lji, 4''=4’(‘— ï+). 

les ex pressions suivantes des forces perturbatrices dans le plan de l’orbite : 

* = — ^ (A'+3A cos aT) — --'t;- [cos (au-f aT)+cos au] — (3q cos T+5q'cos3T), 



n= — ~ AsinaT — sin (au+aT ) (q tin T+^sin 3T). 

\ 3 . Estimation de toutes les forces qui agissent sur la Lune, projetées sur le plan de 
l’écliptique , d’après cT jélembert (Redh. , t. I, p. 7, 17 et 5 a)» 

Soit toujours S le Soleil, T la Terre, et P la Lune; la Ggure étant faite de manière lig. ta 
que l’angle STP soit obtus , et que le mouvement de la Lune tende à la rapprocher 
du Soleil. 
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Appelons , avec d'Alembert , S la masse du Soleil, T celle de la Terre, L celle delà 
Lune , B' le rayon ST de l'orbite terrestre ; projetons la Lune sur l'écliptique , en abais- 
sant la perpendiculaire P p; menons la ligne des nœuds «N , et faisons 

TP = r, T p = x, SPsssjJjpTn = V, pTo — 8, tang. inclin. = m , 

l’angle I étant à peu près le supplément de l'angle T de Clairaut. 

Les expressions générales des forces perturbatrices trouvées au commencement du 
^ a, sont alors 

S. ™ , suivant PT; Suivent pk parallèle à TS ; 

t T 4» L 

et il faut ajouter à la première la force principale — — — , ou l'attraction sur la Lune, 
de la Terre considérée comme fixe. 

Si l'on prend la composante de cette somme qui agit suivant la ligne pT, en la multipliant 



par cos VT p = — , et qu'on décompose ensuite la force qui agit parallèlement à TS 

(en la multipliant par cos* et sin I) en deux autres, l’une suivant pT, et qui doit s'ajouter 
à la première somme pour exprimer la force 4 1 , l'autre suivant pli , perpendiculaire à pT, 
située dans le plan de l’écliptique , et dirigée clans le sens du mouvement de la Lune , 
cette dernière exprimera la force tr de d'Alembert , et l'on aura 




Sx 



+ p) co **' 




Abaissons du point p la perpendiculaire pq sur la ligne des nœuds , nous aurons 

pq = x sin Y, Pp = m.xsinY, r = x * ■+■ m*sin*V, 

S p* = B'*-+- aB'x cos 8 -f- x* , s* =s B'* -f- aB'x cas » + x* -f- m’x* sin* V. 

Si l'on substitue ces valeurs dans les équations précédentes , on obtient 



* = 



(T+L) 



T + 



S.x 



x* ( i -f- m* sin* V)* (B'*-f- aB' x cos * + x* + m* x* sin* V )* 

+ * •( ~ ~ I p ) cos ® • 

l(B'*+ aB'x cos è-J-x'-f- m'x'tbi *V) r ‘ 

- S . f— j- - si 

l(B'* + aB'x cos l-f-x*-Hn , J*sm*V)* J 



sin I, 



ou en développant les dénominateurs polynômes et irrationnels , et en négligeant , ainsi 
que le fait d'Alembert , les termes en m*, , etc. , 






î±ii(,-im*,in*V) + sgi. 

__ . /xcos# , 3x* _ _ 

— 3S sml^-^3- -h ^ [i — 5 



3x cos*l 

~ p 




qx*cosl , îfir’cos*^ 
flB'* ' "• /' 
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d'où l’on tire, en faisant x = ^ , V = * — Ç, # = s — a', et en n’ayant égard qu’aux 
deux premiers multiples de ces angles , les expressions 



*= (T+LX{ i-Jm* [,-cos fl (a— O] }_-JL[ t +3cos a (*-*')] +1^^=^; 
3S.sin a (» — i') SS.sin (i — z') 



auB' J 



8u 3 b*‘ 



5 4 ■ Forces perturbatrices décomposées suivant trois axes rectangulaires , d’après 

Euler et Mayer. 

Supposons avec Euler, dans sa première Théorie de la Lune, que les lettres S, T , L Fig. ■& 
désignent les masses du Soleil , de la Terre et de la Lune placés eu O , C et M, dans 
la même situation respective où les considère Clairaut. 

Abaissons de M la perpendiculaire Mm sur l’écliptique ; menons les lignes MC , mC ,_ 

MOt, mO; hmh' perpendiculaire à mC; MO' parallèle à OC : prolongeons Cm en C'; 
abaissons la perpendiculaire OC' sur CmC, et faisons mCO = * , mC=x , OC —y , 

OM = * , MCm e= sfo * 

La Lune sera soumise, dans son mouvement relatif autour de la Terre regardée comme 
fixe, à T action de trois forces , savoir : 

T 4* L SS 

- — i - , suivant la ligne MC; — , suivant MO ; — . , suivant mO'. 

mc * y 

Les deux premières donnent, en les décomposant parallèlement et perpendiculairement 
au plan de l’écliptique , 

P 

(■ 



les composantes 



T 4- L T [ L 

' — — — cos 4- , suivant mC, — , sin 4-, suivant Mm ; 

MC * MC 

I S Om , n S Mm . 

I — . , suivant mO; — . , suivant Mm , 

v a* s ’ a* z ’ ’ 

dont l’avant-dernière, dirigée suivant mO , se décompose de nouveau en 

S Om mC' . „, S Om OC* , 

— . . — — , suivant mC , et en — . — . , suivant mA. 

a* l Om •** a Om 

Enfin la troisième force donne les deux composantes 



Mais on a 



S . _ S , ,, 

— cos », suivant mC ; — sin » , suivant mh . 



MC = p, Mm = xtang4’, mC' = y cos » — x , OC' = y sin». 

, cos y 

Si l’on désigne donc par R, Q , R le» sommes des forces dirigées suivant mC, mh et Mm, 
et que l’on prenne avec le signe — celles qui sont dirigées en sens contraire , on aura 

, mS ±ÿS£i + Sf. + S (^_i) OTf , 

-, (T -+• L) cos’4’ sind" , S-xtangil» —, . _ .. 

R — - — + — . (Voy. Thcona motus Lunœ, p. ao et ai). 
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Si l'on remplace, dans ces expressions , les lettres x, y ,z , 4 et « par celles-ci : av ; 
Sï, 2 f, l et • , on obtient les râleurs des forces données par Mayer, pag. 4 de sa 



Théorie de la Lune. Si l'on désigne ensuite par X, T, Z les produits respectifs de 

-, qui est introduite dans les équations, par la 



P, Q, R par la quantité T) , 

substitution de 1a valeur de l'élément du temps en fonction de l’élément du moyen mou- 
vement de la Lune, et qu’on fasse n ,^T , = e , u = \ f y* 4-— —, — avoir cos», 

*•' (o -f- 1 ) V cos*< 

en développant les valeurs de u et de ses puissances jusqu’à l'ordre <r* inclusivement , 
on parviendra aisément aux expressions de X , Y, Z , telles que Mayer les a posées , 
.pag. 6 de sa Théorie , et telles que nous les avons rapportées au bas de la page 67 . 



JVOTE V. 

Méthodes pour le retour des suites. 

§ I. Démonstration du Théorème de Taylor, donnée par*d‘Jlembe r t (Recb., t. I," 
p. 5o), et application qu'il fait de ce théorème au développement des sinus et cosinus. 

Soit pz une fonction de la variable z, et { l'accroissement de cette variable. 

Supposons p (z + Ç) = pz -f- a. 



Différencions cette équation en regardant z comme constante, u et £ comme variables , 
«t désignons par dty (s -f- {) ce qui devient alors p (1 + £)• 



Nous aurons dÇp' (z + O —du, et en intégrant, u=fdÇp' (z-f-Q, 
ce qui donne f (»+£) = P z fdty (*4-0- 
On aura de même p' (z 4 - £ ) = p' ’z -f* fdtjf (* 4" O » 

(ÿ'(i 4 -Ç ) — p' z -hfdÇp m (a 4 -î) > et ainsi de suite, 
d’où l’on tire p (*4"0 = p z 4- fdÇp'z 4- fdÇfdÇp’z -f- fdlfdÇfdÇp m z 4* «te. ; puis 

en intégrant, par rapport à Ç seulement (de même qu’on n’a différencié queparrapport à£)< 

/• r> 

P (a 4- O = P* 4 - Çp'z 4- ~P“ Z 4- ê*ï + etc. 



Lorsque p désigne un sin. ou un cos. , et que l’accroissement ( de l’arc z est supposé 
très petit , la série précédente donne , 

dans le premier cas , sin ( 1 4- 0 = a >n* 4 - C cos * ~ 5ln 6 — — cos z 4 - etc.; 

Ç* C 3 

dans le second cas, cos (s 4-0 = cos i — £ sin * — — cos * 4 - sin.x 4 - etc. 

On peut aussi y arriver sans faire usage du calcul différentiel , en substituant dans 
les formules 



sin(« 4 -£) =sin* cos £ 4" 00 ** si“Ç> cos(*4- £} = cos z cos £ — sin s sin£, 

au lieu de cos £ et sin £ , leurs développemens en fonction des puissances de £ , que l'on 
trouve par la méthode des coefliciens indéterminés. 
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NOTE CINQUIÈME. . n3 

§ a. Démonstration des trois lemmes successifs posgs par Clairaut (Th. L. , p. 5g ), 
pour tirer de l'équation x = v -f- * sin mv -j- b sin pv -|- c sin qv le développement 
de v suivant les sinus des multiples de x, en supposant les cocfficiens h et c du même 
ordre que a, et en poussant l'approximation jusqu'à leurs troisièmes dimensions. 



Premier cas. Soit d'abord Téquation x — v + a sin mv , et supposons qu’on demande 
la valeur de v en fonction de x et des sinus de x et de ses multiples, jusqu’aux termes 
multipliés para 1 inclusivement. 

Ou a rigoureusement v — x — a sin mv ; quand a = o , v = x , ce qui donne ensuite 
v — x — a sin nu; (■). 

Substituons cette valeur dans le terme — a sin mv , 
elle donnera v = x — a sinm (x — a sin mxj , ou en développant, d'après le § t , et 

. . ' . . a*m • 

en s arrêtant aux a* v = x — a sin mx H — sm Unix. . . ( 3 ). 

Substituons enEn cette seconde «leur sous le signe périodique , la première équation 
deviendra v — x — a sin m ( x — a sin mx a -~ sin amx) ; et pour obtenir les termes 
en a 1 , il suffira de considérer ceux en a* sous le signe sinus. 

Or , l’on a, d'après le 5 précédent, sin m GH®» = siumx-f-méi cos mx — — — — sin mx. 

Dans le cas actuel h = — a sin mx -+- ° m sin amx ; les termes de l’ordre a 1 seront 

a 



. /a’m* . a’m* sin J jix\ a’m* . , . T . 

donc — a 1 - ■ sm amx cos mx— * * — J = —g — (sin mx — ô sm JmxJj 

Ce qui donne , en les ajoutant à la valeur précédente. 



/ a'm'\ . a'm . 3 a’m* . _ 

v = x — a ( 1 g— 1 sinmx -f — — sin amx g — stnomx (3) 

pour l'expression cherchée. 

Second cas. Si l'on introduit maintenant dans la valeur primitive de xle nouveau terme 
b s\npv de plus que les deux premiers , it est clair qu’étant de fa, même forme que a sin mv, 
on obtiendra immédiatement une partie des termes qu'il proOTira dans v , en changeant a 
en b , m en p , dans la valeur définitive de v que nous venons d'obtenir. On calculera faci- 
lement ensuite les termes en ab et a’b qu’il introduira aussi; et si l’on change , dans ces der- 
niers , a en b , m eu p , et réciproquement , on aura aussi ceux en ab'^ce qui complétera la 
valeur de v dans ce second cas. 

Troisième cas. Enfin, si l’on considère encore le noqvean lerme c sinqe , on aura 
immédiatement par l’expression précédente, à cause de la symétrie des lettres, les 
termes en c, c* , c* , ac , bc , a*c , oc* , b‘c , bc *, qu’on introduira dans la valeur de v 
et il ne resfera plus à chercher que les termes en abc. Pour cet effet, ou substituera 
dans — a sin me, au lieu de v , les termes de sa valeur qui sont multipliés par b , c 
et bc ; puis développant le sinus composé, en s'arrêtant au troisième terme, on ne 
prendra que les termes en bc, qui, multipliés ensuite par lefacteur — a, qui est en dehors, 
donneront une partie des termes en abc. On obtiendra ensuite immédiatement les deux 
autres parties, en changeant successivement, dans la première, les lettres m, p,q 
en p, q, m et q, m, p. 



m 
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n4 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE; 

Il ne s’agira plus maintenant qu$ de rassembler tous les résultats précédons pour avoir 
la valeur complète de v cherchée. . 

On voit que le principe de cette méthode est de calculer séparément les différent 
ordres de termes, et de profiter de la symétrie des termes pour déduire tous ceux qui 
ont la même forme d'un seul d'entre eux trouvé immédiatement. Sa marche est longue et _ 
compliquée, à cause des substitutions successives sur lesquelles elle s'appuie; son seul 
avantage est d'être indépendante dn calcul différentiel. 

Clairaut n'en donne pas les détails , mais il est facile d'y suppléer par ce qu il dit 
ailleurs, p. ao et 4.9 de sa Théorie de la Lune, et d'après l’exposition qu'en fait 
Lalande ( Mém . de Par., 1760 , p. 3a5). 

5 3. Application de la série de Lagrange à la même recherche. 

Le. beau théorème de Lagrange , sur le développement des fonctions en séries , fournit 
nn moyen plus général , plus simple et plus expéditif d'arriver immédiatement au résul- 
tat cherché , par un procédé oii chacun des terni es»calculés contient à La fois tous ceux 
d’un même ordre. 

On sait que lorsque y =/!r , la série de Maclaurin donne 

y=y„+xy; 4- +~y m 0 +etc. , 

y°y»ys étant ce que deviennent y, y , y’ , etc-, quand x = o. 

Soit maintenant y = « 4- xpy , d’où l'on demande de tirer la valeur de y en fonction 
de • et de x ; on a , en différenciant , 



y— ry -H *y ‘ Vy >y“— ayVy+x (yVy%-y'Vy), y*=3 (yVy4-/V))+* <•••). e,c > 

ce qui donne, quand x — o, 

y, = « ,y'.=f* ,y"= a?wf '«=(?*■)', y“-3 3(*>’«4>'*)'=(<p , <0'- 

Substituant ces valeurs dans la série ci-dessus , on obtient l'équation 

y = « 4- x^« 4 * — (<ê ’•) ' 4- - j (f'o)' -f- etc. , qui se réduit , lorsqu’on • x = t , A 



y .4-f- + ^ -h etc. 

Appliquons cette foi mule au cas actuel en comparant l’éqnationy , = «4' ty avrccelle- 
ci, v=rx — a sin mv — b sinpv — c s in qv , et en cherchant la valeur de v en x jusqu’aux 
a? inclusivement , b et c étant supposés du mêma ordre de petitesse que a. Nous aurons 
y — v, «=x, €* = — a sinntx — A sinpx — c sinqx, et il faudra calculer les deux 

(*“■)' _ w 



termes suivans ■ 



et. 



— ç- ; mais comraetout est symétrique [>ar rapport àa, b, c,m,p,<j, 

l.ô w 



lorsqu'il se rencontrera plusieurs termes analogues, il suffira d’en calculer un seul, d’où 
l'on déduira facilement tous les autres. Nous pouvons d’après cela nous borner au calcul 
de ceux qui jont multipliés par a, a', a 1 , oh, d'h et 06 c. 

Or, l'on a Ç’« = a* sin'mx 4- aoA sinmx sin px 4- etc., ou en changeant les puis- 
sances en multiples, ^ (1 — cosamx) + ah [cos(m — p) x — cos(m -hp)sQ + etc. 

Si l’on prend la dérivée de cette équation et qu’on la divise par a , on obtient 

== ^-aiuamx— ^ [(ot — p) sin(m — p)x — (m -f-p) t ; n(m+^)i]; 



» 
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NOTE SIXIÈME. i ,5 

•valeur à laquelle il faut ajouter deux tenues en b et c semblables au premier , et deux 
groupes en ne et bc semblables au dernier. *- 

On a de même 

— — a 3 sin’mx — 3u*i sin'mx sin px — Saie sin mx ùnpx s in qx -f- etc. 

a 3 3 . 

(sin 3 mx — 3 sin mx) — - a‘b [sin px — [ sin (îm+p) x + J sin ( 2 m— p) x] 

3 

— - abe [sin (m+p — q)x + sin (m—p+q)x — sin (m—p — q)x — siu (m+p+q) r] ; 

ce qui donne, en prenant la dérivée du second ordre, c’est-à-dire en changeant le» 
signes et en multipliant les coeflidens par le carré des multiples dea sinus de x, puis en 
divisant cette dérivée par 6, 

TT = “TT 0 •«&«-'“»*> 

. a'b | 






(»m+p)‘ . , , . , (a m — p)* 

tmpx— - — ^ sin(2m-fp)x-f- - — — sm 



in (a m — p) jTJ 



aie p (m +p — q)’sin (m+p — q)x +(m — p +ç)* sin (m—p + q)x~l 
4 L— 0» — P —q)'ria(m—p — q)x — (m +p + q )' sin (m +p -+- q)x _T 

expression à laquelle il faut ajouter deux groupes en à 3 et c 3 semblables aux pre- 
miers, et cinq groupes en ab' , a'c, ac* , b'c , bc' analogues au second. On voit ainsi 
à priori qüe le sinus Se chaque angle doit avoir le carré du multiple de ce dernier en 
coefficient, tandis que par le premier procédé ce n'est qu’un résultat de calcul. 

Les valeurs de (^iîs) étant ainsi complétées , il ne reste plus qu’à les ajouter à 
celle de pour parvenir, sans avoir de réduction à faire , au résultat final de Clairaut. 

NOTE VL 

Recherche de la latitude , ou du mouvement de la ligne des nœuds, et de fa 
variation de b inclinaison de l’orbite lunaire. * 

J I. Méthode de Clairaut pour parvenir à rexpression différentielle du mouvement des 
nœuds , au moyen de la construction de. Newton ( Th. Lun. , p. 67). 

Supposons le Soleil en S , la Terre en T, la Lune en L , et soit Ll l'élément de la ^ 
trajectoire que décrirait la Lune dans l'instant dt , si elle n’était attirée que par la Terre; 

Faisons LT — r, LT l — dv, et représentons par le le petit espace que l'action du 
Solfcil fait décrire à la Lune , parallèlement à TS , dans l'élément du temps. En vertu 
de cette double attraction , la Lune parcourra l’espace Le dans l’instant dt ; et si l’on 
prolonge les lignes Ll, Le jusqu’à ce qu'elles coupent en Net n le plan NTS de l’écliptique, 
la ligne NT fi sera la ligne primitive des noeuds ; l’angle nTJi ou dq marquera la quantité 
de son déplacement dans l'instant dt ; la ligne Nn étant à la fois dans le plan NLn et 
dans le plan de l'écliptique , et ne pouvant rencontrer le, qui est parallèle à ce dernier 
plan, sera parallèle à te, et l’on aura «NT as STa. 

Si l'on abaisse la perpendiculaire nR sur TN , on aura 

. nR nN sin STfi 

. sin «TN = ,— = 7n —. 
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1)6 PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

Mais les triangles semblables NLn, «L/ donnent «N — ^ ^ ; ainsi 

sin nTN = /r.— sin STtl; 



d'où l’on tire , en négligeant les infiniment petits du troisième ordre , 

I N 

dq — nTN = U. «in STfi. 

Or, l’ï^ 1 et ^u cenlre T, avec un rayon égal à r, on mène le petit arc 

de cercle Lp , qui se confond avec une ligne droite , on a 

». l.p L p rdv 

cos IL p cos (TL N — qo") sin 1 L.N * 

on tire de là, en remarquant que LTN = )8o° — LTfi , 
dq — -^-.sin STfi sin LTo. 

Mais l'espace élémentaire lr étant décrit en vertu de la composante de la force attrac- 
tive du Soleil parallèle à ST , dont l'expression est - - ~ J d'après la note IV, 

5 s , il sera donc représenté par le produit de cette force et du carré de l'élément du 
temps , et l'on aura 

dq = ' ^ ■ cos STL sin STq sin LTfi. 



Clairaut suppose que le Soleil , la Lune et la ligne des noeuds soient partis en mémo 
temps d’un point B , d’où l’on a commencé à compter le temps , et qu'ils ont décrit au 
bout du temps i les angles finis BTL = v, BTS =z, BTfizacq. Il désigne par B' et St 
lait projections des points B et S sur le plan de l’orbite de la Lune, par t — + le co- 
4 sinus de l’inclinaison actuelle de l’orbite , qu’il suppose constante , et fait S'Ta — q'. 
L’angle B'TL doit être en général , ainsi que la remarqué d’AIembert , différent de 
BTL ou de v , et l’on a , dans le triangle sphérique mené par les points L , B et fi , la 
relation 

cos LTû = cos q cos v — (t — 4 ' ) sin q sin v = cos ( v -f- q ) -f- 4 > sin q sin v. 
L’angle q' diffère aussi de l’angle q , et l’on a généralement tang q' — {i — 4 - ) tang q ; 
ce qui donne, en prenant la tangente de la différence q' — q, et en substituant ensuite l’ÿrc 
à la tangente , 

q’ — q + i 4- sin aq -f- etc. 

Mais pour parvenir au résultat final de Clairaut, il suffit de faire LTfi = v-f-q, 
STfi= t -f- <7 , et de prendre pour cos STL sa valeur trouvée note IV , $ a, en y 
faisant u — z + q , ce qui donuc 

cos STL = cos ( v — z) — — ■ [cos (v— z) — cos (v -f- z ■+■ aq)]. 

On a alors 

sin STq sin LTfi eos STL 

a= j [cos (v — z) — cos (v-f-z-f-aq)]] j cos (v — z) — y [cos (v-z) — cos (v+z-f a 9)J j ; 

* 
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NOTE SIXIÈME. 



»«r 



ou , en développant et réduisant , 
t= j (! [i -f- cos a(v— 2) — cos a(v+ q) — cos 3(2 -f <7)] -f ~ cos a(v — 2) , 
en négligeant le cosinus de l'angle a (v-H 2+ a <7). 

Il ne s’agit plus que de multiplier le produit par , en négligeant aussi le dernier 

terme à cause de sa petitesse, pour obtenir la valeur cherchée de dq ; et comme, en 
appelant x le mouvement moyen de la Lune , K la distance moyenne , l'équation des 

K 7 N 

aires devient, pour ce mouvement , K’dx = dt \/ KM, on aura , en faisant JTÿî = * , 

= +) =Ç^i- [1 cos a ( v — 2) — cos a (v + 9) — cos a (n-f-q)]. 

{Voyez les observations de d'Alembert, Opuscules mathem., t. IV, 39* Mém., ett. V, 

38 * Mém. , p. 398 ). 

5 a. Méthode de d'Alembert pour trouver lu variation de l'inclinaison de l'orbite de 
la Lune à l’ elliptique (Rech. , t. > , p. ao), appliquée aussi à la recherche de la for-* 
mule donnée par Clairaut (Th. Lun. , p. 81). 

Soit L la Lune, l sa projection sur l’écliptique, Nn la ligne des nœuds au bont du f-jg ,5 
temps t , NV sa position dans l'instant suivant ; abaissons sur ces lignes les perpendicu- 
laires /R , Ir , et faisons NTJV = d{ , /Tn = V , = m ; sera égal à m -f- dm , et 

il s'agit de trouver l'expression de 'dm en fonction de V et de dt. Or, nous avoué 
* lr= IT sin /Tr = /T sin ( /TR -f- d{) ; 

d'où l'on tire, en développant le sinus, et en se bornant aux deux premiers termes, ce qui 
est suffisant dans l'ordre que nous considérons, 

Ir = IT sin /TR + dÇ.IT cos /TR= IR + dÇ.RT , 



Ll L / / ,y RT \ . , dm , r 

17 ~ Tr\ 7r~)» etdela VT=-^' 



RT 
/R 1 



RT* * « 

ou , en remarquant que = cot /TR — — cot V, 

—=</{. cotV. 

m 

Cette valeur est précédée du signe •+- lors même que l’angle V est aigu , en supposant tou- 
jours que le mouvement de la Lune tende à accroitre l'angle V , qui est compté à partir 
du nœud dont cet astre s'éloigne, et que le Soleil' agisse dans le sens de ce mouvement. 

Clairaut considérant l’orbite réelle au lieu de l'orbite relative, et supposant que leSoleil Fig. 14. 
agisse en sens contraire du mouvement de la Lune, obtient aussi une valeur de signe 
contraire, et où le sinus de l’inclinaison I est substitué à la tangente, savoir : 

-t— r = — dq cot LTn ; 
sin I 1 

elle devient , en remettant pour dq sa valeur précédente , 



nul 



TTv 



cos STL sin STn cos LTû. 
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Si l’on met ensuite pour les angles leurs valeurs , on aura 

cosST LsinSTQ cosL'l'n = £cos(v — s)(i— j 4 ) -f- j 4 c °s(i>-f-a-f' a < 7 ) 3 s i n ( t 4 "< 7 ) cos (‘'+<j)» 
ou, en développant et réduisant, 

= — £ [( i — i 40 sin a(v — e) — sina (1+9) — ( »— 4) sin a (v-f q)] ; 
ce qui donne , après l'omission des termes dont l'effet est presque insensible , 

=»î«( * — 4 ) 735 r C 8 ** 1 a (v — a) — sln a(z 4 -q) — siu a (v+q)]. 

Pour passer de la valeur de l’intégrale de cette quantité à celle de I , Clairaut fait 

/ -r^ï- = V + log h , h étant une constante ; il développe . 1 , ■ sort? le signe 
sin 1 " , m rr sin I 0 

, suivant les puissances de l’arc , en se bornant aux I*, et obtient 

V+l°gft = /yi(i+il)=l 06 l 4 -JîlS d’ou f = h y ~* P , 
e étant la base des logarithmes népériens. 

• * • t x* 

Appliquant ensuite le développement e* = 1 — + etc. au cas actuel , et se 

bornant aux Y’, il trouve 

I=s*C , + v -“7ïI*+ i |I*V)3î 

d’où il tire, en mettant pourl*, dans lesecond membre , sa valeur approchée ft’(i+aV) , 

I = »(i— ***) + *( t-i 4 »)(V+iV). 

Il "est clair que V ne doit pas être confondu ici avec l’angle de la formule de d’Alembert. 

5 3 . Méthode analytique d'Euler pour obtenir les expressions différentielles du mou- • 
vement des noeuds w, et de la variation de r inclinaison f de l'orbite lunaire 
(1" Th. L., p. i 3 ). 

Mous avons déjà fait voir , note II , $ a , comment on arrivait aux deux premières 
équations du mouvement employées par Euler, qui ont lieu dans le plan de l’écliptique, 
savoir d’x — xdf’ =s — a P dt' , adxdf -f- xd‘ç = — {• Qdt‘. ( Voyez la remarque de la 
p. 1 38 au sujet du £. ) 

La troisième s'obtient en considérant que la distance de la Lune à sa projection ayant 
pour expression x tang 4 , sa différentielle seconde représente l'espace que la compo- 
sante R , qui agit suivant cette direction, fait parcourir au mobile dans l’instant dt ; 
d'où l’on tire 

d ' ( x.taug 4 ) = ■— ï R dt’, 

ou d’x tang 4 + adxd ( tang 4 ) + tcd’ ( tang 4 ) — — i R dt’. 

Nous avons trouvé aussi , note I r *, $ 3 , la relation 

tang 4 = tang f sin (p — »). 

u Comme l’astre, dit Euler, demeure dans le même plan pendant l’élément dt du 
temps, On peut, en différenciant la valeur de tang 4 > regarder les quantités w et f 
comme constantes , ce qui donnera 

d (tang 4) = dç tang f cos (9 — *■). 

Cependant rien n’empêche qu’on ne regarde, dans cette différenciation, les quantités 
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*• et f comme variables , ainsi qu'elles peuvent l'être par la suite. On tirera de là l'équation 
d ( tang 4*) = «f (tang f ) sin ( f — *•) -1- ( dp </*• ) tang f cos ( ^ — w~). 

Cette valeur de d (tang 40 ■ comparée à la précédente , donnera la relation 

rf.tang f tir 

ta«ig“7 tang(ÿ — tt) ’ 

et comme le premier membre est la différentielle de log tang f , on voit que la longi- 
tude du nœud étant connue, on en déduira facilement l'inclinaison f à l’écliptique. 

.Pour parvenir à celle-là, différencions de nouveau la première formule 

d ( tang 4 ')=<£? tang f cos ( p — w ) , en y faisant tout varier; nous aurons 

rf 1 (tang4) = <f*$ tangf cos(p — *)—dç(df — cér)tangf sin(p — t )-| -dp cos($> — «■)<! (tang p) ; 

ou , en mettant pour d (tagg s) sa valeur, et en réduisant, 

, , , # . , a&dx teinc i 

«/‘(ta«g4) =d>tang f cos (f — *■) — dp‘ tang . sm (f — r) -f- 

Si l’on substitue ces valeurs de tang 4 et de ses différentielles dans la troisième équa- 
tion du mouvement, elle deviendra 

(d*x — x</ç‘)tangf sin(p — n-j-Karfxdÿ-f-xtftpjtang f cosfc— v) -f- ^ ^ 9 ^ lan " 1 ^ 1— — i R </f-, 

fcin — x) 

et donnera , en substituant dans le premier membre , pour les quantités d‘x — xrfÿ*, 
ad cilp -f- ed f, leurs valeurs tirées des deux premières équations du mouvement, puis 
en tirant la valeur de dtr , 

d * = * d, ‘ ^d^ [jP »»(♦—*) + Qcûs(*— «O — 5^7]^ 

d’où l’on conclura .celle de f au moyen de l’équation d ( log tang f ) = j — ■ — ^ 

Telles sont les deux formules qu’il faudra 'introduire dans le calcul, pour rem- 
placer la troisième équation du mouvement, d'après laquelle la latitude devait être 
cherchée, n 

On voit qu'Euler , dont nous venons de rapporter l'ingénieux procédé , qui renferme un 
principe devenu depuis si fécond entre les mains de Lagrange et des géomètres modernes , 
n'explique peut-être pas assez clairement ce qui l'autorise à le suivre; mais on peut faci- 
lement y suppléer par les considérations que Lagrange lui-même a établies dès 1765. 
(Yoy. Mise. Taur. , t. III, pag. 3 *$). 

La relation ^tang 4 ' = tang f sin (0 — ») est l'intégrale complète de l'équation 
«f* (x tang 4- ) = o, puisqu'elle la rend identique , lorsqu'on suppose que les premiers 
membres des deux équations d‘x — xdp* — — j P dt l , itlrdç -f- xd*0 =3 — > Qr/r 1 sont 
aussi , séparément , égaux à zéro. Les deux constantes f et sr devant rester arbitraires , on 
peut les faire varier , et assujétir par là la valeur de tang 4' à satisfaire à l’équation diffé- 
rentielle complète. Mais comme il y a deux arbitraires et une seule équation, on peut 
disposer de Tune des premières pour poser l’équation de condition 

d (tang f) sin (*>—»)— dsrtang f cos (0— •) = 0, 
qui détermine la variation de l’une des constantes, lorsqu'on connaît celle de l’autre , 
et qui simplifie la valeur de d ( tang 4- ) 1 «n exprimant qu'elle est la même , soit qu'on y 
fasse varier ou non les constantes. 
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Comme on n'a plus , après cela , qu’une indéterminée dont on puisse profiter , o» 
doit , en prenant la valeur de d % ( tang 4 ) , différencier complètement celle de 
d (tang 40) ainsi réduite. On obtient ensuite, par leur substitution dans l'équa'ion du 
second ordre, l'expression de la variation de la seconde constante arbitraire; d'où il 
résulte que l’équation tang 4 = tang « siu (p — *• ) , qui est l'intégrale complète de l’équa- 
tion d‘ (x tang 4') — o , peut aussi devenir celle de l’équation d‘(x tang 4) — — à IWt‘> 
pourvu qu'on y regarde les constantes comme variables , et qu'on détermine leurs diffé- 
rentielles au moyen des relations précédentes. 

J 4 • Formule donnée pour la première fois par Mayer, pour déterminer directement la 
latitude (vqy. Theoria Lunte juxta systema Newtonianum , p. G). 

Les équations fondamentales du mouvement, dont Mayer fait usage, sont les mêmes 
que celles d'Euler, que nous venons de rapporter $ 3, en jWésignant par av la distance 
accourcie de la Lune à la Terre , par ç la longitude vraie, [>ar /la latitude , et en divisant 
tout par a. L'auteur introduit ensuite , à la place de l’élément dl du temps , celui de la 

longitude moyenne q, en posant l’équation ( dl * = ^ • ( voy . pag. 45, à la note) , 

où - est la distance moyenne du Soleil à la Terre, n le rapport des moyens mouvemens, 

S 4- T la somme des masses du Soleil et de la Terre, w le rapport des parallaxes. Après 
avoir substitué cette valeur dans les trois équations primitives, il désigne par X, Y, Z 

a’n* ,. , . . . 

'(S-)-T) ’ Ct ‘ obtlent a,nal » 



les produits des forces P, Q, R d'Euler par le facteur 
en divisant par dq % , les équations 
d'v — i ><ip* 



+ X, 



»didp-\-vd*9 , v 

o rr x , 



■- - „ = ürg*'>+zu. 5 , 

La seconde étant multipliée par vàq et intégrée, donne — c — /"Yvrfÿ, 

e étant une constante. On tire de là , en faisant v = — , ~ P> ex'dq ~ dp, 

df P , ,, 

T P = 1 ~ 7 (fl) - 

La première équation devient alors , en n’y regardant pins dq comme constant, 

i , de dq>'. 

° = fo ,l Tq- v dr +x - 

Mais on a -j- = — ’dûùj ~ dp' * <l>n su ^ st ‘ tue dans l’ équation précédente 

cette valeur et celle de dq , en y regardant dp comme constant, puis qu’on y remette 
pour celle que donne l'équation (a) , on aura , en divisant par e’x', et en chan? 
géant de signe, 

d'r , X aPx , P’x , . 

° = ^ +I- 7? — 

îa valeur précédente de P donne aussi # 

_d? Y 

°~dp er 3 ;" 

Enfin la troisième équation , dégagée de la considération de dq constant , et' diviséç 



.( 3 ). 
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o= -j- d 
edq 



(?) 

edq 



Z tan;; l 



on en exécutant la double dilTérenciation, en substituant, après la première , dp, regardé 
comme constant , au lieu de ex'dq, et en remettant après la seconde, pour edq , sa valeur : 

x'd' ( tans l) . , d’x , Z fane l 

° = — ~ X 'ans l gf 4 - 

d’où l'on tire, en remettant pour ^-7 sa valeur tirée de l'équation (1), et en divisant par r 1 , 

o = + ,an S / + tang / — > 1 ^ + ( 3 ). 

dp‘ 0 ' eVsr 1 0 e e 

Lagrange, dans sa pièce sur les Satellites de Jupiter, couronnée en 1766, employa 
aussi la troisième équation du mouvement à la recherche directe de la latitude , et 
d'Alembert lui fit honneur de cette idée, avant que la théorie de Mayer eût été publiée. 

NOTE VII. 

'Équations différentielles du problème des trois corps , que MM. Lagrange 
et Laplace ont doives et appliquées à la théorie de la Liuie. 

Ç 1. Equations fondamentales de l'Essai sur le problème des trois corps. 

Soient A, B, C les masse» de trois corps qui s’attirent mutuellement; 
x, y, z les coordonnées rectangles du corps B autour de A ; 
x’,y, z celles du corps C autour de A, supposées plus grandes que celles de B; 
les distances entre les corps A et B, A et C , B et C ; 

■ .k 

en sorte que l’on ait 

r = V’x’-i -y+ s*’, /= {/I^+y'+z', r'=x l/ (*'— *)•+ (y—yyjf^'—zy. 

Dans le mouvement absolu , le corps A serait soumis aux forces y , suivant la ligne AB; 

C AC 

suivant AC; et le corps B aux forces — , suivant BA; y , > suivant BC. Dans le 

A4 b 

mouvement relatif de B autour de A, le premier corps sera soumis aux trois forces — — — , 
C' r 

pi t respectivement dirigées suivant les lignes B A, BC et CA. Et comme les connus 
des angles que font les directions de çhacune de ces forces avec Taxe^des x , ont pour 
expressions y , —p— > y, on aura , en exécutant les produits , et en prenant avec le 

signe— les composantes qui tendent à diminuer x, l’équation du mouvement relatif 
de B , parallèlement à l’axe des x : 

16 
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s+ep+ÉV+c 

on trouvera de même , par rapport aux deux autres axes , 

% + (r?* +£)y + c “ 0 • 

w + (rP + £) 2 + c G* "*?») *' =0, 

Si l’on change B , x,y, z, r en C, x',y', z , ri dans ces équations , et réciproquement ,' 
on aura celles du mouvement relatif du corps C autour de A, savoir : 



(C). 



k + Js) y + B (t; - 75) = ° . 

*' + B (?■?*) * = °- 



Enfin si l’on fait x' — x=z x*, y — y —y’, a' — * = z", on aura , pour exprimer le 
mouvement relatif du corps C autour de B, trois équations que nous ne poserons 
pas , pour abréger , et qui se déduisent des premières , en y changeant respectivement 
A, x , y , z , r en C, x’,y',z’, i*, et vice versa. , 

~ .... <f*-r* x cf*x + y<f*y 4- zd'z . . , . . dx*4- <iy*-W** 

Or on a 1 équation -^T = ~^r + u > en faisant = u*; 



d’x 



si l'on y met pour , etc., les valeurs précédentes, elle donne, en remarquant que l’on a 



xx'+yy+zz' = 



r*+ ri*— r' 1 






l\ l‘+r , ‘~ ri* 






Si l'on change successivement , dans cette équation , r , C , u en ri, B , u', ou r‘, A , u*, 
et réciproquement , on aura immédiatement les deux autres , où u' et u* désigneront 
les vitesses relatives du corps C autour de A et de B, de même que u est la vitœsa 
relative de B autour de A. Il s’agit maintenant de les éliminer toutes trois , en substi- 
tuait leurs valeurs en fonction de r, ri, ri dans les équations précédentes. 



L'équation u’ 



, dx % -)- dy * -f- dz % 



donne, en la différenciant. 



d'x 



dxd'x -f- dyd'y -f- dzrPz 



m, e n mettant pour , etc. , leurs valeurs tirées des équations (B) : 

udu = — (^7T- + £î) — C (^T — pï) (x'dx+y’cfy + z'dz). 

Lagrange suppose x'dx -f- y'<ty -f- z'dz — xdx' — ydf — zdz df ; * 
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lui donne alors , en la dilTérenciant, 



sddx 4- y rfy -j- z'rfi = j (rrfr 4* r’dr — r"dr" -+- df). 
Posant ensuite, pour plus de simplicité , 

= P, Kr'+r'W) = p', i (r*4- /*• — r"*) = p”, 



r" r s — 



1 1 _ 

? - pr, - q , 



r ,J r 1 ~ q q 



La valeur de udu devient , en y faisant = p — <f, ardr = dp 4- dp", 

audu — — n.^-iILlh-£ rdr + C [g'rfp' — (q — g') dp" — qdf] ; 
d’où l’on tire , par l’intégration , 

u* = " ^ ^ ^ ^ CQ , en supposant q dp' — q" dp" — qdf r= rfQ. 

•L’équation (a) devient alors, en y substituant ces valeurs^ et en faisant pj — ~ — ‘/'(pd-p"), 

C(pq —pq 4- Q ) = o. 

On obtiendrait facilement les deux équations en d et r" de la même manière; et quant 
à celle qui sert A déterminer f , on y parvient en dilTérenciant la valeur de df , et en 
y substituant pour rf\c, d'xf, d‘y , etc., leurs valeurs tirées des équations (B) et (C), 
ce qui donne 

3P + C pq — W — a pV = o- 

5 3. Équations qui déterminent, sous forme finie, les expressions des variations du 
rayon vecteur, de la longitude et de la latitude , dues à faction des forces perturba- 
trices , telles que les a données M. Ixtplace. 

Conservons les notations de l’article précédent , en supposant que le corps B soit la 

Lune, et en substituant à C la lettre S, qui représente la masse du Soleil ; désignons de 

i ni S ( L ix r 4->ÿ 4- «') S 

plus par R la quantité — i 4? — 



V (*—■*)*+ (y-?)* 4-1*'— s)** 



et 



■ f* la somme de* masses de la Terre et de la Lune ; les équations (B) deviendront 



par f* la somme des masses de la Terre et 

9 d*x p.x /efR\ rf*y . f * .y , /tfR\ t r*.z . /rfR\ 

<*>”• °=ÂT+V + U> ° = + d +{.Ty)‘ ° = -2F + T>- + U> 

Si l’on multiplie la première par siir, la seconde par arfy, la troisième par arfi ; qu’ensuite 
on les ajoute, et que Ton désigne par la caractéristique d mise devant R, la différentielle 
de cette fonction prise par rapport aux seules coordonnées x , y , c, on aura, après avoir 
£» 



intègre avec une constante 



_ dx* 4- rfy* 4* rfi* 
dt x 



T + Z + * 



Si Ton ajoute l’intégrale précédente à la somme des équations (A) , multipliées respectiie- 
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ment par x , y , z , on aura , en remarquant que 

xd‘x-*ryd’y -f- zd’z + dx*-f- dy* -f- dz*= d ( xdx -\-y dy -f- zdz ) = d ( rdr )t= | d‘ . r*: 

° - ^dF“ r + a +afdK + X (S) + ->' (^) + 2 (S) 

Soit JY la partie de r due à l’action du Soleil. Si l’on substitue r -j-<tr au lieu de r 
dans l’équation précédente , les termes indépendans de l'action du Soleil devront se 
détruire d’eux-mémes, par la nature du mouvement elliptique, et l’on aura , en négligeant 
le carré des forces perturbatrices , 

, . d*(rh) , p.rir . , /dR\ . /dR\ . /dR\ 

Si l’on prend pour plan fixe des x,y un plan très peu incliné à celui de l’écliptique ~ 
s sera de l’ordre des forces perturbatrices ; et puisqu'on néglige le carré de ces forces , 

on pourra négliger la quantité z De plus , r et v ne différant que de quantités de 

l'ordre z* de leurs projections sur le plan fixe , on peut les prendre les unes pour les 
autres , et supposer x = r cos v, y = r sin v , ce qui donne 

par le procédé de la transformation des différentielles partielles, dont nous donnerons 
plus bas un exemple. 

Cela posé , les équations (6) multipliées respectivement par x,y, z, et réduites en 
coordonnées polaires, au moyen de la valeur de r et de la relation 



rd'r — r*dv* 

" 3 ? 






(d R\ 
A dr} 



dx' -t- dy* -f- dz’ = dr* -f- r‘dv', donnent l'équation o = 

Soit tv la partie de v due à l'action du Soleil ; l'équation précédente deviendra, en 
y substituant v + év au lieu de v, r-j-éVau lieu de r, et en n’ayant égard qu’à la 
première puissance des forces perturbatrices , 



rrf'.J'r îrd'r — ar^rde* — ar*dvd./V 

o _ jï 



../y 



+ r 






et comme rdv • et r*dv s’y trouvent multipliés par ir ou d.Sv, on peut y substituer 
leurs valeurs elliptiques, données, pour l'un, par l’équation précédente sans dernier terme; 
pour l'autre, par l’équation des aires , fdv = dl y/^t.a ( i ' — e*). On obtient ainsi 

rd‘.*r— trefr 
° — df 

ou en substituant , au lieu de 



sa valeur tirée de l'équation (c). 



_ d ( rd. h- — J'rdr) 5 d* ( rtr) 



2 d.tv + g/<m + 4r g ) . 



dR> 



dr di 

d’où l’on tire , en intégrant et en faisant n = n , a 5 , 
i r“a rd.tr-\~ dr.tr 

~ \/ 1 — e L o‘ndt 

équation qui donnera la valeur de iv quand on connaîtra celle de tr. 
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Si l'on multiplie pour cct effet la première des équations ( 4 ) par rf Y , en négligeant le 
dernier terme du produit , comme étant du second ordre des forces perturbatrices , et 
qu'on l'ajoute à l'équation (c) multipliée par x, on aura , en intégrant, 
rtr.dx — xd ( rtr ) 



dt 



fxdi Qj/</R+ r (y:)]]- 



Si l'on change x en y et y en x dans cette intégrale , on aura la suivante : 
_ rïr.dy — yd(rtr) , [~ . /dKS 



dt 



./yt[ a /dR + r(§)]; 



et si l’on ajoute la première de ces intégrales multipliée par y , à la seconde multipliée 
par — x, on aura 

Tt ' xdy J/''~ - [y*® + r (?)l — yfxdt D*® + r (57)1 ; 

d’où l'on tire , en mettant pour x et y leurs valeurs approchées , r cos v et r sin v dans les 
termes où entrent les forces, pour xdy — ydx celle de r*dv dans le mouvement ellip- 
tique, et en faisant ft — n’a 3 , 

/y=-^L=|acosv/n</t.rsinv^a/dR-f-^^^^j — asinv//uft.rcost|^ 3 /i/R-l-r^^^J. 

Enfin, pouf déterminer les perturbations en latitude, il suffit de remarquer que la troi- 
sième des équations ( 4 ) ayant précisément la même forme que l'équation (c), son 
intégrale aura aussi la même forme que la précédente , qui donnera immédiatement , en 

y changeant rtr en z ou en rts , et a/dR-f-i cn (S). 

fs — * .. . cos ne ^ ' r S ^ D v (?) — a sin v fndt . r cos v <S)J 

Les expressions précédentes de f r , fv, fs sont celles qu'on trouve dans la Mécanique 
céleste , t. I , p. a 58 . Les deux premières sont démontrées aussi dans les Mémoires de 
Paris pour 1780, p. 46 — 4 ®> et dans ceux de 1786, p. a 44 , avec les seules différences 

que fi est alors pris pour unité de masse, et que x , y , > (y") » (?) se trouvent 

tels qu'ils y entrent d’abord , sans qu'on les ait encore remplacés par leurs valeurs 
approchées en fonction des coordonnées polaires. 

§ 3 . Formules de la Théorie de la Lune , de M. Laplace , telles qu'il y est parvenu dans 
le t. // des Mém. pliys. et malh. de l’Institut, p. 147. 

Reprenons les équations ( 4 ) de l'article précédent, en y faisant ftxs t , en. prenant pour 
R une valeur de signe contraire , et en conservant du reste les mêmes notations ; ajoutons 
les deux premières respectivement multipliées par — y et par x, nous aurons la suivante : 
d’y d'x A/R\ /i/R\ • ,, . . . 

x dp-y w~ x Ki}) -y \Tx ) * { î ui p eut s écr,re a,nsi 

et qui , sous cette forme, n’exige plus qu'on regarde l'élément dt comme constant. 
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Ajoutons ces mêmes équations multipliées , la première par x , la seconde par y , et 
mettons , dans le mente but , le résultat sous la forme suivante : 



, Çxdx 



» 

Enfin , multiplions respectivement les trois équations (5) par — xz,—yz, x’-f-j*, et 
nous obtiendrons, en ajoutant les produits , la formule 

= [V + y- ) (î) -x- (ç) - ■ «* ®] — W. 

où de même que dans les précédentes , aucune différentielle n’est supposée constante. 

Il s'agit maintenant de changer dans toutes trois les coordonnées rectangulaires x,y, z 
en d'autres u, v, s , qui représentent l’inverse de la projection du rayon vecteur de la I.uno 
sur le plan fixe des xy , l'angle que cette projection fait avec ce plan et la tangente de la 
latitude , de qpnière à transformer les équations différentielle:» (a) (a) (a*) en d'autres 
qui soient propres à déterminer les nouvelles variables , et où l'on regarde l'élément dv 
comme constant. 

» sin v s . , i V y » i *4“ 

v = 

u 



Or. on.x=^,J»=^,*=*-.et de là *•+>*= L. £ = 



u" 



du , , dv , urf.t — sdu 

xdx+ydy= — -r, xdy-ydx=-, dz = , 



dx' + <fy* = 



uf 

u'dv * 



• du' 



u‘ 



-, ds — udz — u'z (xdx-f-ydy). 



Comme la différentielle complète de la fonction R doit être la môme , quel que soit le 
système de coordonnée» par rapport auquel on la prenne , on a l'équation 

(§)** + © J >‘ + @ rfs =@ ,, “+@ dv+ (£) 
si l'on substitue dans le second membre, pour du, dv, ils, leurs valeurs en fonction 
de<£r dy, dz, tirées des relations précédentes, cette équation deviendra identique; les 
coefficient' de dx , dy , dz devront donc s’y détruire séparément, ce qui fournira les 
valeurs cherchées des différentielles partielles du premier système en fonction du second, 

■~'©— «H'®—'©' 

©=>-*■ ® +“' ($)-»“' ©• @=<î> 

L’équation (n) devient, en y substituant ces valeurs, d = (^) dt ;t d'où l'on 



tire, en multipliant par — , et en intégrant, 

dv 

dt — 



“V A,+a /©? 

fi étant une constante arbitraire. 
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L'équation (e) donne aussi , en prenant la différentielle de u'dt , dans la supposi- 
tion de dv constant , et en la divisant par u'dt ; 

© dv ' 

u* 

r 

Les mêmes transformations opérées dans l'équation (a') la réduisent à 

, / du \ , u'dv' + du' udt r » 

d’où l’on tire, en développant le premier terme , et en multipliant partout par , 
du' du d(u s ift) 



d'à du' du d(u'dt ) u'd t' _ u i dt' P /<iR\ . s /rfR^ 

dv' ' U udv' dv' u 3 dt , " ~I" 

<fv*(t 4- r*)* 



uWr/dRN s /rfR\~J 

l~ dv' |_VtJ + ûU JJ" 



_ ,, d(u 3 df) du d(u‘dt) , . , 

Or I on a ■ ; ■ = — 4 ■■■ ■ ■: si 1 on met, pour le second tenue, sa valeur, et 

u'dt u ' u'dt r 

qu’on substitue l’expression qui en résulte, ainsi que celle de u'dt, dans l'équation précé- 
dente , on aura , en multipliant de part et d'autre par A* -f- a J' > 

équation qui sert à déterminer l'inverse de la distance accourcie de l’orbite troublée , et 
de là , en substituant la valeur de u qu'on en déduit dans l'équation (e) , l’expression 
du temps eu fonction du mouvement angulaire. 

Enfin , l'équation (a*) devient, en y faisant les premières substitutions , 

1 , fuis — sdu\ s , / du \ s u'dv' + du' r~ i /dR\ /<fR\ s‘/dR \~ | , 

û* d \ ïMt ) + ü d \js3t) + Z’ zzit — = Lûv*J + j \Tup- a<tt; J Jt > 

ou en développant les deux premiers termes , et en multipliant par — , 

ifs 1 ds d(u’dt ) sdu r~/du d(u'dt)\ d(u'dt)~\ 
dv' * dv* u'dt Ü3v* u u'dt ) u'dt _J 
__ u'dt' s /dR\ 1 ■+■ r» 

dv' Lu \ du) ' u’ \dl* JJ 

On voit que le quatrième terme du premier membre est identiquement nul. Si l'on 
met à la place des autres termes en dt leurs valeurs , et qu'on* multiplie partout par 

h ' -f- a Ç ~T » cette équation se réduit à la suivante : 

•=(£+*)l>-/® ••••• »• 

qui sert à déterminer le mouvement en latitude. * 

Les équations (e) (/) (g) forment un système complet de formules , que M. Laplace a 
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doané aussi dan* le t. I ,r de la Méc. cil., p. l5l , avec un seul changement, qaf con- 
siste à prendre , an lieu de R , une autre fonction Q = - -J- R , dont l'introduction à la 

place de R a l’avantage de simplifier un peu les équations , en faisant disparaître le 
second terme de l'équation (/) , et d'exprimer , par des différentielles partielles de Q , 
toutes les forces qui agissent sur la Lune. C'est aussi sous cette dernière forme que M.La- 
place fait usage de ces formules dans la Théorie de la Lune , qui forme le livre VU de 
la Mécanique céleste. 

Pans le cas où l’on a R = o , les trois équations précédentes deviennent 



dt = 



u'dv 

hu* 



d'u 

° = ^r + “- 



s . 

**(!+*•)* 



d*s , 



La dernière étant satisfaite parles valeurs sinv et cosv, prises pour s, on voit immédiate- 
ment que son intégrale complète peut être mise sous la forme Asin(v — f), A et I étant 
deux constantes arbitraires ; c’est l'équation polaire d'un plan dont A est la tangente de 
l’inclinaison au plan des xy , et I la longitude du noeud. 

L’intégrale de la seconde équation sans dernier terme étant aussi de la forme 
u = a sin (v — *■), pour qu’elle devienne celle de l'équation complète, il suffit d'y 
ajouter un terme qui satisfasse à cette équation san9 nouvelle constante arbitraire; or, l'on 
voit facilement que b y' i -j- s*oub[/ i-f-A’sin‘(v — *) remplit cette condition; et sa 



substitution au lieu de u , dans la seconde équation , donne b — ^ Si l'on 



suppose ensuite a z 



' A’C i A 1 ) 
l'équation dont il s'agit prendra la forme 



— , e étant une nouvelle constante, l’intégrale complète de 



'A* 0 + **) 



e cos (v— t)]. 



Remarque. Euler a toujours donné, jusqu’à sa seconde théorie de la Lune, un coef- 
ficient j aux forces P, Q, R, et Mayer l’a suivi sur ce point. Voici probablement à 
quoi tenait cet usage. 

Euler voulant dans sa Mécanique exprimer les vitesses par les racines des hauteurs, 
écrivait c= \/ e au lieu de c = P^a ge ; il prenait donc 2 g ns i , ou g = j. Ainsi la 
vitesse g 1 acquise dans l'unité de temps étant représentée par j , la vitesse acquise dans 
l’instant dt était j dt. 

Or, en prenant pour unité dp forces la gravité, on avait, pour une autre force P, 
produisant la vitesse dv dans l’instant dt , P ; i :: dv’. \dl \ d’où l’on tirait, à cause de 

V = ~, d’x = }Pdt‘. 



FIN DE LA PREMIÈRE PARTIE. 
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CHAPITRE PREMIER. 

Pièces d’Euler sur les inégalités de Jupiter et de Saturne. 

A v milieu de ce nombre infini de pointe étincelans dont la voûte céleste est parsemée , Dêierminaiinn 
et qyi gardent entre eux une position à peu près constante, un petit nombre d'astres errans, j", 

•ou de planètes, semblent voyager dans le ciel avec des vitesses inégales; et chacun d’eux, fo ^ im ,c * 
après avoir successivement occupé tous les points d'un grand cercle de la sphère , revient 
au lieu d'où il est parti , au bout d’une certaine période de temps. Le bel éclat que 
jettent ces corps lumineux, leur proximité de la Terre, la pâture et les rapports de 
leurs mouvemens , durent promptement fixer sur eux l’attention des observateurs. Cinq de 
ces astres furent reconnus dès les temps les plus reculés ; leurs distances mutuelles, et la du- 
rée de leurs révolutions furent mesurées. Mais les anciens crurent généralement , jusqu’à 
Copernic , que les planètes tournaient autour de la Terre comme centre ; ils représen- 
tèrent, jusqu’à Kepler , leurs inégalités périodiques par l’appareil illusoire et compliqué 
d’un cercle excentrique chargé de plusieurs épicycles, et ne purent expliquer par là, 
d’une manière satisfaisante , le singulier phénomène des stations et des rétrogradations. 

Newton , en démontrant la loi générale de tous ces mouvemens , fournit enfin un puissant 
moyen de les faire mieux connaître; il détermina avec précision les masses de Saturne 
et de Jupiter (Princ., iiv.llt, prop. 8.), et il fit voir (prop. i 3 ) que dans les conjonc- 
tions de ces planètes, les forces d'attraction de Jupiter et du Soleil sur Saturne étaient 
dans le rapport de t à ai i ; et que la différence des attractions de Saturne sur le Soleil et 
eur Jupiter, était à la gravité de Jupiter vers le Soleil, comme les nombres i et 2409. Ce* 
pendant la petitesse des inégalités des planètes dues à leur action mutuelle , rendit long- 
temps les tables fondées suAe mouvement elliptique, sulluamment exactes pour les besoins 
de l’Astronomie ; et l’on n’eut recours à la théorie, que lorsque les observations eurent 
fait entrevoir des anomalies dont elles ne pouvaient donner l’explication ni fixer la loi. 

Kepler s’était aperçu que les observations de Kegiomontanus donnaient , pour Saturne Dêmoven. 
et Jnpiter , des lieux plus ou moins avancés qu’ils ne devaient l’être d'après les moyens <' e *' n< ît‘ | ù«!ta 
mouvemens établis sur les observations de Ptolémée. Flamstecd remarqua, en 168a , jupiicrcideSa- 
que toutes les tablés faites d’après les observations de Tycho donnaient .trop de vitesse lu<0 *' 
à Saturne et trop peu à Jupiter , ce qui indiquait un retardement dans le mouvement 
du premier et une accélération dans celui du second , devenus sensibles dans l’espace d'un 
siècle. Halley fixa , par les observations , la première quantité à i' 34' , et la seconde 
à 36 ', pour le premier siècle , à partir de 1700 , et il admit dans ses tables deux équa- 
tions séculaires qui augmentent comme les carrés des temps , l’une de 9° ■ en deux mille 
ans , l’autre de 3 ° 49' dans le même intervalle. 11 supposait aussi, de même que Jacques 
Cassiui , que les aphélies et les noeuds de ces planètes étaient mobiles : celui-ci donnait à 

•7 
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l'aphélie et aux nœud) de Jupiter des mouvemens directs par rapport aux équinoxes, 
montant à 57 * et à 24* par an, et supposait que ceux de Saturne avancent de 1' 18", et de 
57" dans le même intervalle de temps. Enfin Lemonnier avait vu , en 1746, que les ob- 
servations indiquaient pour Saturne une inégalité sensible, qui disparaît lorsque, se 
trouvant dans ses moyennes distances, il est dans une certaine configuration avec Jupiter. 

1 Prix itel'Ae»- Ce fut pour déterminer la cause de ces inégalités, et fixer leurs quantités avec plus de 

jet. " *“*“*“' précision , que l'Académie des Sciences proposa pour sujet du prix fondé par M. Rouillé 
de Meslay, qu’elle devait donner en 1748» une Théorie de Saturne et de Jupiter, par 
laquelle on puisse expliquer les inégalités que ces deux planètes paraissent se causer 
mutuellement , principalement dans le temps de leur conjonction. L’Académie reçut 
trois pièces, et couronna celle d’Euler , quittait arrivé» en août 1747, et qui fut im- 
. primée séparément en 17^9 , ce qui la rend maintenant assez rare. 

M«rc' t nirvte Euler commence ce Mémoire par exposer , dans une introduction , le cours de ses idées 
et le plan de son travail. 11 montre que l’action de Saturne et de Jupiter l’un sur l’autre , 
excède tellement celle des autres planètes , soit par la quantité de matière , soit par la 
proximité , qn’on peut négliger les forces qui proviennent de celles-ci dans la détermination 
des inégalités de celles-là. II en dit autant de celles qui seraient introduites dans le 
mouvement de Saturne par les dérangemens qu'éprouve le mouvement de Jupiter , et 
réduit ainsi la question proposée à déterminer le mouvement d'une planète qui est 
sollicitée , tant vers le soleil qne vers une autre planète qui décrit autour du Soleil une 
ellipse conformément à la théorie de Kepler. Le même calcul peut alors s'appliquer 
aux inégalités de l’une et de l’autre de ces planètes, et il s'occupe seulement Vie celles 
de Saturne, comme étant les plus remarquables, u Pour peu, dit-il, qu'on s'enfonce dans 
s cette recherche, on s'apercevra bientôt qu’elle est beaucoup pins difficile que celle du 
r> mouvement de la Lune ; je me flatte cependant qu'à l'aide de plusieurs détours analy- 
x tiques , j’en viendrai tellement à bout, qu’ou ue trouvera rien à désirer au-delà...... Je 

r supposerai Saturne projeté sur le plan de l’orbite de Jupiter, et déterminerai à chaque 
» instant sa distance accourcie z, sa longitude p, et sa latitude 4>, celle-ci au moyen 
» du mouvement des nœuds et de l'inclinaison , selon l'usage des astronomes ; mais 
» comme il serait trop pénible de surmonter toutes les difficultés à la fois, je passerai 
» par degré , et je supposerai, 1*. les deux orbites tant dans lh même plan que destituée» 
x d’excentricité , ce qui me fournira une espèce d’inégalité dans le mouvement de Sa- 
li turns , qui sera semblable à celle de la Lune que les astronomes appellent variation. 
x a°. Laissant les deux orbites dans le même plan , et celle de Jupiter circulaire, j’aurai 
n égard à l'excentricité k de Saturne , et je déterminerai le* nouvelles inégalités qui ea 
x résultent. On sera peut-être surpris de voir que celles-ci surpassent considérablement 
x celles de la première hypothèse. 3 °. Je supposerai l’orbite de Jupitet excentrique , tell» 
n qu’elle l’est eu effet, et cette circonstance fournira encore de nouvelles inégalités» qui 
x même seront les plus considérables- 4°- Enfin, je considérerai l'inclinaison mutuelle de» 
x deux orbites , je montrerai qu’elle n'a qu’noe influence insensible sur les inégalités de 
x la longitude , et je tâcherai d'en déterminer tons le* ch an gesse ci successifs , avec 1e 
v mouvement de la ligne des nœuds qui en résulte. » 

On voit , par cette courte exposition , où nons avons supprimé ce qni est relatif à l'in- 
suffisance de l’attraction newtonienne, dont il a déjà été question, combien la marcha 
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qu’Euler indique ici a de rapports avec celle qu’il a suivie dans ses Théories de la 
Lune. Les formules générales qu’il emploie, sans les démontrer, sont les mêmes, ainsi 
que les expressions des forces , et la méthode d’intégration dont il se sert est aussi tout- 
À— fait analogue. Les détails dans lesquels nous sommes entrés sur ces divers objets , dans 
la première partie de cet écrit , nous dispensent doue de suivre pas à pas notre auteur 
dans toutes ses opérations successives , et nous permettent de borner notre examen à 
celui des points sur lesquels théories sont différentes. » 

Parmi un grand nombre d’idées neuves que renferme cette pièce d’Euler , dont la 
publication est fort antérieure à celle de tous ses autres travaux sur le problème des trois 
corps, l’une des plus remarquables est le prooédé dont il fait usage pour développer 
l'expression de l'inverse du cube de la distance du corps troublant au corps troublé,- en 
une série convergente , qui procède suivant les cosinus des multiples de l'élongation. 
Nous avons vu que cette distance inconnue , dont le cube entrait en diviseur dans les 
expressions des force? perturbatrices, devait être éliminée des équations du mouvement, 
alin qu'il n'y restât plus que les variables que l'on voulait déterminer ; qu'il fallait pour 
cela y substituer sa valeur en fonction des deux autres côtés du triangle formé par les 
trois astres et de l’angle compris ', et que , dans le cas de la Lune , troublée par le Soleil 
dans son mouvement autour de la Terre , le rapport des distances des deux premiers au 
dernier était une si petite quantité (environ untfoo*) , que le développement, ordonné 
suivant les-puissances de ce rapport , était très convergent. Dans le cas actuel , au con- 
traire, la distance accourcie sde Saturne au Soleil étantà peine doublede celleyde Jupiter 
au Soleil, on voit naitre de là une grande difliculté, qu'Eulcr sentit, et qui lui ht craindra 
d'abord qu'il ne fallut , après la substitution de la valeur de la distance v de Saturne à 
Jupiter, garder dans le calcul la formule irrationnelle non développée, ce qui aurait 
rendu la solution impraticable (*) ; mais il ne tarda pas à s'apercevoir qu'il était possible 
de l'éviter par un heureux ardfice, qui a été généralement adopté depuis, et qui, par sa 
grande utilité, est un des plus beaux titres de gloire de son inventeur. 

Supposons qu'on ait la formule irrationnelle ( t — g cos» )”** à développer, g étant 
une fraction assez près de l'unité ; Euler prescrit de le faire au moyen de la loi du 
binôme, en réduisant ensuite en multiples les puissances de cos». Il désigne alors leurs 
coelficien par A, B, C, etc. , et montre qne leurs valeurs sont des séries qui suivent une 
loi régulière (**). Au lieu d'avoir à chercher péniblement la valeur de tous ces coefli- 



(*} Désignons en effet, par • l'elongation de Saturne à Jupiter, et par 4 1» latitude de cclui-l&au-desvus «lu plan 
de l’orbite de celui-ci { on t v=. ^ jr» — a y* cos « , ou en prenant pour y et c leur» valeurs 

moyennes a et f, et en faisant 4 = ° g = • 



* -t-x‘ 



•' = ■ 1/*+** (I — ^ co«-)*, d'où ji -,( t-jcos») 

- •' (i + »'|t * 

g étant S peu pris égal 
'(••) On a 

c =«+>«.. + e-e+j c „.. . + 



ce qui donne, en développant les puissances de cos», une Une delà forme A B cos • -f- C cos s» - 4 . 
D cos 5» ■+■ etc. , oii Ton a 



. lïJL±± r* i 4 S p-M + t p + 



Mnliode qn’il 
dounc pour le 
développement 
des fonctions il* 

rationnelles. 
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ciens , Euler donne un moyen de les obtenir tous en fonction des deux premiers , par 
des relations successives. Il y parvient à l'aide d'une équation dilTérentiellc , qui devient 
identique, indépendamment de », lorsqu’on y fait les substitutions, et qui donne alors, en 
égalant séparément à zéro les coelliciens des sinus de chaque multiple de « , des équations 
pour déterminer chacun de ces coelliciens en fonction des deux précédens (*). 

Jn î*"" 11 "" La difficulté est donc réduite à déterminer les valeurs de A et fi par une approxima- 
nuencotStLns lion suffisante. Euler donne pour cela plusieurs méthodes sans les démontrer ', l'une 
consiste à regarder A , B et g comme variables ; mais elle le conduit à une équation 
dont il dit n'avoir rien pu tirer. La plus sûre , ajoute- il , serait de sommer un certain 
nombre de termes, par exemple 10, depuis le commencement des séries, et de représen- 
ter A ou ï B par cette somme, plus le produit du terme suivant, par une suite qu'on peut 
regarder comme récurrente ou résultant du développement d'une certaine fraction. Enfin, 
il indique une autre méthode fondée sur la division d’un angle droit en autant de parties 
qu’on veut, et sur une propriété des sinus de ces parties , qui a un grand rapport avec 
les suites qui expriment A et j B ; il donne alors, sans démonstration, en appelant q l’angle 
droit , des expressions approchées de ces coelliciens dont la loi est facile à saisir (**), 
Application Euler applique ensuite ces procédés, dans sa première approximation , au développe- 
iatuiM. Uriï **' nient de (i — g cos «) en faisant dans les formules = il convient que la série 
qu'on trouve ainsi pour le facteur irrationnel n’est pas d'abord très convergente -, mais il 
montre, dans la suite du calcul , que les intégrations lui font de plus en plus acquérir 
cet avantage-, observation très importante, qui lui est Entièrement due (ainsi que d'A- 
lembert le reconnaît , Rech., t. II , p. 81 ), et qui lui permet de ne garder qu’un petit 

— s* di itadtt sut tt 

(*) Suit en effet (î— ■geo**) — * ; on a — - = — , d’où Ton tire l'équation. 

^ (' — f = o, 

qui donne, en y substituant pour s la série indéterminée qui l'exprime, et ponr ~ la dérivée de cette ra* 
leur, le* relation* 

„ a;B — **A) n _ 4 C — fl -#-/*) GO — (*•+-*) gC 
(**) Ce* valeur* sont 

A s= ; |(l— «sio )■''+(' + g *in j?) - *} , I B = j.in î,| (>-**'" 

et il en donne d'autre* analogue* et plu* exacte*, mai* plus longues, en fonction de sin 4 7» *10^7. La 
première de celle* que nous venons de poser s'obtient en changeant alternativement m rn 90° + » et 90 e — • 
dan* la formule £1 — g co*«) ** = A 4 - B cos a 4- C cos a» 4 - etc. , et en supposant, apres avoir ajouté 
le* résultats, * = - G » pais en négligeant les termes du second membre qui suivent le premier, & cause 

de leur petitesse. ( Voyez le Cale, integr. d'Eul. , t. I, chaps VI, et le grand Traité de M Lacroix , 

I. II, ehap. I, p. iat ) 

La comparaison des deux *éries qui expriment A et B fournit nne équation ponr déterminer ce dti« 
nier, lorsqu'on regarde A, B et g comme variables ; en a alors l'équation différentielle 



d'où I on tire en intégrant , 



B</$ 4-£<JB = *j*dA -+- iftgAdg, 
B = s [a, + /-*«<%]• 
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«ombre de terme» de ce développement , dans les expressions finies des variations du 
rayon vecteur et de la longitude. 11 suppose + nr), dtp = mrfÇ -f- ndx , Ç étant 

l’anomalie moyenne de Jupiter , et obtient deux équations : l'une du premier ordre en x 
par rapport à Ç , l'autre du second ordre en r par rapport à », dont l'intégration par les 
séries lui donne la valeur de r, et de là celle dcx. Dans sa seconde approximation, Euler 
a alternativement égard à la première puissance des excentricités h et e des orbites de Saturne 
et de Jupiter, en prenant pour variable indépendante, tantôtl’anomalie excentrique q de ce- 
lui-là, tantôt celle de Jupiter p; ce qui lui donne, dans l’un et l'autre cas, pour ~ , outre la 

partie qui a ( i — g cos «)” * en facteur , un autre ternie multiplié par (1 — g cos »)”* (*). 

Il emploie alors , pour développer ce dernier, le même procédé dont il a fait usage pour 
l'autre, en prenant pour le facteur irrationel une série de la forme P Q cos» 

+ R cos a» + etc. , et en déterminant P et Q au moyen des formules précédentes , en y 
faisant /t — |. Cette difficulté étant surmontée , la petitesse des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites planétaires, comparativement à celles de la Lune, simplifie le 
problème , en lui permettant de négliger un beaucoup plus grand nombre de termes ; et le 
rapport de la longitude à l'anomalie lui donne un mouvement de l’aphélie précisément 
le même que celui des Tables de Cassini. 

C'est dans la recherche des inégalités du mouvement de Saturne qui viennent de l’ex- Euler tronre 
centricité de l'orbite de Jupiter, qu'Euler, pour intégrer les deux équations différentielles ck*,i!n! riu!£ 
du second ordre, qui servent à déterminer les parties r et x de la distance accourcie 6, * lc- 
et de la longitude qui sont dues aux forces perturbatrices , suppose un terme Qe cos (» — p ) 
dans le développement indéterminé de r, et trouve ensuite, par la substitution et la 
comparaison, que le coefficient de ce terme est infini, u C'est une preuve, dit-il, qu'outre les 
» termes déjà introduits, il en entre, dans la valeur de run autre de la forme Trp sin (« — p) 

» qui renferme un angle absolu , et qu'il faut ajouter à la valeur supposée pour r; l'équa- 
» tion différentielle en d'r contiendra alors le tenue — umTe cos ( » — p); et puisque 
n oeux en Q se détruisent, on tirera la valeur de T par la substitution , en égalant à zéro 
n la somme des coelficiens de cos (» — p); ainsi la lettre Q n’entrera plus en cons i- 
n dération , elle sera nulle ou indéterminée, n Euler attribue principalement aux termes 
de cette espèce , qui croissent à chaque révolution, les dérangemens singuliers observés 
dans le mouvement de Saturne , et il regarde leur détermination comme étant trop 
délicate pour qu’il ose s’y hasarder par la voie de l’approximation; il remarque, au 
reste, que le dérangement de Jupiter par Saturne pourrait changer beaucoup la valeur 
de Q , parce que sr l'on avait, gar exemple, t/£ = idp, i surpassant un peu l'unité, l’inté- 
gration donnerait au lieu du diviseurm* — m 1 , celui-ci (/ — 1 — m)* — m* , qui ne serait 
plus nul , mais seulement très petit. C'est , en effet , pour avoir négligé celle action 
réciproque des planètes l'une sur l’autre , et n’avoir pas eu égard au mouvement de 



( *) Si l'oti suppose r =/(i -t-è cosvl.y = o,oo obtient, en Lissât toujours =o,/= >.a, - — — = 5, 

_s o» i _i , -t 3 »/t -1 • 

= [(i— £cos»)-t-fft(» — cotajcosq] fftos»,. ' ('— ■ <«*•) 1 (s— co»»;coeq+ele. 

On parvient i Is même répression lorsqu’on snppoae s ~f, y œ a f i -f- e cos p) , s ver "la Santa différence 

que la quantité ecusp - — cos»^ remplace le facteur Acoaq(a — -cos»; du srcotld tenue. 
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l'aphélie de Jupiter , qu'Euler a trouvé d’abord , dans les valeurs des variables , ces terme* 
contenant des arcs de cercle, qui rendent la solution fautive , et qui ne doivent réellement 
pas y entrer, ainsi qu'il l’a fait voir lui-même depuis. 

Euler passe ensuite aux variations de la longitude du noeud w et d* l’inclinaison f , 
dont il donne, tans démonstration , les expressions générales; il obtient, en les dévelop- 
pant et les intégrant, pour r , un terme constant qui lui montre que le lieu du nœud 

jjB 

de Saturne rétrograde par rapport aux étoiles , d’un angle de — X 36o° , ou 

4^1 rl 

de 8’ 47" par révolution , c'est-à-dire de 1 8* par an , ce qui donne à ces même» noeuds 
un mouvement direct de 33* par an , par rapport aux équinoxes ; ils sont soumis de 
plus à des inégalités périodiques qui peuvent monter à 3' , tandis que l’inclinaison ne 
varie que de 5*. 11 parvient aussi, d’après la même théorie, à la détermination desmouve- 
mens des nœuds de Jupiter sur l’orbite de Saturne, et de ceux de Mars, Vénus et 
Mercure, par rapport à l’orbite de Jupiter; il montre que le plan de l’écliptique doit 
aussi etre mobile, et évalue , dans une table , la quantité dont la latitude de chaque étoile 
doit changer en vertu de ce mouvement, pendant le 18* siècle. D’Alembert lui a re- 
proché ( Reth . , t. II, p. toi) d’avoir déterminé le mouvement des nœuds et l’incli- 
naison variable de Vorbite de Saturne, pur rapport au plan de l’orbite de Jupiter qui a 
un mouvement très sensible, au lieu de le faire par rapport à un plan fixe passant par 
le centre de la Terre , et qui diffère toujours très peu du plan de l’écliptique ; ce qui a 
l’avantage de faire servir les calculs pour un long espace de temps , et de pouvoir lea 
appliquera toutes les planètes avec une égale facilité. 

Euler examine enfin, dans les chapitres 7, 8 et g, jusqu'à quel point les dérangemena cal- 
culés sontd'accord avec les observations. Rapplique, à la correction des élémens des tables, 
la méthode des équations de condition , dont nous avons déjà parlé , en remarquant qu'oa 
doit, pour cet effet, choisir les observations où la plupart des lettres inconnues s'éva- 
nouissent par la combinaison des équations qui en résultent , de manière qu'il n'en 
reste qu'une ou deux à déterminer à la fois ; il cherche aussi à combiner les équation* 
de manière à ce que l'inconnue dont on veut fixer la valeur ait le plus grand coefficient 
possible , en convenant que sans cette attention les erreurs de l'observation et du calcul 
peuvent se multiplier par ce procédé. Après avoir ainsi déterminé les corrections des 
élémens , et les coefficiens des termes incertains , il montre les changemens qui doivent 
en résulter dans les tables de Cassini, et donne, dans un Supplément, la comparaison 
de quelques observations avec le calcul fait selon ses nouvelles tables; l'erreur ne sur- 
passe que fort rarement 5', au lieu de monter à 90' comme dans les anciennes. Il fait 
voir aussi comment on peut se débarrasser tout-à-fait de l’équation —Q cos (• — p) en la 
comprenant dans l’équation du centre dont elle suit la loi. et qu’elle diminue ; mais 
d’Alembert a remarqué ( Flech. , t. II, p. 9S) que cette méthode était limitée, puisqu’on 
y supposait — cos(« — p) = sin <7, ce qui n’a lieu que dans le cas où l’on a sensible- 
ment » — p — q 4- 90°. » 

L’Académie des Sciences s'exprime ainsi , en couronnant ce beau Mémoire, et en faisant 
une mention honorable de celui qu'elle avait reçu aussi d'un auteur anonyme : u Quoique 
» ces deux ouvrtges , et sur-tout celui qui remporte le prix , soient remplis des plus pro- 
n fondes recherches., et dignes des plus grands éloges, il nous a paru que les auteurs 



Digitized by Google 



I» 

n 

P 

P 

P 

ï> 



CIÎAP 1 TRE PREMIER. i 35 

auraient pu tirer encore un plus grand parti de leur travail, soit pour donner nn nou- 
veau degré de perfection aux solutions des problèmes relatifs à la matière proposée , 
soit pour procurer , au moyen de ces solutions et d'un meilleur choix d'observations , 
de nouveaux secours à l'Astronomie , ou jeter un plus grand jour sur le mécanisme des 
corps célestes. Il ne suffit pas d’ailleurs, dans une matière aussi épineuse, de se 
rendre seulement intelligible à ses juges ou à ceux qui ont déjà résolu les mêmes 
*«> questions, mais il faut encore, pour contribuer de tout son pouvoir à l’avancement 
n des sciences , se mettre à la portée du plus grand nombre de lecteurs qu'il est possible , 

» en énonçant au moins les principaux raison nemens , et en indiquant les plus difficiles 
n opérations des calculs. Ces motifs, joints à l’importance et à l’étendue de la matière, 

» ont engagé l’Académie à proposer le même sujet une seconde fois, pour le prix 
v de 1750, et elle croit devoir exiger des auteurs qui travailleront désormais pour ces 
n prix , qu’ils entrent dans un détail suffisant sur la démonstration des propositions qui 
« serviront de base à leurs théories, n 

Le prix proposé pour 1 75o ne fut décerné qu’en 175» , et ce fut encore Euler qui le rem- 
porta. L’académie accorda l’accessit à une pièce du père Boscovich , qu’il publia à Rome 
en 175Ç, et lit imprimer celle d’Euler dansle tome VII des Prix, qui n’a paru qu’en 1769. 

L’auteur commence d’abord ce Mémoire par montrer , selon sa coutume , les défauts 'l’Eulsr 
de la marche qu'il avait suivie dans le précédent ; il convient qu'elle conduit à des calculs 
rebut&ns , et qu’elle laisse toujours des doutes sur la Suffisance des résultats, d’autant plus * 
que les inégalités de Jupiter et de Saturne sont tellement liées ensemble , qu’il est impos- 
sible de les bien déterminer séparément; il croit cependant pouvoir se dispenser de 
revenir sur la recherche des inégalités du mouvement des noeuds et de l’inclinaison des 
deux planètes, qn’il pense avoir déjà suffisamment développée; il ne considère alors que 
les deux premières équations du mouvement de l’une et de l’autre planète, en remarquant 
d’abord qu'il faut perdre tout espoir de pouvoir les intégrer rigoureusement , et qne lors 
même qu’on serait assex heureux pour y parvenir, les intégrales seraient si compliquées, 
qu'elles n’apporteraient près qu’aucun avantage pour l'usage de l'Astronomie , ot ne dis- 
penseraient pas de recourir à des approximations propres à ce dessein. 

Ayant qnatre équations du second ordre, leur intégration doit faire naître huit cons- , Inirodwiinn 
tantes arbitraires. Il fait voir qu’on en déterminera quatre par la condition que si* l'on auiüiidi».' 11111 ' 
suppose les longitudes vraies s et 6 respectivement égales aux moyennes p et q , plus des 
quantités P et Q , celles-ci ne renferment ni des constantes , ni des termes delà forme mp 
et bq ; que deux autres seront fixées par la valeur des excentricités tirée des observa- 
tions , et que la détermination des deux dernières dépendra de la condition que l’ano- 
malie soit comptée depuis l'aphélie. Il montre que tout le succès qu'on peut se promettre 
des opérations suivantes dépend presque uniquement de la nature des variables qu’on 
introduit pour les distances x et y des de™ planètes au Soleil , et que celles-ci dépen- 
dant des anomalies aussi bien que de l'élongation , lorsqu'on emploie, selon l'usage , l’une 
des trois anomalies, la vraie, la moyenne ou l'excentrique, leurs élémens n’ont aucun 
rapport constant £vec celui de l’élongation »; ce qui produit de grandes difficultés pour 
chaque différenciation ou intégration. 11 propose alors de se servir d’une nouvelle espèce 
d'anomalie qui soit telle que sa différentielle ait un rapport constant avec dm, 11 désigne . 
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par r et t celles de Jupiter et de Saturne, prises de manière que l’on _ ait dr — *dm , 
ds = te!m , « et A étant constans • il suppose dp = idm , dq = nid», t étant variable, 
ri constant ; et la substitution de ces valeurs faisant entrer l'élément dm dans tous les 
termes dépendant des forces perturbatrices , qui restent sous le signe / dans les équations 
différentielles, et qui contiennent les sinus ou cosinus des multiples de », permet de les 
intégrer directement lorsqu’on y a mis pour les distances leurs développemens. 

Euler considère ensuite séparément, comme dans sa pièce de 1748, les inégalité» 
qui dépendent de la distance apparente • des deux planètes vues du Soled , ou cfe l’ex- 
centricité de l’une et l’autre orbite. 11 emploie le même procédé pour développer les 
facteurs irrationnels, sans entrer dans aucun^détail nouveau à ce sujet , et en se con- 
tentant des cinq premiers termes de chaque suite ; et il intègre aussi les équations par les 
séries , en exécutant à la fois les mêmes opérations sur les équations relatives à Jupiter 
ou à Saturne. D’Alembert a remarqué (fiec/i., t. I, p. un) qu’Euler avait fait nne 
espèce de -méprise dans sa première pièce, en supposant, dans la recherche des iné- 
galités de la première classe , que les orbites des deux planètes seraient circulaires sans 
leur action mutuelle. Euler s'exprime plus clairement à ce sujet dans celle-ci, pag. 19, 
u (luand je conçois que les deux orbites n'aient pas d'excentricités , il ne faut pas s'ima- 
n giner qu'elles seraient circulaires si l'action mutuelle des planètes s’évanouissait ;... mais 
» j’entends par là l'état où elles se trouvent effectivement en s’attirant l'une l’autre, et où , 
. n quoique les orbites ne fussent pas excentriques , leurs distances au Soleil ne seraient 
n pas constantes , puisqu’elles renfermeraient des parties qui dépendraient de l'angle m ; 
» mais celles-ci étant déjà multipliées par les masses, seront cependant assez petites pour 
» qu'on néglige leurs produits par ces masses, n L'auteur parvient ensuite à des expres- 
sions qui lui montrent que les inégalités qui dépendent de m , dans le mouvement de 
Jupiter, sont beaucoup plus grandes que celles de Saturne. La considération de l’excen- 
tricité h de l’orbite de celui-là , amène dans la valeur supposée pour le rayon vecteur 
de celui-ci, un terme a cos ( m — r), dont l'argument exprime à peu près la distance 
de fat urne à l'aphélie de Jupiter , et dont Euler trouve le poeIRcient si grand, qu'il n'est 
pas permis de le confondre arec les autres. 

Eult i trouve Passant de là aux inégalités provenant de l'excentricité de Saturne, il introduit dans l'ex- 
le coefficient est pression indéterminée de la distance de Jupiter au Soleil, un terme delà forme 4/cov (»-j-j), 
imaginaire. et ti re , page 55, de sa substitution, une équation qui donne pour tune valeur imaginaire, 
quand on y suppose, avec Newton, les masses de Jupiter et de Saturne respectivement 
10S7 et 3oai fois plus petites que celle du Soleil (*). lin petit changement dans ces valeur» 
suffît pour rendre les racines égales, et donne b=z~ ; mais Euler n'en trouve pas moins très 
remarquable que la valeur de b pût devenir imaginaire, et il ajoute que, u dans ce cas, on 
n serait bien embarrassé de déterminer le mouvement) car ce serait une marque qu'aulieu 
n des cosinus des angles, il faudrait introdu® dans le calcul des quantités exponentielles, 
s auxquelles seréduisent, comme on sait , les cosinus imaginaires.Dans l'état où retrouvent 
r Jupiter et Saturne (dit-il, pag. 77), il me semble que la recherche de leur mouvement 

( * } En effet , l'tqiulim qui donne la valeur de 5 devient , lorsqu'on prend = 0,353 pont le rap- 
port des masses , 

b ■ = o,yo<i b — o,35 , d’oi l’on tir* b ss o,453 d: \/ — o, 1 45. 
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s» est en quelque sorte proportionnée aux bornes de nos lumières, puisqu'un petit cban- 
» gement fait aux valeurs des masses, 'dans la détermination de b, fait éviter les angles 
n imaginaires, et ne saurait produire une erreurscnsible dans l’espace de quelques siècles; 
n mais si les orbites des deux planètes étaient plus proches entre elles , ou que leurs 
» masses fussent plus grandes , le problème deviendrait peut-être impossible à résoudre, 
n II en serait de même pour la Lune , si sa distance à la Terre , son excentricité ou son 
” iBci‘ na is° n étaient plus grandes qu’elles ne le sont.... Il semble donc que le Créateur 
” «Voulu tellement arranger ces objets de nos recherches, qu’ils ne surpassent pas cn- 
il fièrement nos forces , de sorte que nous puissions approcher de plus en plus , à mesure 
n que nons avançons dans les scie n ces , sans pourtant que nous soyons jamais en état 
n de les atteindre parfaitement. • 

Euler examine ensuite, $ 7, les inégalités qui dépendent de l’une et f autre excen- Incjralitéeon- 
tpcité à la fois ; il ne trouve de quelque conséquence que celle qui dépend de l’angle 
(« — r-f-s), dont lerapportde la différentielle à do, ou t — «-j-*, devient presque égal àzéro, «• «wnuuà- 
ce qui rend très grands lés termes qui en résultent pour les longitudes ; leur détermination 
faite séparément lui donne -f- 5 1450 kl sin (•— r+s) pour ces termes, dans le cas de l’une 
et de l’autre planète ; et comme f angle • — r -4- s et son sinus sont à peu près constans , 
quelques grandes que soient ces valeurs elles se confondront avec la longitude moyenne, 
et ne troubleront le mouvement qu'autant que l’angle « — r-f-s deviendra sensiblement 
variable. 



L'auteur consacre l'article suivant à des réflexions sur les anomalies de Jupiter et de ^ Procédé «t’Eo* 
Saturne, u On sera bien surpris, dit-il, que je vienne de trouver des inégalités aussi nérVÏa f.'rni» 
n considérables que l'équation du centre des deux planètes , provenant de l'excentricité 
1 > de l’une ou de l’autre orbite , et qui peuvent monter à plusieurs degrés , et je ne doute en itsm U 
n pas qu’on ne regarde cette double anomalie comme un grand défaut de ma méthode ; 
n mais je dis d’abord que s’il n’y avait point d’autres inégalités que celles-là, le mouvement 
n des deux planètes serait parfaitement conforme aux règles de Kepler. En effet , l’excen- 
n tricité h de Jupiter donne à sa distance x la forme c(i -f- k cosr), et à celle da 
n Saturne y la forme e £ 1 -f- mk cos ( • — r) ]; l’orbite de Saturne devient doue déjà 
n très excentrique , et cette excentricité demeurerait la même quand l’action mu- 
n tuelle des deux planètes s’évanouirait , pourvu que les lettres ft et t , qui indiquent 
» le rapport de leurs masses à celle du Soleil, conservassent, en s'évanouissant, la 
■n même rapport.... Mais Saturne se trouve avoir aussi une excentricité et un aphélie 
n particuliers ; ces deux excentricités se réunissent alors en une seule , et il y a 
ti deux anomalies , l’une qui regarde l’aphélie de Jupiter , l'autre l'aphélie de Sa- 
ri turne , de manière que si » et i désignent les longitudes de ces deux planètes , f et r 
» celles de leurs aphélies, oa ix = c [1 -f- k cos (s — f) -h b/ cos(» — ■ r) J , 

» y=e[i-M COS cos(l — t)]]- Or, je dis que cette double anomalie produira 

11 le même elfet que si chaque planète , selon les règles de Kepler, n'était assujétie qu'à 
n une seule anomalie que je nommerai apparente, qui serait celle qu'on découvre par les 
n observations, et qui donneraitx =c[i-t-Kcos(s — R)],y = e[i -f-Lcos(Ô — S)], n 
La démonstration de cette proposition consiste à comparer ces nouvelles expressions aux 
précédentes , et à montrer qu’on peut , en éliminant * et I , trouver pour K , L, tangR, 

18 
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tang S , des valeurs qui satisfassent aux relations qui résultent de cette comparaison (*). 
Euler tire ensuite de la différenciation de ces valeors, par rapport à f et à r, les expressions 
des variations r/K , </L , dR , dS , qui proviennent des aerroissemens annuels de f et de r ; 
et comme ceux-ci sont connus , il détermine par là la diminution annuelle des excen- 
tricités des deux orbites , ainsi que le mouvement direct annuel de leurs aphélies , 
qu'aucune autre méthode n'avait pu , dit-il , faire découvrir encore ; et il trouve les ré- 
sultats bien d'accord avec les observations (**). 

L’auteur reprend alors l'examen des termes qu’il a obtenus, et dont l'argumenMfst 
m — r+s ou f — r. Si cet angle était constant, il n’en résulterait aucun dérangement dans le 
mouvement des planètes, parce que les termes dont il s’agit seraient détruits parles cons- 
tantes qui proviennent de l'intégration des expressions différentielles des longitudes ; mais 
l'angle f — r décroissant de 4” par an , ainsi qu’il vient de le voir, la variation annuelle de 
l'inégalité, qui a pour expression -t- 5 i 45 oà/sin (j — »)sera — 4 * - 5 ' 4^0 Wcos (f — »),ce 
qui lafait monter à -f- 535 f)“en 1701, lorsque l’on prend l’année 1700 pour point de départ, 
et que l'on fait p — r— S f 1 5 ° ‘27'. Cet accroissement ne troublerait pas non plus le 
mouvement s’il demeurait toujours le même ; mais comme après neuf siècles , où l’angle 
f — » serait diminué d'un degré, l’accroissement annuel deviendrait 5355 * -J- 25 ” , on 
voit résulter de là tme équation séculaire qui monte à a' a 3 " pour le premier siècle. Euler 
trouve que cette correction est la même pour Jupiter et pour Saturne , et que, dépendant 
d'un angle qui change de signe dans l'espace de cent cinquante siècles, elle se trouve alter- 
nativement positiveet négative; il conclutde son existence, que le mouvement moyen actuel 
des deux planètes devient continuellement plus rapide, ou que leurs temps périodiques sont 
diminués; il donne une table des corrections des longitudes moyennes de Jupiter etde Saturne, 
de 1700 à 1870, calculée de dix en dix ans, sur le monvement moyen de 1700; et comme 
les distances moyennes doivent varier avec les temps périodiques , il trouve dans leurs ex- 
pressions dos termes séculaires , comme dans celles des moyens mouvemens , et il en con- 



( • j hn rit l, si, après «voir n'sprrtivewril égale ccs riifft renies valeurs, on 1rs développe et on égalé 
séparément it zéro 1rs eoetficirns ries sinus et cosinus de s et 9, on obtient 1rs relations 
iceit + itcotr = ReosK, Asin, -f- A/sio rraRsinR, 

/cos «• + ai cos r = LcosS, / sin r4*«Asin ^ =r L sin S, 
d'où l'on tire, psr IMitninution , 

R» = 1 ' + 6*/' - 4 * obkl cct , — r] , L» = /» -f- u 1 /* auit/cosfr — cj, 

_ A- sin • -4- bl sin r „ /sin r-f- «A sin» 

tang R a es -» - - , 7 r une S = ; , "• 

A cos f -4- 0/ cos r / cos v -f- uA cos^ 

( •• ) Le* valeurs prrrutrnt. 1 (tonnent, en 1rs différenciant par rapport à f rt r, et en effarant respec- 
tivement des deux dernières les divssenrs cos» K, cos* S, dans te premier membre, ou leur* valeurs daua 
le second. 



— . * bbt {tff — r/e î sin (p — e} 

JR k ’ 

m A*r/f -4-è*/*r/e-t-AA/( r/pd-rfr)cosfp — r ) 

«m = P ; » 

Les deux dernières peuvent se réduire A celles-ci 



r/L 1 



«A/ [Jf — tfr) sin { f — r) 



_ «AAjrfr 



JS = 



/»r/r -t- a 1 A 1 M’’; . 4 . «A / (Jr -4-r/c) roelp — e) 



<£R = ^ (df + d*)-~ I (4r— dp) - — ~~ * ^ = ~ (dp + 4*)+'- (dr—df) — » 

ïünler supposant alors df — 6o”, «fr = r 4*» «=> 7 » * = - , obtiet)t?//K = 3D", 3f/L=i" i5 w ,dH=:55 0 , » 

4 a 

dS = \ f 8”, le» H cm dernières quantités représentent le mouvement direct annuel des aphélies de Jupiter 
et de Saturne, et les dcui première*, la diminution unucilc de la [dus yra-ode cqn uiou elliptique de l'une 
et de l'antre urltitc. 
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dut que U distance de Jupiter au Soleil augmente , tandis que celle de Saturne diminue. 

Nons verrons par la suite que* ces résultats manquaient de justesse , et que c'est probable- 
ment pour n’avoir pas assez bien distingué les termes séculaires des périodiques , qu’Euler 
a pu y être amené. 

Ils’occupe enfin, dans le $ 10, de rassembler toutes les autres inégalités qu’il a trouvées. Résolut Ar r« 
Les valeursde x,y, « et I se composent alors de termes elliptiques calculés sur l’excentricité 
et le lieu de l’aphélie apparens , et de termes multipliés par p ou * , dont quelques-uns 
étant indépendans des excentricités , forment la variation des üeuxplaoèlos , taudis que 
les autres ont des coefficiens dépendant des excentricités et daPlougiludes vraies de 
l'aphélie qu'on peut conclure des apparentes. Euler fait voir qu’il est permis de prendre 
à volonté, pour r et s, les anomalies moyennes, excentriques ou vraies, qui résultent 
des aphélies VTaies ; parce que , les coefficiens étant toujours les mêmes , la diffé- 
rence ne paraîtrait que dans les termes suivans , qui contiendraient le double ou le triple 
des anomalies r et s , et que l’on peut négliger. Il se contente de donner scs formules , 

•ans entrer dans le détail de tous les calculs en nombres et de la construction des tables. 



CHAPITRE II. 

Premières recherches de £ Alcmhert sur la théorie des planètes. Pièce 
£ Euler sur les inégalités de la Terre. Mémoire de Clairaui sur ce sujet. 

Çt.AiRXUT , dans son Mémoire sur le Problème des trois corps, lu à l'Académie Premier « 

en 1747 , avait donné une première approximation dn calcul des inégalités de la Terre 

et de Saturne , en y appliquant la même méthode dont il faisait aussi usage pour la plaaètn. 

Lune , sans y mettre cependant autant de soin et d'importance que pour celle-ci, puis- 
qu'il n'avait pas pensé à considérer l'action des planètes dans la détermination de l'orbito 
de la Terre, et qu'il avait négligé l'excentricité de cette orbite dans l'évaluation do 
l'action de la Lune. Lemonnier avait cru trouver, à cetttfipoque, une inégalité d’envi- 
ron 4 °* dans l'équation du centre du Soleil , et il nmcrojmt pas qu'elle vint de la seule 
distance du Soleil à la Lune. La Caille remarquait en 1760, que la différence des lieux 
du Soleil , observés dans deux quadratures consécutives de la Lune , avec les lieux 
calculés, était alternativement positive et négative, ce qui lui semblait indiquer une 
action sensible de la Lune sur la Terre. C’est pour décider la question , et perfectionner 
la théorie qui en était l'objet , que l'Académie proposa la rechercha des inégalités de 
la Terre pour sujet du prix qu'elle devait distribuer en 1754; mais elle ne l'adjugea 
pas à cette époque , et le doubla en le prorogeant i l'année 1756. 

D‘ Alcmhert publia dans l'intervalle les «leux premiers volumes de ses Recherches sur RrrWW 
le système du Monde , dont le second livre a pour objet la détermination de l’orbite des 
planètes principales dans le système de l’attraction. Le chapitre 1 ■' traite du change- 
ment que l’action de la Lune doit produire dans le mouvement de la Terre ; il y em- Anio» de I. 
ploie la théorie dont nous avons déjà parlé, part. I, chap. 3 , et n’en conclht qu’une *“ ** 

variation de 11*. II démontre ensuite, par deux méthodes différentes , une proposition 
que Newton n’avait presque fait qu'énoncer, savoir : que le centre de gravité de la 
Lune et de la Terre décrit sensiblement une ellipse autour du Soleil. Dans l'un de ccs • 



* 
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Court» ilcVriit procédé» , d’Alembert décompose l'action du Soleil sur la Lune parallèlement à la ligne 
r^y,™ 'J* qui va du Soleil à la Terre, et conclut de là la force qui agit sur le centre de gravité 
n< eide la Terre suivant la même direction, en prenant la somme des composantes, relatives à la Lune 
et à la Terre, multipliées par leur masse respective , et en la divisant par la somme 
, de ces masses. 11 détermine de la même manière la force qui agit sur le centre de gravité, 
dans la direction perpendiculaire à la première ; et prenant ensuite la résultante do 
ces deux forces , il montre qu’elle est dirigée vers le Soleil, et quelle est, à très peu 
de chose près , égale à la masse du Soleil divisée par le carré de sa distance au centre 
de gravité ; ce qui prouve que l’orbite qu’elle fait décrire à celui-ci est sensiblement 
une ellipse. Il conclut de la petitesse des forces qui troublent l’ellipse décrite par ce 
centre de gravité, que l’action de la Lune n’est pas probablement la cause des inégalités 
observées dans le mouvement de la Terre. La Caille contesta ce résultat, et soutint l’exis- 
tence de l'éqnalion lunaire. (Voyez Mém. de Par., 1 "jb-j , p. i3aet i45. ) D’Alembert 
étend ensuite son théorème au cas de plusieurs satellites, en prouvant qu’en général le centre- 
de gravité d'une planète première, et de ses satellites , décrit sensiblement autour du Soleil 
une ellipse suivant la loi de Kepler ; il examine aussi la variation du Soleilcn latitude causée 
par l'action de la Lune, et la trouve d’environ t3" en prenant la parallaxe du Soleil de 1 5'. 
On lui reprocha , dans le n° de décembre 1754 du Journal des Savans, d'avoir ainsi fait 
monter à près d’un quart de minute la plus grande latitude du Soleil , tandis qu'elle n'était 
réellement que de t". Il répondit, dans son troisième volume, pag. 88, qu’ayant pris pour le 
plan de l'écliptique celui dans lequel la Terre se meut lorsque la Lnnc passe par la ligne des 
nœuds, la latitude apparente du Soleil , ou la quantité dont elle s’élève au-dessus de ce 
plan et s'abaisse au-dessous , était bien de 13", dans la supposition faite pour la paral- 
laxe , ou moindre, si celle-ci était plus petite ; mais il convint qu'eu égard à la nature 
des observations astronomiques , où l'on confond presque toujours avec le plan de l'é- 
cliptique le plan de l'orbite décrite par le centre de gravité des deux plauètes , la la- 
titude observée peut être en effet beaucoup moindre que ne la donne le calcul , et ne 
monter qu’à i" tout au plus. 

Rert.eretie D’Alembert fait ensuite, dans le chapitre 3, l’application de sa méthode générale à 
l'bniic. pÛùl'i- re< -herchc des orbites des planètes principales, en les supposant dans le même plan. 

Il distingue trois différentes causes qui peuvent altérer le mouvement de ces astres, 
savoir : leur attraction mutuelle , celle qu'elles exercent sur le Soleil, et l’action que 
les satellites d’une planète peuvent avoir sur celle-ci ; il propose, pour déterminer ce 
dernier effet, de chercher l'orbite elliptique décrite par le centre de gravité commuai 
de la planète et de ses satellites, de déterminer ensuite le lieu de chaque satellite, et 
d'en conclure celui de la planète principale-, quant à l'altération provenant de l'action 
des planètes sur le Soleil, il montre que cette action devant être transportée à la pla^ 
uète troublée, en sens contraire de sa direc^on, on peut traiter à cet égard la planète 
troublante comme un satellite de la première, qui n'agirait point sur le Soleil, et qui 
au lieu d'attirer celle-ci la repousserait. Il s'occupe enfin des perturbations produites par 
l’action directe des planètes l’une sur l'autre, et donne les expressions des composantes rec- 
tangulaires des forces troublantes, qui doivent être réduites à la forme rationnelle , afin 
que l’on puisse intégrer l'équation de l’orbite ; c’est alors qu'il aborde la difficulté du 
développement des radicaux en série convergente, et qu'en adopt ant l'artifice d'Euler 
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CHAPITRE SECOND. i^i 

il indique pour trouver les coefficiens, des procédés nouveaux et ingénieux, dont nous 
devons rendre compte. 

D'Alembert examine d'abord les propriétés générales de la fonction ( ft — cos z) ■’ 
lorsqu’après l'avoir dévelo^ée suivant les puissances de coes , on réduit celles-ci en 
multiples , à l'aide de leÆirs expressions en exponentielles imaginaires ; il montre que 
les coefliciens de chaque cosinus forment alors des séries dont les divers termes sont 
tous produits par les puissances paires, quand llmultiple est pair, et vice versa. 11 cherche 
le ternie généra) de chacune de ces séries dans l’un et l'autre cas, et montre comment 
un ternie quelconque peut se déduire du précédent (*). Il voit par là que les suites don 
il est le plus convenable de chercher la somme, sont les deux premières , ou celles qui 
multiplient les cosinus des multiples o et 1 de a, parce que ce sont celles dont les derniers 
tenues approchent le plus de la loi d’une progression géométrique. 

L'auteur désigne alors par A-f B cos z-f-C cos az -f- etc., A' -(-B' cos z-j-C'eosaz-f- etc. , 

les développemens des radicaux — cos i ) ’, (/t — cos z) '.qui se rencontrent dans la 

théorie desplanètes , où a est l'angle de l'élongation, et où m représente une fonction des 
distances moyennes a et B des planètes troublée et troublante au Soleil ,qui est l'inverse 
de la quantité g d'Euler. Il donne une méthode pour trouver tous les coefliciens des termes 
des deux suites , en supposant que l'on connaisse seulement deux quelconques des lettres 
A, B, A', B'. Elle consiste à former des équations identiques entre les radicaux et leurs 
différentielles , à y substituer ensuite leurs développemens supposés , et à comparer 
séparément les coefficiens des termes semblables , ce qui donne un nombre suffisant de 
relations très simples entre les divers coefliciens (**). u I si méthode de M. Euler, dit-il, a 
r cet avantage, qu’on y voit très clairement la loi des coefficiens C, D, etc., par rapport 
j> aox deux premiers A, B; tandis que dans la nôtre les coefficiens des deux raiiioaux 
r dépendant respectivement les uns des autres , la loi des termes n‘y est pas si bien dé- 
n veloppée; mais en revanche, il ne faut connaître que A et B pour que tous les autres 
i> coefliciens des deux suites soient donnés , au lieu qu’en suivant la méthode de M. Eu- 
r 1er , on est obligé de déterminer , par des suites assez pénibles , les coefliciens^ et B 
v à chaque nouvelle valeur qu'on donne à l'exposant n. » 



Détermination 
des cnrflici<n* 
des deux fac- 
teur» irration- 
nel». 



Il parvient 
à le» exprimer 
tnu&cn (onction 
di t deux pic-, 
lui ers. 



(*) Il trouve qu’en désignant par p un multiple quelconque dont le cosinus entredans ledcveloppemcnt du 

jailiral , chaque terme de la suite qui exprime le coefficient de &•§ pz est égal au précédent multiplie pat* 

* f *+-« -f- 1) (4n -4-/7 . . . . 

— — - 3 * , eu mettant successivement pour q les nombres p— i, p-f-r, p-f-3, etc. ; 



os, on voit qoe le coefficient de — n’est jamais plu» approchant de l'unité que dans le cas de n = 3-, 



p = 6 , et dans celui de n =3, psi, 

(* # ) En effet, les deux équation» identique* 

Is-O»")'’ = (<« — coss)"*(,u— cou), — in ^ -r — d ( r 

(fA — cos t) a \3 fps — cosr)* 

donnent, en y mettant pour (p — et» z) *, f p — cos r) * leur» valeurs A 4- B cos s -J- etc. , A'-b etc. , 
en développant et égalant de part et d’antre, dfiu* la première équation, les coefficiens des cosinus de* 
chaque multiple different de a , et dans la seconde , ceux de» sinus de ces mêmes multiples t 
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OU p= - 






A — A — — , B — BT— A’— etc. j 



- jB = -A’ + 
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DAlembert indique ensuite différens procédés pour trouver U valeur de A et de B, 
L’un d’eux est fondé sur une remarque à la fois «impie et neuve, c’est que, lorsqu'on 
multiplie successivement les termes d'un développement de la forme A -f- B cosx-f-Ccos as 
-J- etc. , par dz , dz cos z, omT,’ et qu’on intègre entre les limites *=o, z= 180® , tous 
les termes disparaissent, excepté A dans le premier cas , B dans le second, et ainsi de suite; 
ce qui ramène la détermination de ces coefficiens à l'intégration de deux fonctions par les 
quadratures (*). Il donne>ce moyen comqg| utile daus le cas de/i = 1, mais comme étant 
en général plus curieux et plus géométrique que commode pour le calcul, et il s'étend 
davantage sur le procédé direct par lequel on obtient A et B , en développant le premier 
radical , en réduisant les puissances de cos z en multiples , puis en prenant séparément 
la somme des termes constans et celle de ceux qui multiplient cos z. Les séries qu’il 
obtient ainsi peuvent être regardées comme des progressions géométriques , après les six 
ou huit premiers termes. D’Aletubert dit avoir fait divers essais inutiles pour sommer ces 
suites, soit exactement, soit par les quadratures , de quelques courbes , et avoir été réduit 
à en chercher les limites par approximation. 11 parvient à ce dernier but d'une manière 
fort ingénieuse , en prenant la somme de deux progressions géométriques décroissantes , 
dont l’une soit plus petite et l'autre plus grande que la somme de tous les termes de 
chacune des deux séries qui suivent ceux que l’on considère directement ; de manière que 
si l'on prend l’une ou l’autre progression pour représenter ces termes , on est sûr que l’er- 
reur qu'on commet ainsi est moindre que la différence des sommes de ces deux pro- 
gressions , et il est facile de juger par là de la quantité de l’approximation (**). On peut 



( * ) Soit en effet l'cquiliou (/. — cos t) 1 = A + B cos 1+ C cos 2s -f- etc. ; elle donnera 
/(/a— cosr) ’ dt =. A*-fB*iar-Ktc. » /(ju— ccxs;) • dz cos s = f A+ - j siu z - f s + ; *.u a. J +«tc.j 

d'où l'on tire entre le* limite* o et 180* prises pour s, ^ 

_ J _ 1 

A f(fA-COtx) ■ dt n */(/<— COSx) 'titrât g 

” 18? 1 “ 

•si 

/ $ ’rfl 

, lorsqu'on y fait /» — cote = j , «t se 

V 1 — fft — 1)» 

trouve ainsi ramenée il la rectification des section» conique». . 

(**) Considérons la sérié qui donne A, par exemple, et faisons pour cet effet ns), pso, dans lo 
rapport de deux termes consecutifs do une plus baut : il deviendra 

w'+h- Cï + 0 € + 0 = ?( , “?(ri'î7)‘ 

ce qui fait voir que ai JVn désigné par « un terme quelconque de A , les deux fermas sultan» seront 

b (■- 41^17)’ b b 0 -ftrhTÛO “îôrrsïï)- 00 •*"•* ' IuVn 

pectieemeat par a , d , r et s le premier et le dernier terme , U raison et la somme d’nne progression 
géométrique , On i f == — - Si l'on «apposait donc que les termes qui suivant a formassent un* 



progression décroissante dont la raison fût 



et dont le deruier terme fût nul, leur somme aérait 

' w 

-j si l'on admet au contraire que cette somme soit celle d'une progression semblable, dont la 



rsiéoo est bQ-tur+ri)-^ «et» «primcc pic J» formule .. . . • 9 . ... — ; 

* f“ V frt+fï*/ 



or û 
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CHAPITRE SECOND. 1^3 

avoir des'résultats de plus en plus exacts en cherchant successivement des limites dont 
la différence soit moins grande , et en obtenir ainsi , tant en plus qu’en moins , qui 
se rapprochent d'aussi près qu'on veut de la vraie valeur de chaque série. 

D'Alembert observe que dans la théorie de Saturne et de Jupiter, quand on aura TWnriede 
calculé les dérangemens de celui-là causés par celui-ci, les formules relatives aux fac- rt <lc 

teurs irrationnels serviront de même pour le calcul des perturbations de Jupiter dues 
à l'action de Saturne , puisque la quantité fi est la même dans les deux cas , à cause de 
la symétrie avec laquelle y entrent les distances moyennes a et B. Il remarque aussi 
que si l’on avait besoin, pour l’exactitude du calcul, d'élever (/* — cos s) à la puis- 
sance — J et au-delà , on trouverait facilement tous les coeiCciens de la nouvelle suite 
qui en résulterait, par le moyen de ceux de la suite qui exprime le développement de 
la puissance — { ; et il donne une troisième méthode d'approximation pour trouver les 
termes A et B , qui s'applique au cas où p ne dilTère pas beaucoup de l'unité, comme 
cela arrive dans la théorie de Saturne et de Jupiter , où ft = 1,2 environ , et qui con- 
duit à des intégrations dépendantes de la quadrature du cercle ou de l’hyperbole. 

D'Alembert examine aussi la question de l’inégalité séculaire qui produit un ralentis- 
sement dans le mouvement de Saturne ; il montre qu'il ne doit point entrer d'arcs de 
cercle dans son expression, mais qu’il serait possible que l'inégalité provenant du terme 
où Euler avait cru en trouver, pùt, par sa grandeur, rendre raison des anomalies ob- 
servées. 11 s'occupe ensuite du mouvement des noeuds et de l'inclinaison de l'orbite des 
planètes , en les rapportant à l'écliptique fixe, et en faisant tous les préparatifs du calcul 
sans l'achever; il examine aussi le changement de la Terre en latitude, occasionné par 
l'action de Jupiter , et fait la comparaison de la théorie de Saturne avec les observations. 

Son but principal , en discutant ainsi tous les points de cette théorie d'une manière 
générale, est, comme il le dit lui-même , de faire voir que la méthode qu'il a em- 
ployée pour l’orbite de la Lune s'applique aussi à la détermination de celle des pla- 
nètes , et de s'assurer ainsi la possession de ce qu'elle peut contenir de nouveau. 

Le chapitre 4 traite de l’orbite des planètes dans l'espace absolu. L'auteur convient Monsement 
que cette détermination est peut-être plus curieuse que nécessaire pour l'Astronomie , j!" ^'“ cil •*““ 
puisque le Soleil étant regardé comme fixe par les observateurs , il suffit de déterminer 
l'orbite des planètes , par rapport au Soleil , pour comparer la théorie aux observa- 
tions. Il prouve, t°. qu'on peut regarder le Soleil comme décrivant, dans l'espace absolu, 
autant de petites ellipses semblables à chacune des orbites des planètes qu’il y a de ces 
planètes; 3°. que les axes de ces petites ellipses sont à celui de l’orbite correspondante 
•0 ruine la masse de la planète est à celle du Soleil ; 3°. que le Soleil décrit ces petites 
ellipses dans le même temps qoe la planète décrit ta sienne , et que le mouvement réel 
du Soleil est composé de son mouvement dans chacune de ces petites ellipses; il trouve 
qu'en vertu de l'action de Jupiter et de Saturne, le Soleil décrit un petit cercle dont le 



tomme véritable eit plat jsetile «pic celle de la première progression, dès le second terme, puisque 
— ( r — 1— e — )< — ; elle est plut granité, dis le troisième terme, que la somme de la seconde 

è*'V. 1M + 1JV è* 1 

pi,. pression , pnis.pie fl— ,^ « ,, ) >( 
finit de» Jeux pro£n &sioD» . et »j limite sera moindre que leur demi- différence. ( Voycx îlech. , t- II, j». 
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diamètre n'est que du rayon de l’orbite de la Terre, quantité absolument nulle par 

rapport à la distance énorme des étoiles fixes. 

A «cherche* de Le chapitre 5 a pour objet l'intégration , par diverses méthodes, de l’équation diffé- 
Caicul intégral- rcn ^ e |l e ,j e l’orbite. D’Alcmbert présente entre autres celle qu’il avait déjà indiquée dan* 
sa Dynamique , et qui consiste à égaler la variable au produit de deux indéterminées, 
dont l une sert à poser une équation de condition qui sépare les variables , et qui réduit le 
problème à l’intégration de deux équations du premier ordre. Quelque méthode qu’on 
emploie , l’intégrale ne se présente jamais sous une forme imaginaire. 

Le chapitre 6 et dernier a pour objet l’application de la solution générale donnée par 
l’auteur à différentes hypothèses. 11 examine d’abord la construction de la trajectoire, 
dans le cas où la force tangentielle sr = o , et où la force centrale *Jr est proportionnelle 
à une fonction quelconque du rayon x ; il fait voir qu’elle sera tantôt une section co- 
nique à apsides mobiles, tantôt une courbe mécanique , comme une spirale, et cela donne 
lieu à des problèmes de calcul intégral , qu’il résout de diverses manières. Il analyse en- 
suite quelques cas où *• n’est pas nul ; il s'occupe enfin des trajectoires décrites dans uu 
milieu résistant, et en conclut comme Newton ( Princ., liv. III, prop. îo), que l'espace dans 
lequel les planètes se meuvent est ou absolument vide, ou rempli d’une matière fort rare, 
dont la résistance est très petite, et ne peut être sensible tout au plus qu’au bout de plusieurs 
siècles. 

Pièce d’Euler Euler qui, dans un Mémoire compris dans ceux de l'Académie de Berlin pour 1 754, avait 
S kTancwé ' e P rem ‘ er développé la cause de la diminution séculaire de l'obliquité de l'écliptique , en 
sonnée en i'M. montrant qu’elle était due à l'action des planètes environnantes , concourut aussi au prix 
double sur les inégalités de la Terre , que l'Académie de Paris avait proposé pour 1756, 
et le remporta. Sa pièce , écrite en latin, a pour titre : Investigatio perturbationum quitus 
planetamm motus ob acliontm eorum mutuam qffiduntur. Elle est imprimée dans le 
tome VIII des Prix, qui ne parut qu’en 1771 , et dont elle occupe i 38 pages (*). 

La théorie du mouvement de la Terre , dont les élémens peuvent être déterminés, par 
les observations du Soleil, plus exactement que ne le sont ceux des autres planètes, était un 
problème fort étendu et plus compliqué que tous ceux dont on s’était jusqu'alors occupé ; 
puisque, d'après la situation de la Terre, qui se trouve comme intermédiaire entre les 
autres planètes , il était nécessaire de déterminer les dérangemens que l'action simul- 
tanée de chacune d’elles produisait sur la nature et la position de son orbite ; mais la 
petitesse de ces perturbations servit à Euler pour simplifier beaucoup sa solution , en lui 
permettant de supposer que la coexistence des actions ne changeait l’influence d'aucune 
d'elles en particulier, et en l'autorisant d'après cela à calculer séparément les effets de 
chaque planète sur la Terre. 

Son ouvrage est divisé en deux parties. Dans la première, comprenant neuf sections, 
l'auteur traite la question des perturbations do* planètes dans toute sa généralité ; la se- 
conde renferme l'application de la théorie précédente au mouvement de la Terre et à 

(*) Les épigraphes d’Euler, tirée* de* ancien* poètes, sont si bien an sujet, qn’on pourrait presque les 
attribuer de* disciples de Newton ; telle est colle du Mémoire actuel relatif à U terre : 
a S ut en, qund tantis cieant te vinbui œquù 

a In motu Terra plurima ligna docent. s 

Et celle de la pièce de l"j8, plus remarquable encore; 

¥ Pondertbui lihrala suit per inane pmfundum 
» Sidéra, que vil aima trahit retrahit que lequuntur . 
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les perturbations produites par l’action de toutes les autres planètes. Quoique la premier# 
toit très remarquable, comme présentant une théorie générale également applicable à 
toutes les planètes, et contenant un ensemble assez complet de toutes les idées heureuses 
d’Euler sur ce sujet , avec la démonstration de scs procédés , l'auteur les ayant déjà 
pour la plupart énoncés dans des ouvrages antérieurs dont nous avons parlé , il nous 
suffira de donner une idée de sa marche et de quelques-uns de ses nouveaux résultats. • 

La première section a pour titre : Recherche générale du mouvement d un corps poussé ir« partie. 

par des forces quelconques. Là, comme dans sa théorie de la Lune, de 1755, l'auteur 
entre dans tout le détail de la formation des quatre équations fondamentales du pro- bntion* de» pU- 
blème, en les mettant toutes, comme dans 1 ' Additamentum placé à la suite de cette théorie, 
sous la forme d'équations du premier ordre à variables séparées , où certains termes qui p orBie j onnce 
dépendent des forces restent encore sous le signe f. Euler met le signe — devant l'ex- aux rquaiiou» 
pression de l'élément dl du temps , parce qu'il supposé , avec les astronomes, le mou- ** u l’ tuljl “ u0 ' 
ventent compté à partir de la plus grande distance. 

•Le seconde section renferme la réduction des formules précédentes au cas où le mobile 
est principalement soumis à l'action d'une force dirigée vers un point fixe, et en raison 
inverse du carré des distances, à l'égard de laquelle les autres forces sont trqs petites. 

Euler y applique à la théorie des planètes la méthode qu'il avait indiquée pour la Lune, j| tenaillé'* 

dans l' Additamentum; il exprime, comme Clairaut , que la force centrale est composée 
de deux parties, l’une venant du Soleil , l'autre de l'action des corps environnans , et très comme un* ci- 
petite par rapport à la première. Il remarque ensuite que, malgré l’action mutuelle des 
planètes, on peut supposer que leur mouvement a toujours lieu dans une ellipse dont 
le Soleil, occupe le foyer , pourvu que cette ellipse soit regardée comme variable tant 
en grandeur et en espèce, que relativement à la position de la ligne des apsides. Cetté' 
représentation des perturbations lui parait très convenable, en ce qu'elle permet de 
réduire la splution à des formules du premier ordre , qui donnent , chacune séparément, 
la différentielle d'un élément en fonction de celle du moyen mouvement et des forces , 
sans y entre de radical ni d'autres différentielles ; il la croit commode pour les * 
astronomes, qui, accoutumés déjà au mouvement elliptique, aiment mieux s'y borner 
que d'admettre dans leur calcul des courbes plus compliquées ; et il observe , p. 67 , que 
puisqu'on a employé cette considération de la variation des élémens pour la Lune , à 
plus forte raison peut-on le faire pour les planètes, dont les inégalités sont plus petites, 
et dont on suppose déjà les orbites mobiles. * 

La section 3 comprend la recherche des fdtces perturbatrices. Après avoir mis ses 
formules générales spus leur plus simple expression, et les avoir rendues ainsi tout-à-fait 
analogues à celles que nous avons rapportées au bas de ]%p. 5 1 , l'auteur observe que si l'on 
y suppose nulle la force de la planète troublante , le paramètre de l’ellipse de la planète 
troublée devient bien constant, mais que son excentricité et la position de sa ligne des 
apsides restent variables -, il attribue cette espèce de paradoxe à ce qu’ayant projeté 
l’orbite de la planète , cette projection est bien une ellipse, mais - son foyer n'occupe pas 
constamment le même point. 11 propose de l'éviter, en considérant le mouvement de la 
planète dans son propre plan ; l'inconstance de l’orbite présenterait alors , il est vrai , 
d'autres inconvénient, si la petitesse de son inclinaison ne permettait de séparer le calcul 
en deux parties : l’une où l'on, considéra le mouvement de la planète dans son orbita 

•9 
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«tomme si elle était plane , et où l’on cherche les variations de l’anomalie vraie et de 
l'aphélie, en supposant nulle la latitude; l’autre où l’on détermine séparément, pour 
un temps quelconque , tant la position de la ligne des nœuds , que l’inclinaison de l’orbite, 
MniiTcmcntile Euler suppose, en traitant d'abord le premier cas, que la planète troublante se meut 
•ôu'wSte **“• conformément aux lois de Kepler. Ses formules forment alors un système complet atr 
• moyen duquel on peut, en faisant dm = \4fl" J , angle moyen décrit par le Soleil en une 
rire». at,0,>5 110 ^ eure > calculer les variations horaires de tous les élémeas. On pourrait même, dit-il, 
obtenir ainsi la variation diurne en procédant de r à i-f- i , t-f-a, etc. heures, et en 
faisant successivement le calcul pour tous les mnmens; mais quelques petites que fussent 
les erreurs , elles s'accumuleraient toujours et finiraient par être sensibles. 11 faut donc 
nécessairement avoir recours à l’intégration. 

L'auteur se livre, dans la quatrième section , à des considérations préliminaires sur ce 
sujet. Il regarde comme un avantage de sa solution que l'excentricité de la planète troublée 
ne soit jamais assez petite pour que ses variations soient considérables par rapport à s* 
valeur moyenne ; mais il remarque comme un grand défaut des méthodes connues’ , 
qu’en ne puisse intégrer que par des développement en fonction des sinns et cosinus des 
anomalies , des longitudes , et de leurs multiples , tandis qu'il pourrait cependant ap- 
• river que les véritables expressions continssent d’autres angles , tels que les distances 
angulaires du corpa troublant au corps troublé ou au Soleil , que l'on ne sait pas trop 
comment introduire dans le calcul. Ce serait, dit-il, un grand service à rendre àl'As- 
• tronomie , que d’étendre sous ce rapport les bornes de l’analyse. Il passe de là au dé- 
veloppement de l'inverse du cube de la distance des deux planètes , qui est nécessaire 
pour qu'on puisse intégrer , et qui introduit le radical ( t — s cos * )” " , qu’il décompose 
•en une suite de tenues prewédant suivant les cosinus des divers multiples de l’élongation * , 
en poussant beaucoup plus loin qu'il ne l’avait encore fait le développement des séries qui 
expriment les deux premiers coefficiens (*). • 

La section 5 contient le développement des formules différentielles en séries qpj pro- 
cèdent suivant les sinus et cosinus de l'élongation v , et des anomalies vraies v et u , en 
négligeant leacarrés des deux excentricités A e te, leur produit, et même la première puis- 
sance de celle de la planète troublante. L’auteur examine, dans la section S, le résultat de 
ces opérations, et il intègre sans avoir recours, comme dans la pièce de iy5a , à une 
anomalie particulière, mais en substituant dans chaque terme, pour dm, une valeur 
approchée en fonction de la différentielle de l'angle qui y entre (**) ; il no trouve alors 

(*) Ainsi faisant 



intégration 
fie. fi •r mules gi 
nciaJei. 



1 



P(i— ’ 



Q^ a P-£/P *d, t 



t , (i — t cos •)” * sa P Qr cos » ■+• Rs* con» •+- etc. , il prend ponf 

P(î— a*) et - Q(î — s*) , dee séries, «qui roui jnrjn’à j ,f pour Tune et s ft pour l’autre j il donne aussi 
pour les obtenir les deux formulée . 

ïfï.my- 

m supposant dans la première z = i après l'intégration. 

) Osa en général d* çs (i — m) dt ■ — likdm cos v -f- -imedm cos a , i et to éumt le» rapports de* moyen» 
moovemens des planètes troublée et troublante A celui du Soleil. 

11 suppose, en eonséqnrnce, pour intégrer le terme /dm* in» , dm — r- -f- C01 v i ^ toit de 

nuW pour fdmtinÏM+v), dm — co# ^ négligeant le second lame qui eu produirait un 

eu A* j et ainsi de suite. 
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pour le paramètre , le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite , que des variations 
périodiques , qui , après un certain intervalle de temps , reviennent au même état , et 
produisent alternativement des accroissemens et des décroissemens égaux. Mais ces ré- 
sultats, si contraires à ceux de sa précédente pièce, n'étant obtenus qu'en négligeant 
l'inclinaison, l'ftne des excentricités , et en n'ayant égard qu'à* la première puissance de 
l'autre, ils devaient naturellement être incomplets, et les travaux postérieurs eut montré en 
effet qu’ils n'étaient rigoureusement vrais que pour le grand axe. 

La section 7 a pour objet la rechaxhe de l'anomalie vraie en tant qu'elle est troublée 
par l'action mutuelle des planètes pim section 8 contient l'exposition du calcul complet 
du lieu vrai dans l'orbite; enttn la neuvième renferme le développement des inégalités de la 
ligne des nœuds et de l'inclinaison. Nous renvoyons à l'ouvrage lui-même pour les détails. 

Euler fait voir , dans la seconde partie , que le mouvement des nœuds de chaque 
planète est un effet mixte qui provient à la fois de la mobilité .de leur orbite, et de 
celle de l'écliptique; et qu'ainsi il vaut mieux le rapporter à un plan fixe. Il ne consi- 
dère pas l'action de la Lune sur la Terre , dont le programme de l'Académie 11’exigeait 
pas le calcul, et il se- contente d’appliquer successivement la théorie précédente a la 
recherche des inégalités du mouvement de la Terre, qui proviennent de l’action de 
Saturne, de Jupiter, de Mars et de Vénus, en consacrant à chaque planète ua para- 
graphe particulier. Il adopte , pour les deux premières , les valeurs dfs masses données 
par Newton , et ne pousse que jusqu'à la sixième ou à la dixième puisAnce de s le calcul 
des deux premiers termes du radical. Quant aux deux dernières planètes , il va jusqu'à 
la seizième et à la dix-huitième puissance , à cause de la petite différence entre leurs 



Détermination 
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orbites et celle de" la Terre. Ayant remarqué que les nombres^, q 5 et 4 co , indiqués par 
Newton pour le rapport des .densités de Saturne, Jepiter et la Terre, étaient propor- 
tionnels à la racine carrée de leurs moyens mouvemens, il suppose que le même rapport a 
lieu pour les autres planètes: ce qui lui donne, eu prenant d'ailleurs leurs volumes tels que 
Lemonnier les avait détJhninés, les nombres 0,01 8-0,43 et 0,04 pour les rapports des masses 
de Mars, Vénus et Mercure à celle de la Terre prise pour unité. La comparaison du calcul 
avec ^gs phénomènes lui sert à les vériGer, et lui permet ensuite de déterminer les inégalités 
avec plus de précision. C'est ce qu’il fait dans sa Conclusion , où il rassembla toutes les 
inégalités du mouvement de la Terre , et montre qu’elles produisent trois genres d'effets. 
I*. Un mouvement direct de ra* 44 ’ P ar an dans l'aphélie de la Terre ou l'apogée du 
Soleil ; a°. des correctious dans le lieu de la Terre ou du Soleil , qui proviennent de 
1 action de Jupiter et de Vénus, et peuvent monter^ 10'; 3 °. des changemens dans la 
latitude des étoiles Gxes , qui diffèrent suivant leur position sur la sphère céleste , et une 
diminution d' environ 48* par siècle dans l'obliquité de l’écliptique. 



Clairaut présenta aussi à l'Académie, le 9 juillet 1757 , un Mémoire sur f orbite appa- Mémoire .!« 
rente du Soleil autour de la Terre, en ayant égard aux perturbations produites par les j„4"îi"r»* d« U 
actions de la Lune et des pldnètes principales. Il se trouve dans les Mém. de Par. Ton. 
pour 1754. u La nouvelle détermination que je donne maintenant de l’orbite 'de la Terre, 
n est , dit-il , beaucoup plus exacte que celle de 1 747 ; soit parçp que j'ai eu égard à l'ex- 
» centricité du l'orbite de la Terre, qui introduit dans le calcul du lieu deux équations 
r> provenant de l'action de la Lune , comparables à celle qui était déjà connue ; soit 
i> parce que j’ai considéré les dérangemens produits par les planètes principales. Je 
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SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

71 n'ai pas eu égard , sur ce point, à plus de circonstances que M. Euler ne l’a fait, dan* 
»i la belle pièce qui vient de remporter le prix de l'Académie sur la même matière; 
» mais comme ma solution du problème des trois corps m’a paru d'un usage plus facile, 
n dans cette occasion , que la sienne , je n’ai p# me refuser à l'envie d'en faire l’appli- 
n cation, et j'ai cru qu'on me saurait gré d’avoir examiné de mon coté une matière 
n aussi importante pour l'Astronomie. Les recherches très délicates que M. l'abbé de 
n La Caille a faites sur le Soleil , tant à Paris qu’au cap de Bonne-Espérance , me met- 
n taient à portée de savoir promptement si robsenation s'accordait arec la théorie i cet 

p égard. C'est une satisfaction que j'ai eue TwKÊè de cette comparaison une déter- 

r minatinn de la masse de la Lune , qui la donne 67 foi^phis petite que celle de la 
n Terre; quantité sensiblement moindre que celle que Newton a trouvée, en partant de 
r ses Recherches sur le flux et reflux de la mer. Ce résultat s’accorde avec ceux auxquels 
v sont parvenus MM. Bernoulli , Euler et d'Alcmbcrt, d'après les phénomènes des marée* 
n et de la nutation de l'axe terrestre. 

n Quant à la masse de Vénus , la méthode la plus directe et la plus sûre pour la 
n déterminer aurait demandé qu'on .eût un grand nombre d'observations du Soleil dans 
r les temps où l'action de la Lune est nulle. Au défaut dé ce moyen , j'ai eu recours 
n à un autre moins parfait en lui-même , mais qui parait d'une exactitude suffisante : il 
n est fondé sur^^juc l'action de Vénus variant peu pendant la distance d’une qua- 
rt drature de la^QPe à la suivante , on peut fixer assez bien la masse de la Lune, san» 
n être obligé de connaître que très médiocrement la masse de Vénus. Ainsi, par un tâ- 
r tonnemeut très facile, on sépare les deux difficultés de la question; la première étant 
n résolue, il ne faut plus pour venir à bout de la seconde, que parcourir la suite des 
n équations que l’action de Vénus, supposée d’abord de masseégale à la Te^e, donnerait 
n pour tous les lieux du Soleil observés , et chercher ensuite dans quel rapport constant il 
r convient de diminuer ou d’augmenter toutes ces équations gour les faire cadrer le 
« mieux qu'il est possible avec les observations. M. l'abbé de La Caille , qui a fait cette 
n* comparaison , a trouvé qu’en réduisant aux trois quarts les équations de Vénus, ce 
» qui indique que la masse de cette planète est environ les J de celle de laAfrre» 
n l'accord <dc la théorie et des observations était le plus complet, n Cette valeur était 
un. peu trop petite ; mais celle que Clairaut adopta , d’après Newtons pour la masse du 
Soleil, eu la supposant égale à 169383 fois la niasse de la Terre, était encore bien moins 
exacte, puisque les passages de V énus ont prouvé que cette niasse était au moins double, 
gc- L’article premier du Mémoire dcT^lairaut a pour titre : Principes fondamentaux pour 
la détermination des perturbations que les planètes se causent. La méthode qu'il y expose 
est tout-à-fait analogue à celle dont nous nous sommes oceupé , part. I , chap. a. L'auteur 
prend, comme pour la Lune, l'équation d’une ellipse mobile dont les constantes sont 
indéterminées, pour équation approchée de l'orbite; il la substitue dans l'expression 
de la fouction perturbatrice O, qui se réduit*à une série de tenues de la forme A cos qv r 



dont chacun en amène un autre de la forme - 



cos qv dans l'expression de L* 

somme de ces derniers donne la valeur de i , qu’il substitue dans la correct ion«du temps , en 
ne considérait que les deux premiers ternies qui sont sous le signe /; et le résultat , pris avec 
un signe contraire, indique, lorsqu'on y met la longitude moyenne J à la place de la. 
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Traie v, la correction qu'il faut faire au mouvement moyen pour avoir le mouve- 
ment vrai. 

L’article second a pour objet la correction du lieu du Soleil, qui est due à l'attraction de Ju- 

la Lune. L'auteur suppose l’orbite de celle-ci circulaire , et dans le même plan que celle puer 
de la Terre , et il obtient , en Résignant par t le lieu moyen de la Lune moins le lien 

moyen du Soleil , et par s l'anomalie moyennne du Soleil ,,la formule 

-f- ta" sint + a*,9 sin (t -f- *) — a', 7 sin ( t — 1) ; mais M. Laplace a trouvé , au rap- 
port de Lalande (Mèm. de Par., 1786, p. 4 ° 4 )> que le* deux dernières équations 
ne doivent point avoir lieu, et qu’elles sont 1 % résultat d'une omission faite par Clairaut 
dans sa théorie. Il en est de même pour les deux équations analogues que' trouve celui-ci 
dans la correction du lieu dn Soleil due à l'action de Jupiter* dont il fait le calcul dans 
l'article 3 , en supposant l'orbite de cette planète Circulaire. 

L'article 4 * pour titre à De la manière de convertir une fonction quelconque T de t Détermination 
en une tétie telle que A -f B cos t -+• C cos nt -f- etc. Parmi les dilférens moyens pro- mirrac<*mc*ns 
p 'ses par Euler pour déterminer avec pression les termes dont on a besoin, Clairaut L fcrje <jm 
choisit celui qui dépend de la division des arcs de cercle, parce qu'il lui parait qu'avec ”u!™»ticnnrl, 
de légers changemens, cette méthode, sans être fort pénible dans l'exécution, peut donner 4 ““*"" 

tifs exactement les nombres dont il s'agit, u Ces changemens rendent , dit - il , la 
n construction de M. Euler semblable à celle que M. d'Alembert a donnée pour le 
» même objet ( Rech . , t. II , p. 66 ) ; mais ce dernier auteur n’a pas pensé à ce qui 
» rend la méthode praticable; et d'ailleurs le chemin que j’ai suivi dans la même re- 
n cherche, m’a paru devoir être celui que l'inventeur, M. Euler, a caché, n Clairaut 
imagine, en suivant l’esprit de la méthode par laquelle on substitue une ligne parabo- 
lique à une courbe donnée , que les arcs t soient placés sur un axe , et servent d'abs- 
cisses aux ordonnées T ; il suppose ensuite que H , I , K, L , etc. , soient ce que devient 

la fonction T, lorsqu'on y fait t successivement égal à - , — , — , etc, c étant la cir- 

conférence; il montre alors que, d’après la théorie de la multisection des angles, il 
suffit d'ajouter ensemble toutes ces quantités , et de diviser leur somme par n , pour avoir 
la valeur de A dégagée des autjfs inconnues ; et'qu'on trouve, d’une manière analogue. 

Celle des autres coefficiens B , C , D , etc. , par une formule générale , qu'on peut appli- 
quer à des fonctions de t beaucoup plui compliquées , dans les cas même où la loi de la 
fonction ne serait pas donnée algébriquement , et où la courbe qui l'exprime ne serait 
donnée que par plusieurs points (*).D'Aéemberta remarqué, dans le second volume & ses 



(*) Soit H = A -f- B coi- + C cos — 4-D cos — -t- etc. , I = A 4-B co. — 4-Cco» — -f. etc. , 
n n n un 

K = A -f* B cos •— -ht co* — + D co» 4- etc. , et ainsi de suite : ou aura . eu remar» 
n n n 

quant que chacun d e* coainui qui multiplient B est nne cfes racine» de l’équation y* — 1 = 0 , qui, 
«t int «an» second terme, doit avoir b somme de ses racines égalé h zéro, et en obserrant qu’il en est 
de même pour les autre* lettre* (Ment, de Par. f 1*54 r P- 5-j6, et Cale. int. *dc M. Lacroix, i ffo) : 

A = - (H + 1 + R + L + etc.) , et en general , S— — (u. co» — -h I co» — -f Rcos — » 

n 3/1 \ n n n / 

S étant le coefficient correspondant an multiple p d’nn terme cherché. 

Si Ton suppose n infini, il est clair que la somme de* quantité* U, I, etc., c’est-à-dire de* râleur» 

•«ermites de T, sera /TJ/, et qu’ainai U râleur ngotueuK de A sera j'~~~ » cn k* 1 * 401 , = c cpii* 
riaiegtaûon. 
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Opuscules , que ce procédé n'était an fond qu’un savant détour pour parvenir précisé- • 
nient au même résultat qu'il avait obtenu plus simplement. En effet , lorsqu'il est ques- 
tion de passer de la théorie à l'exécution , Clairaut s'en tient à la forme intégrale des 
coefiiciens cherchés et aux quadratures qu'elle indique, u Les courbes , dit-il , qu'on 
n a besoin de carrer étant tracées seulement à peu près par plusieurs points , on voit 
» au premier coup-d'oeil les parties qui sont d’une cSurbure assez considérable pour 
n demander qu’on rende les ordonnées voisines les unes des autres , et celles qui per- 
» mettent qu'on ne les prenne que de loin en loin. Dans le premier cas , je traite un arc 
u qui passe par quatrç ou cinq points v (fis ins , comme celui d'une ligne parabolique , 
n et je prends autant de ces arcs qu'il est nécessaire pour mesurer exactement la pattia 
« la plus courbée ; dans les autres , il suffit de prendre la courbe pour un assemblage da 
n lignes droites. Au reste, à l'exemple de M. Euler, je n'emploie cette méthode d'ap- 
v proximation que pour les lettres A et B, et je parvient, par un procédé qui m’est 
n propre , à la relation que tous les coefficiens cherchés ont les uns avec les autres, n 
Action <lt Clairaut applique ensuite , dans l'article £ , ces procédés à la recherche des équations 
Venu,. Jp H C u du Soleil qui dépendent de l'action de Vénus, en supposant les deux orbites 

circulaires et dans le même plan , et en s'arrêtant au cosinus du quatrième multiple de t. 

11 parvient ainsi à la formule 10* sin t — 1 1*,5 sin at — i *,4 sin 3 l — o'^sin/jt- Lexlll 
ayant depuis approfondi cette matière (A fém. Pétersb. , 1779 , part. II , pag. 3 go ) , est 
arrivé à peu près au même résultat, et Fuss a trouvé aussi , par un travail suivi et une * 

méthode différente, que la théorie de Clairaut était exacte. (Voyez Mém. de Berlin, 

1784, p. a37.) 

L'article S , intitulé : Diverses applications de la théorie precedente , est consacré à 
la détermination des masses , et à la recherche des temps où toutes les actions des pla- 4 

nètes sur la Terre se réunissent pour altérer le plus qu'il est possible le lieu du Soleil. 

L'auteur fait voir que le maximum de cette action monte à environ 1', et que c'est 
à cela que peuvent tenir les différences faussement attribuées à des variations de l'équa- 
tion du centre. 

Le Mémoire précédent est clair, concis et méthodique , et ses résultats ont servi à 
La Caille pour les nouvelles Tables du Soleil, qu'il publia en 1758 ; Clairaut annonce, 
en le terminant , qu’il se propose d’en donner un autre sur le mouvement du Soleil en 
latitude , qui résulte de l’action des mêmes planètes qu'il a considérées dans celui-ci ; 
maùbil n’a pas exécuté ce projet. 

Appt icaiion» Lalande calcula le premier, en 1758, les inégalités de Mars produites par l'action 
C*àfr™t U fa'i"c»' J u P* ter > en * 7 ®° celles de Vénus causées par l'attraction delaJTerre, et en 1761, 
p» Lslamle. celles de la Terre dues à l'action de Mars. Ses Mémoires „ compris dans ceux de l'Aca- 
démie des SciqMces , contiennent tous les détails de l'application à ces divers cas de la 
méthode de Clairaut qu’il a constamment suivie, ainsi que l'a fait Bailly, dès 176a, pour 
la théorie des satellites de Jupiter. 

Le calcul des dérangemens de Mars , dus à l'action de Jupiter , n’exigeait pas que 
l'approximation fût poussée très loin dans le développement des facteurs irrationnels , 
à cause de la grande différence des distances de ces planètes au Soleil ; rnqjs il n'en 
* était pas de même de celui des inégalités de Vénus, que Lalande avait entrepris à l’oc- 
casioo du passage de 1761. Cet astronome détermine dans ce cas les valeurs de la 
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quantité Ga—cost)”’ de d'Alembert, lorsqu’on prend successivement pour s tons les de- 
grés compris entre o et 180°, en observant que dans le second quart de cercle — cos s 
devient une quantité positive ; il regarde ces cent quatre-vingt-un^ valeurs comble les 
ordonnées consécutives d'une courbe parabq^igue , et il obtient l’expression de A, en 
prenant l’aire de cette courbe par approximation : ce qui se réduit à ajouter le tiers des 
ordonnées extrêmes aux deux tiers de celles de numéro impair et aux quatre tiers de celles 
de numéro pair, et en divisant cette somme par 180“ (*). La valeur de U exige un calcul 
semblable , avec cette différence, que tous les termes doivent être multipliés par cota, et 
que la somme doit être divisée par go° seulement. Lalande trouve ainsi pour Vlnus des 
inégalités qui vont jusqu'à une demi-minute en plus et en moins ; mais comme les prin- * 
cipales dépendent de l’angle de commutation z , il en conclut qu’elles ne sont pas sen* 
sibles lors des passages de cette planète sur le Soleil. 

Dans le cas de Mars troublé par la Terre, les excentricités des deux orbites devant 
entrer dans le calcul des distances, et les équations du centre dans le calcul des angles , 

Lalande a égard alors au second radical , dont il exprime les coefliciens au moyen de A 
et B. 11 calcule ceux-ci de la même manière que pour Vénus , mais en ne prenant leurs 
élémens que pour tous les degrés pairs depuis o à i8o°, et en divisant par conséquent • • 

la somme définitive relative à A , par go, et celle qui donne B, par 45 . Cette méthode de 
déterminer par petites parties la surface d'une courbe donnée par points , n'est guères 
applicable que quand les ordonnées consécutives sont peu différentes ; car, lorsque les » 

changcmens sont brusques et considérables, elle n’est pas d’une etOctitude suffisante ; 
aussi d'Alembert preférait-il celle des rectifications comme étant plus rigoureuse. La- 
lande obtint ainsi , en ayant égard à quelques-uns des termes de l’ordre du carré de 
f excentricité , une formule dont il fit part à Mayer. Celui-ci lui envoya le résultat d’un 
semblable travaH qu’il avait fait par les méthodes d’Euler , et qui s'accordait assez av^f 
celui de Lalande. 

Mayer s’occupa aussi des théories de Jupiter et de Saturne, et soumit, sans beaucoup j; on » Pïn ^ 
de succès, les formules d'Euler aux observations, afin de rendre les premières plus exactes. r3n -™~j"' “b- 
Lalande remarqua, en 1764, que les observations indiquaient un dérangement singulier moimtueut d» 
dans le mouvement de Saturne , qui rendait sa révolution moyenne très différente , Sa<uroe - 



( * ) Eu effet, noue iront trouvé, page i 4 s, 

,-f . ' 



_ P(u — «a s) r co»i M 

180® ’ ~ J 90» 

Soit (ft •-cote) ’ =y , et désignons par », t et tlo valeurs de y correspondante» anx valeur» 0 , I 
ei a prises pour s. 

L'équation de» confies parabolique» d«*Ke*rton , y st: m ■+•»» + pf + q»> 4. etc. , devient , en expri- 
mant que ira ordonnées a, t, c correspondent au* abscisse» o, 1, a , 



■}„ 



JV" 1 (*— d’oitl’on tire fydz=at+ :*+ Q(^y — ^ , 

et en prenant l’intégrale entre 1 rs limite» a =0 , » = 3, fyds = « a ■+• | b + i c j per le même r«i»on , 
b snrface comprise entra te» ordonnées c, ti, e sera jtZ ainsi de suites cl b surface ccm- 

priae entre a et e sera égale k ja-f- | i+ 2 c + + 






Digitized by Google 




lâa SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTE^, 

suivant les circonstances où l'on observe , et faisait que la durée des deux révolutions , 
comprises entre 1701 et 1760, était plus courte de six jours et demi qu'elle c'avait été 
dans gn pareil intervalle entre 1686 et 1740 ; différence qui ne lui paraissait pouvoir être 
produite ci par l’action de Jupiter, ni par aucune des causes connues, puisque les deux 
planètes se trouvaient, à quelques degrés ptfes, à la même configuration et au même point 
du ciel dans les deux cas. 



*U Turin. 



• CHAPITRE III. 

* . * * 

Premières Recherches de Lagrange et de M. Laplace sur la théorie des 

Planètes. 

Noc S venons de voir Euler, d’AJerabert et Clairaut, dont nous avons admiré les tra- 
vaux dans la théorie de la Lune, poser les bases de celle des planètes, surmonter 
déjà de grandes difficultés, en indiquer d'autres sans les résoudre, et donner aux tables, par 
leurs formules, une plus grande exactitude ; mais il restait encore des points très iniportans 
à éclaircir, et un grand nombre de découvertes brillantes à faire, dont l'exposition va nous 
occuper. Nous verrons que la plupart de celles-ci sont dues rfux deux mêmes géomètre* 
qui ont aussi perfectionné la théorie de la Lune, et qu'aiusi , depuis Newton jusqu'à la 
fin du siècle dernier., cinq hommes ont presque tout fait dans l'une des parties les plus dif- 
ficiles et les plus avancées de l'Astronomie. 

Mémoire «te Le troisième volume des Miseellanea Taurinensia , publié en 1 766 , et qui contient 

Lagnn» con- j es Mémoires des années 176a — 1765, en renferme un de Lagrange, intitulé : Solution 

tenu «tans le I. 3 . 00 

«In -M, tanga de dijferens problèmes de calcOl intégral, qui orcupe deux cents pages; ce Mémoire, 

t^ii parut presqu'en même temps que les Recherches du même auteur sur les inégalités 
des satellites de Jupiter., couronnées en 1766, peut, sous le point de vue dont nous 
nous occupons , être divisé en deux parties. La première, qui contient des méthodes 
générales d'intégration , est remarquable , tant par le nombre et la nouveauté de celles-ci, 
que par l'ordre dans lequel elles sont exposées , en allant du simple au composé , et par 
l’usage que l’auteur y fait des indéterminées pour intégrer et faire disparaitre les arcs 
de cercle ; la seconde , qui renferme une théorie de Jupiter et dq Saturne , est bien 
digne aussi de fixer l'attention , soit par divers procédés ingénieux qui y sont exposés , 
et qui se trouvent aussi dans la pièce sur les satellites de Jupiter , soit par la méthode que 
l’auteur y donne pour parvenir aux équation* séculaires de tous les élémens, et par les 
résultats nouveaux auxquels elle le conduit. 

Lagrange S'occupe d’abord de l'intégration de liquation différentielle 

«* + M£ + Ng + pg+«* = T. 

dans laquelle L, M , N , T, etc. , sont des fonctions de l. II la multiplie par zdt, 1 étant 
qne variable indéterminée ; puis il intègre par parties , de manière à faire disparaitre 
les différentielles de la varit^ley de dessous le signe f, et profite de l'indétermination 
de s pour égaler à zéro, tout ce qui demeure sous ce signe , de manière que l'équation 
restante soit d'un ordre moins élevé d’une unité que la proposée. Ainsi , si Ton peut 
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trouver une valeur de z qui satisfasse à l’équation de condition , on aura tout de suite 
l’intégraie cherchée ; si l'on a deux valeurs différentes de z qui satisfassent également 
à cette équation , on aura , par la substitution de ces valeurs , deux intégrales , à l'aide 
desquelles on éliminera la plus haute différentielle de y , et l'équation qui en résulte 
sera l'intégrale seconde de la proposée , et ainsi de suite. L’auteur fait voir qu'on aura 
autant de constantes arbitraires qu'il y a d’unités dans l’exposant m de l’ordre de l'équa- 
tion différentielle, et que celle-ci sera intégrable algébriquement, toutes les fois qu'on 
aura m ou m — t valeurs de y en t dans le cas de T = o. 11 s’occupe de l'intégration 
d’un grand nombre d'équations analogues , et en tire la solution de quelques problème* 
concernant le mouvement des Quides et la théorie des cordes vibrantes. 

Lagrange indique ensuite, page aSa, une nouvelle manière d'intégrer par approxi- Moyens <te 

. lairecliiparaltre 

mation l'équation + K'y + L + tMy* ■+• i*N/ -f- etc. = o , où K , L , etc. .sont 

. , t Icgral» apjjro- 

des constantes quelconques , et dans laquelle i marque un coenicient très petit. Il observe chces. 
d’abord que si l’on commençait par intégrer l'équation, en négligeant les termes en i, 
et qu'on substituât cette première valeur dans le terme My‘, cela ferai! naître la quan- 
tité iA cos Kf , qui amènerait, par une nouvelle intégration, le terme <B{ sinKl dans la 
valeur de y , et que , si l’on continuait le calcul de la même manière , on trouverait 
encore des termes multipliés par t\ t 3 , etc. Il démontre cependant que la valeur de y 
ne peut jamais passer du fini à l'infini, et que, puisque t peut devenir infini, il s’ensuit 
que la valeur de^ en t ne doit point contenir de termes qui croissent avec t. Il indique 
alors un procédé pour les faire disparaître; il consiste à faire y=y'+ a +//•-+- i*» -f- etp. , 
a, ft, i étant des constantes indéterminées et y' une nouvelle variable ; à substituer cette 
valeur dans l’équation différentielle , en désignant par R* le coefficient qu’a alors y’ -, à 
intégrer une première fois en faisant i — o; à remettre ensuite l’expression de y ob- 
tenue ainsi dans le terme «My'* , et à profiter de l’arbitraire a pour égaler à *éro le 
coefficient de cosRt, qui aurait fait naître un arc de cercle par une nouvelle intégration. 

Si l’on veut pousser le calcul jusqu’à l’ordro suivant , on fera disparaître le terme 
»* cos Rf de la même manière, en déterminant l'arbitraire à être telle que* le coef- 
ficient de ce terme soit égal à zéro , et ainsi de suite. On peut remarquer l'analogie 
qu'il y a entre ce procédé et celui qu'employait Clairaut pour faire disparaître son terme 
en cos v. 

Lagrange expose ensuite une autre méthode pour le même objet, qui est plus compli- 
quée, mais qui a sur la précédente l’avantage de donner directement, et sans aucune 
supposition précaire , la vraie forme de l’intégrale. Supposant qu’on ne veuille avoir 
égard qu'aux quantités de l’ordre de i et de i‘, il fait y* = u , y* =: v, et forme deux 
nouvelles équations en rf*u et d*v analogues à celle en d'y ; mais comme nets sont res- 
pectivement multipliés dans celle-ci par i et i*, il rejette dans la première les termes de 
l’ordre t* et dans la. seconde ceux de l’ordre t; il ajoute ensuite ces trois équations, 
après avoir multiplié celle en y par dt , celle en u par /uf dt, celle en v par >e fl dt; 
il intègre en faisant disparaître de dessous le signe /les différentielles de u, v, et 
en égalant séparément à zéro les coefficiens de chacune de ces variables qui sont sous 
ce signe ; il obtient alors, d’un côté trois équations pour déterminer les constantes *,/«, », (, 
et de l’autre uqe équation du premier ordre , où les trois variables sont séparées , et où 

40 



Digitized by Google 




i54 SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

il entre une nouvelle constante, qu'il détermine d'après les valeurs de y et de sa dérivée 
quand on a t = o. La quantité fi est de l'ordre de t, et » de l'ordre de t*; ( étant déterminée 
par une équation du second degré , a deux valeurs qui sont de la forme -f- R \/ — i 
et — R t/ — t. Lagrange les substitue alternativement dans l'équation réduite au premier 
ordre , en y remettant pour v et u leurs valeurs , et en changeant les exponentielle* 
imaginaires en sinus et cosinus ; il retranche ensuite les deux résultats l'un de l'autre , et , 
divisant par aR — i , il obtient l’intégrale cherchée j celle-ci contient encore les trois 
premières puissances de l'inconnue y, mais il en tire, en la résolvant par approximation, 
la valeur de y , qui se trouve bien être la même que celle qu'il a obtenue par la pre- 
mière méthode. Il s'occupe ensuite , page 274 , du mouvement d’un corps qui décrit une 
orbite à peu près circulaire, en vertu d'une force centrale proportionnelle à une fonc- 
tion quelconque de la distance. 

Il considère , article 5» , le système de deux équations du second ordre , dont les se- 
- conds membres sont nuis, où les variables sont_y, z, et se trouventà la fois dans chaque 
équation , ainsi que leurs puissances et produits de la seconde et de latroisième dimension , 
ceux-ci respectivement multipliés par i et par t*; il emploie pour les intégrer le même 
procédé dont il vient de faire nsage pour une seule équation de cette espèce , en dé- 
signant chaque puissance , ou produit de^ et z, par une lettre particulière, et en for- 
mant autant de nouvelles équations qu'il y a de ces lettres. 11 remarque que , pour que 
les valeurs de y et de z ne contiennent que des sinus et des cosinus, il faut que les 
racines de l'équation du quatrième ordre qui donne ( , soient toutes deux réelles, néga- 
tives et inégales. 

Intt'smion Lagrange indique , page aq4, une méthode particulière pour intégrer une équation 
émulions linéaire du second ordre où jr et son premier coefficient différentiel, par rapporta t, 
pcriodiqoes°c* se trouvent respectivement multipliés par » cos Il< et i sin Ht, et où le second membre 

le* variables une fonction quelconque de t. Il v parvient en désignant les quantités y cos Ht, 
trouvent mè- n J 1 _ ,, r , ,, 

Kcs. y sin Ht ,y cos aHt , y sin allt , par les lettres u , L , v, V, et en formant de nouvelles 

équation? en d‘u , efU , rfV , d % \, analogues à la proposée , mais où l'on peut négliger 
les termes affectés de i* dans les deux premières , et de i dans les deux dernières, lors- 
qu’on veut pousser jusqu’à l’ordre i* l'approximation définitive. Il traite ensuite ces équa- 
tions comme celles du cas précédent; et la formule, réduite au premier ordre, lui donne, 
en y remettant pour a, ü, v, V leurs valeurs , et en comparant les quantités imaginaires 
avec les imaginaires, les réelles avec les réelles, deux équations à l’aide desquelles on 
peut éliminer Je coefficient différentiel de^. 

L'auteur examine enfin, article 55, le cas où l'on a à la fois deux équations de cette 
espèce entre les variables y et y' , et où celles-ci se trouvent mêlées ensemble, de ma- 
nière que la dérivée de y' entre dans l'équation en d‘y , et vice versa, K* désignant 
toujours le coefficient de y, dans celle-ci , et K'* celui de y' dans l'autre équation. II 
emploie ponr les intégrer un procédé semblable , et forme seulement un nombre double 
d’équations subsidiaires, ce qui lui donne dix inconnues et dix éqnations du second 
ordre , d'où il tire une équation du premier ordre et dix équations de condition ; celles-ci 
donnent, à l'aide des deux valeurs dej*, diux équations finales, qui servent à trouver 
y et y, et que l’auteur ne rapporte pas , peut-être à cause de leur complication. 11 di»- 
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cutc alors , arec une attention particulière, le cas où le multiple TT serait presqu'égal 
à K — K', ladifférencen'étant que de l'ordre s. Désignant par h + im la valenrdcf \/ — 1 , 
il détermine les expressions de^r et yen négligeant d’abord les quantités de l'ordre i aux- 
quelles il a égard ensuite; m est donnée par nne équation du second degré , dont les racines 
peuvent être égales on imaginaires. Il prouve que dans le premier cas la valeur de y con- 
tiendrait l'arc t en dehors des signes périodiques , et que dans le second elle renfer- 
merait des exponentielles toutes réelles , et qui croîtraient à l'inlini à mesure que t croit. 

C’est alors que Lagrange fait l'application des méthodes précédentes à la théorie de ’ e F.rtie. 
v . _ •/•j » a» , Tlicotic de Jn- 

Jopiter et de Saturne. Il reprend les trois équations ou mouvement de lune et de j lllcc vl s ttluf , 

l'autre planète en coordonnées polaires prises par rapport au temps , qu’il avait déjà ne - 
données dans un Mémoire imprimé dans le volume précédent. Les variables y sont sépa- 
rées de manière à ce que les distances accourcies r et ri des denx planètes , rapportées 
au plan de l'écliptique fixe , soient données chacune , ainsi que les tangentes q et q' de 
leurs latitudes , par une équation du second ordre , tandis que les longitudes ç et f ' sont 
déterminées par des équations du premier ordre. Il remarque que leur analogie permet 
de ne considérer qu’un seul système d'équations , celui relatif à Jupiter par exemple , 
les mêmes formules pouvant ensuite, en ajoutant on supprimant un trait à chaque 
lettre , servir à calculer les dérangemens de Saturne. H élimine alors l'élément dt 
du temps, ainsi que Clairaut et d'Alcmbert, et obtient un autre svstéme où dç est 
la variable indépendante , et qui est assez analogue à celui dont M. I.aplace s'est servi 
dans sa Théorie de la Lnne (*). L’auteur suppose d'abord que les farces perturbatrices Variai» dra 
soient nullcs, et intègre dans cette hypothèse avec quatre constantes arbitraires t, m, n, et m, ''émeus, 
qui représentent la tangente de l'inclinaison , le lien du nœud ascendant , l'excentricité 
et le mouvement de l'aphélie. Il imagine ensuite que l'effet de ces forces consiste à faire 
varier les constantes , en sorte que l'orbite soit représentée par une ellipse qui change 
continuellement d’espèce et de position-, il différencie la valeur de q , en faisant tout 
varier, et profite de l’indéterminée ■ pour exprimer, par une équation qni donne la 



(*} Soient S, I et F les musses du Soleil, de Jupiter et de 6atorae; P, Q, Ries composantes rec- 
tangulaires des forces perturbatrices qui agissent sur Jupiter: Lagrange faisant ^ r-a s, obtient les trois 
équations suivantes (yayez part. I , Notes 3 et 7) : 

du (S-j-l)ft-*-ty)~' ,l ’q v 

t/c — »/yr-c/#’ C— a/Qr‘d> ' rf»* ^ C—a/Qr'r/s ’ 

en faisant , pour abréger , Rr» + Q ^ = U , r* Ç? — Rq + Q — V. 

I. 'intégration lni donne, quand P, Q, R sont nuis, 

& j I fffm • 

q = «ain — *) , s— — - - - V 1 4 -ÿ* 4- ■ co» {# — •) , d’oii Pon lire «* = 0*4- 

Va ^1 4* • ) ttf* 

Quand P, Q, R ne sont pns nuis, si Pon suppose que les clcmens deviennent variables ei que les diffé- 
rentielles premières deq cl de 1 retient cependant les mêmes que dans le premier cas, on obtiendra, en 
regardant • comme constant dans l'expression de s, 

dt dtt td* V dn , 

* — «;* »io(* — — x/Qr»d# ° ’ a lan fiC> •) •»<>> 

= c-àûr-j, { u + TT + rT î fQr^+ ^4= . }. 
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valeur de dt , que la variation instantanée de la latitude sera la même que si le plan de 
1 orbite ne changeait pas de position. Il différencie une seconde fois la valeur de q , et 
la substitue dans l'équation du second ordre, en y remettant pour di sa valeur *, ce qui lui 
donne une seconde équation du premier ordre pour déterminer c/*. Il applique aussi le 
même procédé à l'équation relative au rayon vecteur, en exprimant que la variation ins- 
tantanée de ce rayon soit la même que si l'ellipse demeurait constante-, et il décompose 
1 équation du second ordre en deux autres du premier ordre, qui déterminent les va- 
riations de l’excentricité et de la longitude du périhélie. On voit que cette méthode 
est tout-à-fait analogue à celle qu'Euler avait employée pour la Lune, dès 1753, et 
appliquée aux planètes en 1768; l'expression de la variation de l'inclinaison est la même, 
et celles des trois autres élémens ne sont dilTérentes que parce que Lagrange n'a pas 
conservé , comme Euler , le temps ou le moyen mouvement pour variable indépen- 
dante , qu'il n’a pas donné la même forme que lui à l'expression de la distance 
accourcie dans le mouvement elliptique , et qu’Euler ne s’est pas attaché comme lui à ce 
que la différentielle de ce rayon eût précisément la meme expression que dans le cas de 
l'ellipse constante.* 

Développement Lagrange reprend ensuite les trois équationsdilîérentielles où le temps est la Tariable 

(jtùtiai™ ulC * indépendante , afin de les intégrer directement par approximation. Les observations lui 
apprenant que le mouvement de Jupiter autour du Soleil est à peu près circulaire et uni- 
forme, et que le plan de son orbite ne fait qu’un très petit angle avec celui de l'éclip- 
tique, il nomme a la distance moyenne de Jupiter au Soleil, h sa vitesse angulaire 
moyenne, et fait, comme Euler, dans sa pièce de 1748, T— a ( 1 + /y), p = ht-f-ijr, 
q =: <£, i étant très petit ; il prend des valeurs analogues pour les variables relatives à 
Saturne, ce qui lui donne, en substituant ces valeurs dans les équations en q et r, des 
formules du second ordre en y et z , semblables à celles dont il s'est occupé article 5 a , 
mais qui contiennent encore des termes non développés , dépendans des forces , et dont 
quelques-uns ont en diviseur le cube de la distance v des deux planètes. L'auteur est 
conduit par là à s’occuper du développement des deux facteurs irrationnels qui entrent 
dans la valeur de ; il adopte sur ce point le procédé d’Euler , et donne , pour obtenir 
les séries qui expriment les coclHciens du cosinus de chaque multiple de l'élongation I, 
une méthode simple et élégante fondée sur la décomposition du binôme en deux facteurs 
imaginaires, et sur le développement immédiat de chacun d'eux suivant les cos. et les sin. 
des multiples de l'angle I, qu'il remplace ensuite par sa valeur (h — h') t i (x — x') (*). 



(•JOna en effet, 1 — s* cos9 -4- «• = [ t — «( cos 8 -Min 9 V — >5 1 [ 1 — « (cosS — sin 8 \/— > 
et comme (co» S rî: lin 6 V — ')“= rwmfcfciinmj V — t , si l'on éliee succcssiscmc nt c hacun de* fac- 
teuis à la puissance — s, leur* valeurs seront de la furme M+S I , M — N \/ — l,en supposant 

NsiH-» cos 9 -h — — «’ eosiS + ctc. , N =s« sin 6 + — * «* +*•*•• 

et l’on aura ( 1 - an cos 9-t-«’ )-• = M’ -H N* = A + B cos 9 -f-C coi a5 4- etc.) 
doit l’on tire , en carrant les valeurs de M et de N, eu ajoutant les tetmes qui oui le même coefficient , et 
CD comparant Ici deux dernier» membres terme h terme , 

A = +(^-y -* + — r 1 



L’antmr pote ensuite s = 
sauce» de «. 



r ? t et donne dans une table les logarithmes des quarante premières puis» 



k 
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Lagrange obtient ainsi les expressions des forces perturbatrices , qu’il substitue dans p^ nc[ ^, n (Irl 
les équations différentielles ; il réduit ensuite celles-ci à une forme plus simple , en chan- equstiom à au* 
géant les variables y et z en d'autres y, et z, dont les valeurs soient exprimées en fonc- plu * 

tion des premières, de leurs puissances et de leurs produits de la seconde et de la 
troisième dimensions , respectivement multipliés par i et par i*, et affectés de coefficiena 
indéterminés (*). Pour prouver la légitimité de cette supposition et déterminer en même 
temps les coefficiena inconnus , il différencie deux fois les expressions dey, et z, ; il y 
remplace les coefficiens différentiels dey et z par leurs valeurs tirées des premières équa- 
tions , de manière à négliger, dans le résultat, les quantités affectées de i 3 ou i‘n ; et 
après avoir substitué ces expressions dans les équations réduites, qui doivent devenir 
identiques , il compare séparément les termes semblables. Ces opérations lui laissent en- 
core deux indéterminées dont il peut disposer, et elles réduisent les équations différen- 
tielles à la forme de celles dont il s'est occupé article 58. 

Pour intégrer ces formules sous leur nouvelle forme , Lagrange y néglige d'abord tous Première in • 
les termes affectés de i et de n, excepté ceux qui renfermenty, ou 2 ,, multipliés par 8ral100 ' 
cos ( h — h' ) t ou sin ( h — h') t, et auxquels il faut avoir égard, même dans la première 
approximation , parce que , quand on y met pour ces variables leurs valeurs simplement 
elliptiques A' cos£( A' -f- ik' ) t — A'], etc., on obtient, après le développement des 
produits , des termes de la forme cos Q ( h -j- ih' ) t — A' ] , qui étant de l'ordre de in , 
dans les équations différentielles , se trouvent divisés après l'intégration par des quantités 
du même ordre ; de sorte qu'ils appartiennent aussi aux premières valeuA dey, et z,. 

L’auteur exécute ensuite une première intégration par la méthode de l'article cité : le 
cas qu'il y a examiné en particulier se présente alors, et il obtient poury, et z, des valeurs 
en fonction des sin. et cos. de l’angle (A -f- im)t pour l'une , et f h -f- in) t pour l’autre ; et 
comme m et n ont chacune deux valeurs m', m m ,n\n", cela donne quatre termes pour chaque 
variable, u Le peu de temps qui me reste, dit-il ensuite, ne me permettant pas d’entrer 
n dans le détail des nouvelles approximations , je me bornerai à examiner ici , d’après 
r> les' formules données ci-dessus , les inégalités des mouvemens de Jupiter et de Sa- 
li turne, qui font varier l'excentricité et la position de l’aphélie de ces deux planètes 
n aussi bien que l’inclinaison et le lieu du noeud de leurs orbites, et qui produisent sur- 
n tout une altération apparente dans leurs moyens mouvemens. n 

Il reprend alors les expressions précédentes de y, et z„ et il les transforme à plusieurs Détermination 
reprises, de manière à leur redonner leur première forme A cos (Af — A), A sin (ht — E), ttculair^dë* 
ce qui lui permet ensuite de comparer les valeurs définitives de A, A, A, E avec les chaque élément 
primitives , et d'en conclure , pour l'une et l'autre planète , les variations de l’excen- 
tricité , de la tangente de l'inclinaison, des lieux de l'aphélie et du nœud. Cette méthode 



(*) Le» équations deviennent alors 

■j— +R*/i + /iY = o, ~ + L , 2i+inZ=o, 

«1 supposant j- , =y + m+i ex i 1 ' C/ajr + 1 ^-^-t-etC-, 

et en désignant par in la quantité ~ h*, par Y et Z une anite de produits des sia. et cos. de l'angle [ h — h' ) I 
et de ses multiples, par n ou par injr, in y*, inx, in: , etc. 
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de dé terminer les variations de chaque élément pour avoir les inégalités séculaires , a lté 
dès-lors toujours employée, lors même qu’on a eu recours à l'intégration des équations 
générales pour les inégalités périodiques. Nous avons vu qu'Euler avait déjà eu l’idée , 
dans sa pièce de 175a , du procédé par lequel on réduit à la forme elliptique les exprêa- 
sions des variables dans le mouvement troublé ; mais Lagrange l'a perfectionné : il en a 
conclu les mômes formules dn mouvement rétrograde du noeud et de la diminnVion séculaire 
de l'inclinaison qu'Euler avait déjà données , et en a déduit le premier l'expression exacte 
des variations séculaires de l'équation du centre , de l'excentricité et du mouvement de 
l’aphélie. Il n'a pas été aussi heureux pour celle du moyen mouvement, à laquelle il parvient 
en cherchant la valeur de f, et, après avoir substitué les petits arcsi 1 (n'-n‘ )t à leurs 

sinus, en comparant le coefficient de t avec celui qu’il a désigné par h ; il en conclut, en pas- 
sant aux nombres, une inégalité croissante dans le mouvement en longitude de Jupiter et de 

Saturne, représentée par la formnle-4-a", 74030* pour celui-là, et par — 14", as 18 n’pour ce- 
lui-ci, n étant le nombre des révolutions écoulées depuis une époque Gxe.Nons verrons bien- 
tôt ces résultats démentis par de nouvelles recherches; mais l'ouvrage de Lagrange qui les 
contient, n'en est pas moins admirable sous le rapport analytique, puisque c‘est-là, comme 
l'a dit M. Laplace ( 3 /ém. de Par. , 177a , seconde part. , pag. a68 et 517), u qu’il 
v a senti et résolu le premier, par une analyse sublime, la difficulté que font naître 
n les ternie^ qui , provenant de la seconde approximation , sont du même ordre que 
n ceux qui résultent de la première, quoiqu'on les suppose d'un ordre inférieur, et qu'il 
r a envisage sou» son véritable point de vue la question des inégalités séculaires, n 
Nnimllcs Les tomes V et VI des Opuscule s de d’Alerobert, publiés en 17S8 et 1773, con- 

Wbettlie» de tiennent différentes recherches relatives à la théorie des planètes. C’est ainsi que dans 

il üXile'da le 39* Mémoire, t. V, pag. 34 a, l’auteur s'occupe du mouvement de leurs aphé- 
planitcs. jjgj . jj attribue à Lagrange d’avoir remarqué le premier , dans ceux de Jupiter et 
de Saturne, une duplicité de valeur qui tient à ce que la variable^' entrant dans 
Téquation en y, et vice versa , la quantité de ce mouvement est donnée par une équation 
du second degré, u Dans la théorie de la Lune, ajoute-t-il , la révolution delà planète, 
n comparée à celle de la Terre , dépend .ainsi que le mouvement de l’apogée, du rapport 
n de la masse de la Terre à celle du Soleil , au lien que dans la théorie de Jupiter 
„ et de Saturne , le mouvement de l’aphélie dépend uniquement de la masse de ces pla- 
„ nètes, et la révolution de la masse du Soleil ; ainsi il se peut faire que quoique l’équa- 
„ ti on q u j donne ce mouvement soit à peu près exacte dans la première théorie , elle 
si ne le soit pas dans la seconde, n II cherche à prouver, Mém. 4 ° t P- 887 , que s’il y 
a dans l’équation du rayon vecteur de l'orbite d'une planète , deux termes de la forme 
m cosNi -f- î cos (IV ■+■ y) z , y étant extrêmement petit, il en résulte dans l'équatiou du 
temps un terme de 1 a forme A sinyï, qui peut produire une équation séculaire appa- 
- rente (»). Il trouve ingénieuse et satisfaisante l'explication du retardement de Saturne 

En effet , soit x la distance accourcie de U planète au Soleil , le premier terme de lVxprcttîon du 
Mm .„ „i fx ■ <h i soit * = « coi Ne -t- C coi ( N H- y )s , 1 » râleur Je x> conlieu.lra le ternit 

»»f cos (N 4 - y)* coeNx = «C [co. (»N + y )* + co» y*], qui produira dans /s'ils le terme - ain ya. 

Soient f et î + d r« râleurs de l’anamalie vraie *' h dciu époque* différente» , / comprenant plusieurs 
ciltoolüitnces; l’expreasion de la différence des moyens moutemen. corrr.pomlan. contiendra U quantité 

— [ tin y C C + 1 ) — •'«> yïl = ~ C { «“ *, * — ' J «» + * io ** c0 * îîl. 
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que Lagrange a tirée de cette espèce de ternies , en prenant pour yz la distance des 
aphélies de Jupiter et de Saturne quand t = o; mais il fait voir, dans le Mém. 4 1 , 
pag. 4 50 , qu'on ne peut pas conclure de U que ce n'est pas la résistance de l'éther 
qui altère le moyen mouvement de la Lune et des planètes, parce qu’à cause de la 
différence des temps des révolutions , un argument qui , dans le cas de Saturne , pour- 
rait être encore assez petit au bout d'un grand nombre d'années , pourra être au con- 
traire très grand dans le mouvement de la Lune , qui est environ quatre cents fois plus 
rapide. Il est donc alors beaucoup plus difficile de trouver des argumens assez petite 
pour qu'ils rendent raison d'une équation, séculaire dans le moyen nmnvement. 

L’article II du Mémoire 5o, compris dans le tome VI, est intitulé '.Des perturbations 
d'une planète principale par ses satellites, et de C orbite mime de ces satellites. L'auteur 
montre comment on peut trouver le lieu d'une planète, lorsqu'on connait le lieu de. ses 
satellites et celui du centre de gravité commun, u Imaginons , dit-il , lorsque le temps 
» t = o , un plan passant par une planète dont la masse est P , et auquel on rapporte 
v le mouvement des satellites S, S', etc. de cette planète; soient te, at', etc. les distances 
» de ceux-ci à cc plan au bout du temps t, { la quantité dont la planète s’est élevée 
n au-dessus de ce plan dans le même temps , Ç la distance correspondante du centre 
n de gravité à ce plan primitif; on aura, par la propriété des centres de gravité. . . 

» (P + S-|-S'-j-etc.)Ç = S -f-S' (x'+t)-+.etc. -J-P{, d’où l’on tirerai, i» Il déter- 

mine ensuite les forces perturbatrices de l’orbite décrite par le centre de gravité de la Terre 
et de laLnne plus exactement qu’il ne l'avait fait dans le tome II de ses Recherches. U in- . 
dique , page 3a 1 , comment on peut déterminer , au moins en certains cas , si une comète 
peut devenir satellite d'une planète : recherche qu'il a reprise dans le tome VIII, pag. a3g, 
à l'occasion de la savante théorie donnée sur ce sujet par du Séjour , dans son Essai sur 
les Comètes, publié en > 775 . Il fait voir enfin, pag. 3a3, que le centre de gravité 
commun d'une planète et de ses satellites décrit sensiblement une ellipse autour du 
centre de gravité commun de tout le système , c’est-à-dire du Soleil , de la planète et de 
ses satellites, u Cest ce qu'on démontrera aisément, dit-il , en considérant, 1 *. que le 
n Soleil , le centre de gravité de la planète et de ses satellites , et le centre de gravité 
n commun de tout le système , sont toujours en ligne droite; a’, que les distances du 
n centre de gravité commun aux deux autres points sont toujours dans le rapport cone- 
* tant de la masse du Soleil à la somme des masses de la planète et de ses satellites ; 
n 3°. que par conséquent les courbes décrites parle Soleil, et par le centre de gravité 
» de la planète et de ses satellites, autour du centre de gravité commun, et la courbe 
n sensiblement elliptique décrite par le centre de gravité de la planète et de ses satel- 
n tellites autour du Soleil , sont semblables. » 

Le | 3 a pour titre : Sur les équations séculaires des planètes. D’Alembert y fait 
voir comment les deux termes » cosNz C cos (N y ) 1 peuvent aussi altérer le 
mouvement de l'aphélie et l’excentricité. Pour cela, il réduit leur somme à la forme 



qui, lorsque l'ongle j/est encore user petit ponr qu’on se borne i ses deux premières puissances dans le 
développement de cos et sin >/, donne le terme — tin yÇ . , prrpnrUoonel au carre do nombre 

de révolutions écoutées depuis 1a première époque. 
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k cos ( Ns -f- «) , en prenant ponr k et pour tango, des valeurs dont le développe- 
ment lui donne les variations cherchées (*). Il obtient de la même manière celle de l’é- 
qnation du centre en réduisant a! sinNz + C sin (N -f- •/) z à la forme rsin (Nz-f-sr) ; 
et il remarque que , comme les coediciens N et N y sont peu différons de l'unité , 
m et S seront très peu différées de a« et de a! , et qu’ainsi w et oseront sensiblement 
égaux à o et à ak. 

Premier Mc- M. I.aplacc lut à l'Académie des Sciences, le 10 février 1773, unMémoire ayant pour 

place’ "'•u?' f'|" titre : Recherches, 1 °. sur T intégral ion des équations différentielles aux différences finies, 

«piaiiom accu- et sur leur usagejlans la théorie des hasards ; 2 °. sur le principe de la gravitation uni - 

Lire* de. pis- „ „ , . , ' . • , , ,, 

nèic». verselle , et sur les inégalités séculaires des planètes qui en dépendent. Il se trouve dans 

le t. VII de ceux des Savons étrangers. La derniere partie contient la grande dé- 
couverte de l’invariabilité des moyens mouvemens des planètes, en allant jusqu’aux cubes 
des excentricités et des inclinaisons. Avant d'entrer dans l'exposition de la théorie qui 
y a conduit l'auteur , nous rapporterons presqu'en entier le préambule qu'il a mis en 
tète de cette partie de son Mémoire, parce qu’il peut servir tant à donner une idée 
juste de l'état de la question , qu'à fixer l'opinion qu'on doit avoir de quelques ouvrages 
de» mîtâux'an- antécédens. u Parmi les inégalités que l’action réciproque des planètes peut occasionner 
n ricun sur ce n à la longue dans les élémens de leurs orbites , la plus essentielle à considérer est celle 
n de leurs moyens mouvemens ; elle ne paraît pas cependant avoir été déterminée avec 
v toute la précision qu'exige son importance. M. Euler, dans sa seconde pièce sur les 
n irrégularités de Jupiter et de Saturne, la trouve égale pour l'une et l'autre de ces 
n planètes. Suivant M. de la Grange , au contraire, dans le tome 111 des Mémoires de 
» Turin , elle est fort différente pour ces deux corps. Ayant recherché la raison d'uno 
n disparité aussi frappante entre les résultats de ces deux illustres géomètres, il m'a 
n paru qu'ils n'avaient point fait entrer en considération plusieurs termes aussi sensibles 
n que ceux auxquels ils ont eu égard. M. de la Grange semble à la vérité avoir porté plus 
n loin la précision que M. Euler : j’ai lieu de croire cependant que sa formule n’est 
» pas encore exacte;. . . car il néglige, dans les équations différentielles , les sinus et 
» les cosinus de très petits angles, à cause de l'extrême petitesse de leurs cocfliciens ; 
n mais ces coefficiens deviennent fort grands par l’intégration , et produisent dans les 
n moyens mouvemens une équation séculaire comparable à celle à laquelle il par- 
n vient. J'observerai ici que la grandeur de ces coefficiens, dans la théorie des planètes, 
n peut rendre fautive la supposition que leur mouvement vrai est égal à leur mouve- 
n ment moyen , pins à une très petite quantité, Or, comme toutes les solutions connues 
n du problème des trois corps sont fondées sur cette supposition , il me parait que les 
n formules du mouvement vrai des planètes que l'on en tire , ne doivent être employées 
n que pour un temps limité, après lequel il est à craindre qu’elles ne deviennent 
n inexactes. 

, f J.y; 

(♦) Ce* valeur* sont A — y *• -f. a ttÇ co » yz -f- C*, Ung « = ^ oV ÿt* 

ai l’on j met piur s ta. voleur £ -f- et qu’on développe sin y -f- /) et co* y ( /) suivant les puissance* 

de -jf, clic» prennent la forme 

A s A + B}/ -f» Cy'/' + etc. , tang a» “ A* -f- / -f- C f y 9 J* » 

et le* terme» qui suivent le premier dan* chaque expression, donnent les variations séculaires de l’cxccatri- 
citc et du mouvement de l'aphiiie. 
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n Indépendamment de tout calcul , on peut s'assurer, par la considération suivante, que 
n la formule de M. de la Grange est incomplète. Car si le plan fixe auquel il rapporte le 
v mouvement des deux planètes, au lieu d'étre l'écliptique , était tout autre plan, cette 
n formule donnerait une équation séculaire totalement différente ; et si ce plan passait 
n par l'intersection des orbites de Jupiter et de Saturne, cette même équation qui au- 
n parafant dépendait de l'inclinaison respective des orbites, cesserait d'en dépendre. 11 
n parait cependant que le mouvement moyen d’une planète, et l’équation séculaire de ce 
n mouvement, doivent être les mêmes, quelque soit le plan sur lequel on les rapporte, 
n Au reste , ce que je viens de dire ne touche point au mérite de la solution de 
n M. delaGrange : je lui rends avec plaisir la justice de la regarda» comme une des choses 
n les plus délicates que l'on ait tirées de l’analyse. 

n La pièce de M. Charles Euler , sur l'altération du mouvement de la Terre , couronnée 
p en 1760, quelqu'estimable qu’elle soit d'ailleurs, n'a rien ajouté, ce me semble, 
p à ce que l’on savait déjà sur l'efFet de l’attraction des planètes. Après avoir discuté 
» l’action de la comète de 1769, sur la Terre , pour altérer son mouvement moyen, il 
p se contente d’observer que l'action des planètes doit y produire une inégalité pro- 
p portionnelle au carré du temps , sans se mettre en peine d'en fixer la véritable 
ft valeur. 

n On voit, parce détail, l'incertitude qui règne encore sur l'équation séculaire du 
p mouvement moyen des planètes , et combien il est nécessaire de la déterminer avec 
» précision. 

n Yoici maintenant pour y parvenir une méthode fort simple ; mais comme cette 
n recherche est nécessairement liée avec celle des inégalités séculaires, tant de l'excen- 
n tricité et de l'inclinaison, que de la position des noeuds et des apsides, je vais le» 
n embrasser dans mon calcul. 

n Je dois observer ici que quoique les formules auxquelles je parviens renferment 
71 des termes proportionnels au temps et au carré du temps, je ne prétends pas cepen- 
7) dant que ces termes se rencontrent dans l'expression rigoureuse du mouvement des 
71 planètes ;il peut arriver en effet qu'ils soient produits par le développement des sinus 
P et cosinus de très petits angles en séries; mon objet ici n'est point d'entrer dans cette 
71 discussion, très intéressante du côté de l’analyse, mais qui devient inutile pour tout 
n le temps durant lequel l'Astronomie a été cultivée. 71 L’auteur cite à ce sujet an Mé- 
moire de M. de Condorcet ( Mem. de Par., 1771 ), qui a pour titre : Rtjlexions sur 
les méthodes d'approximation. 

M. Laplace passe ensuite au développement de la méthode qu'il vient d’annoncer. Il Dé 
part des trois équations différentielles du premier et du second ordre qui donnent , en 
fonction du temps et des forces perturbatrices, la longitude p, la tangente de la latitude s, 
et le rayon vecteur r d'une planète dont la masse est tm. 11 désigne par tm', p' , s', / 
les mêmes quantités relatives à une autre planète qui trouble les mouvemens de la pro« 
mière , la caractéristique J désignant une différence inlinimeot petite. Il intègre d'abord 
les équations dans la supposition de tm! — o , s = o , ce qui lui donne pour p et pour r 
des expressions en fonction de leurs valeurs moyennes nt e ta, et des produits des s in. 
et cos. des divers multiples de l’anomalie nt 1, par les puissances de l'excentricité, 
il rétablit ensuite les termes qui ont tm' en facteur, et différencie les autres par rapport 

ai 



eloppcJ 
i su oui 
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à /.Il suppose l'excentricité et l'inclinaison de l’ordre *, et pousse la précision jusqu'aux quan- 
tités de l'ordre •'ïm inclusivement; mais il lui suffit, pour le but qu'il se propose, de consi- 
dérer, dans l'équation du premier ordre qui donne îp , les termes constans et ceux qui 
croissent comme le temps , en conservant de plus , dans celle du second ordre qui déter- 
mine /r, les termes en cos ( ni - 4 - ») et sin (ni -4- <). Supposant ensuite à la première 
variable une valeur composée de termes constans ou affectés de nt et n*!*, à la seconde 
une valeur composée de termes constans , et d'autres en I sin (nl-f-i) , t cos (nl + i) , 
rrUcT exprès-' tous affectés de coelüciens indéterminés , il les substitue dans les équations , et détermine les 

»'on« V’oa- coerticiens inconnus, en égalant séparément à zéro la somme de ceux de chaque terme.Enfin, 
tion» séculaire» . , , , ? . . r , . „ , , 

de tous k» etc- ayant mis les résultats obtenus ainsi , sous une forme analogue a celle des valeurs ellip- 
tiques de p et de r, la comparaison des unes et des autres lui sert à déterminer les expres- 
sions analytiques de l'accroissement de l’équation du centre , du mouvement de l'apogée 
et de l'accélération du moyen mouvement. Un calcul semblable, appliqué à la troisième 
équation, lui donne de même celle de la diminution séculaire de l'inclinaison de l'orbite de la 
planète sur un plan Exe , et du mouvement rétrograde des neeuds sur le même plan (*) ; 
et il vériGe , en mettant pour leurs coefficicns leurs développemens tirés de ceux des 
facteurs irrationnels , que les deux dernières formules s’accordent avec celles données 
par Euler en 1748, les deux premières avec celle de Lagrange, mais que celle relative 
au moyen mouvement est très différente. 

n J’ai supposé dans les calculs précédées , dit l’auteur , les masses des planètes in- 



(*) Les deux premières équation» dont l'auteur fait usage sont 

d'.tr 
• =ss — r — 
dt* 

d.*9 a c 

0 = -JT + TT 

« 40 a* de* moyenne» distances, de* excentricité.-» et de* inclinaisons , il obtient par l'intégration : 



** y t ir -4- an*f/jL [ A 4 -«Cco»(nt «n (nf + •)] +»* «B fpn*t r 

/r 4- * fy - B n*/; en supposant et en désignant par A , B, C, Dde* fonc- 



fssnt 4»A' -f- aAJ)/ nt -4- 7 (B — eD) «•** , 

r=a cos^nt ^1 4- 3AJ/*' 4- 4* • J + etç.J« 

La troisième équation est, en faisant s = «A, ci en désignant par 6 1 a quantité dont la planète est pin» 



avancée que sou noeud lorsque t z= o, 
d't\ , nkdlr , idrdJX 
tlf 



r’/)i fc'rir 



4- «’V [ E *i»( nt + 0 ) 4- f c os(n/ 4-4 ) ] , 



dt* dt » df r* 

sTob l’on tire, en remettant pour /r sa valeur, en intégrant et en multipliant par 

s = («y — - Ffy.’nt) sin 4 -aA/// 4- $ J- 

On voit par là , que si l’on nomme i le nombre des révolutions de la pkmèlc troublée depuis one époque 
donnée , l'accroissement de son équation dn centre sera oD .If/ .i . 36o° , 

Le mouvement de son aphélie, suivant Tordre de* signes, — J)u' ^A-f- — ^ « • 3Go* , 

? 3ûo’ r 

a r »i3 v ' 



L'accélération do ton mouvement moyen, 
La diminution séculaire de son inclinaison , 
Le mouvement rétrograde de ses noeuds. 



- 36o®, 

— ' - ... 36 m’. 



{y 0 jet i cc sujet une note exphcaiire 4 U fia île celle icceade partie) 
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+ Uniment petites par rapport à celle du Soleil : or, le rapport de la masse de Jupiter 
n à celle du Soleil, loin d’être infiniment petit, est très comparable au produit des 
n excentricités des deux orbites auquel j'ai eu égard dans l'expression de l'accélération 
« des moyens mouvemens.il parait donc alors nécessaire de considérer les quantités mul- 
n tipliées par />'* ; or , en regardant tf comme étant de l’ordre «* , j’ai trouvé par le 
n calcul , et les géomètres verront aisément à l’inspection des deux premières équa- 
r> tions différentielles , que ces quantités n’ajoutent aucun terme aux formules précé- 
n dentes. De plus , si l’on considère avec attention ces mêmes équations , on verra que 
n l’expression de l’accélération du moyen mouvement est exacte aux quantités près 
v de l'ordre «"/>', et que les formules du mouvement des noeuds et de l’apogée, de la 
» variation de l’excentricité et de l’inclinaison , sont exactes , aux quantités près de l’ordre- 
» de « V- » 



Il détermine ensuite les inégalités proportionnelles au cube et aux puissances supé- 
rieures du temps dans le moyen mouvement des planètes. Pour cela, il introduit d’a- 
bord dans la valeur supposée de <? un terme de la forme L/y/’t 3 ; il différencie le 
coefficient K du terme précédent K/p't* , en y faisant varier les moyennes distances , les 
excentricités et les longitudes de l’aphélie , des quantités dont elles ont varié après le 
temps T, et obtient la valeur de L en divisant le résultat par T, et en en prenant le 
tiers. On déterminerait, dit-il , de la même manière les inégalités proportionnelles au 
carré et aux puissances supérieures du temps dans les autres élémens des orbites , mais 
toutes ces inégalités ^ont encore trop peu sensibles pour y avoir égard. 



M. Laplace fait alors l’application des formules précédentes à Jupiter et à Saturne; il Application >i> 
adopte les valeurs des coefficient du développement de» facteurs irrationnels données par i.uWoricîle Ju- 
Lagrange , après avoir vérifié leur exactitude ; il prend les élémens tels qu’ils se trouvent <•« S*- 

dans les Tables de Halley, et annonce qu’en substituant ces quantités dans les expressions 
analytiques des équations séculaires de» mouvemen» moyens de Saturne et de Jupiter, il 
les atrouvées absolument nulles; il donne ensuite un moven fort simple , et qui , appliqué qui 

• L. J , . ,, , . ' , 1 eiiaw entre le* 

a un autre objet , est devenu depuis bien précieux , pour s assurer a priori si les alterations iliroiiHne mo- 
des mouvement moyens de deux planètes sont l’effet de leur action mutuelle.il fait usage, ** 
pour cet effet , d’un principe donné par le chevalier d’Arcy ( Mém. de Par. , >747)» 
et qu’il énonce en ces termes : Si plusieurs corps se meuvent autour d’un point quel- 
conque , considéré comme foyer , la somme des produits de la masse de chaque corps 
par Caire que décrit le rayon vecteur de sa projection sur un plan fixe qui passe par ce 
foyer , est proportionnelle au temps. Il l’applique au cas actuel eu prenant le Soleil pour 
foyer, l’écliptique pour plan de projection, en égalant à une constante C la somme 
des projections des aires elliptiques décrites dans l’élément du temps par les rayons 
vecteurs des deux planètes, multipliées par les niasses respectives t/s, tfi , et en né- 
gligeant les quatrièmes puissances des exceuti icités et des inclinaisons, a Si l’on suppose, 
n dit-il , qu’après plusieurs siècles les orbites des deux planètes changent par leur action 
n mutuelle, et que l’on exprime par la caractéristique J! es variations de leurs élémens, 
n on différenciera l’équation précédente par rapport à t, en regardant C comme cons- 
n tante ; ce qui établit une relation entre le» inégalités des deux planètes , relation à 
n laquelle les observations doivent satisfaire , si ces planètes n’ont éprouvé d’autre 
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n action sensible que leur gravitation réciproque (*). » 11 en conclut , en prenant pour 
les variations des excentricités et des inclinaisons , les valeurs données par Lagrange, 
et en négligeant les quantités de l'ordre a’J'n'i'p , que l'équation séculaire de Jupiter , 
si elle existe , est à celle de Saturne , dans le même intervalle de temps , comme 
l 1 0,84199 > et 9 ue d'ailleurs elles ont des signes contraires. Les observations satisfont 
à cette dernière condition, mais il n'en est pas de même pour la première, puisque 
l'équation séculaire de Saturne est plus grande que celle de Jupiter, u On ne peut, dit-il , 
» attribuer l’altération observée dans les mouvemens de ces planètes à l’action de leurs 
n satellites; car si un système de corps très voisins les uns des autres , se meut à une fort 
n grande distance du Soleil , le centre de gravité du système décrit très sensiblement une 
n ellipse constante autour du Soleil, (t'oyez le t- VI des Opuscules de M. d'Alembert.) 
n D'ailleurs, par la théorie des satellites, et par les observations, il est prouvé que le 
n système d’une planète et de ses satellites est compris dans des limites déterminées au 
n moins durant un très grand nombre de siècles. Ainsi la planète reste toujours fort près 
n du centre commun de gravité du système ; d'où il suit que les élémens de l’ellipse 
j> décrite par la planète peuvent être regardés comme invariables , en ne considérant 
nquc l’action de ses satellites. r> 

L’auteur est ainsi naturellement conduit à chercher ailleurs la cause des variations 
observées dans les mouvemens de Jupiter et de Saturne ; il regarde comme probable 
qu'elles ont été produites par l’action des comètes , dont quelques-unes ont pu passer 
assez près de ces planètes , et dont l’effet , toutes choses égales d'ailleurs , doit être 
plus sensible sur les planètes les plus éloignées du Soleil ; mais nom le verrons bientôt , 
de même que Clairaut, dans la question du mouvement de l'apogée, découvrir le pre- 
mier la vérité à ce sujet , en poussant beaucoup plus loin l’approximation qu'on ne l’avait 
jamais fait , et en se fondant sur une relation analogue à celle dont la différenciation , par 
rapport aux seules variations séculaires, lui avait fait tirer d’abord une conclusion différente. 

Invariabilité Dans le Mémoire actuel, M. Laplace étend à toutes les planètes le théorème remar- 
nrnuvcmeaTdo quable qu'il vient de trouver pour deux d’entre elles, u L’exactitude avec laquelle le» 
planètes. ' - ■ — 1 — ' " ■ — — . ■ . 

(*) En effet , l'aire élémentaire de l'orbite de Jupiter, supposée elliptique, étant 1 I/o (1 — ) , sa 

projection sur l’édipliqoe est i eos«> o { t — «’*• )= I ÿa Çi — 1 «’e» — 1 en négligeant les 

puissances de l'excentricité et tic l’inclinaison supérieures b la seconde. 11 en est de même pour Saturne. 

On s donc, en faisant — r — n‘, — yv = s' 1 , l’cqnalion 
a * a * 

• rT* tp Çr — ^ «‘e* —-«*>• ^ -f* n' 3 J]u' 

d’où I on tire , en différenciant par rapport & i , 

3 tpn* tn [ « — î *’«*— J •v]+îV»'"’ *"'[> - \ «*>'*] 

m ^ I 

5 tp [eêe + >Jy] -f- «'ri' * tp' [cVt' + y'Jy'] = o. 



M. Laplace trouve nulle la somme de» deux derniers ternie», en y mettant pour /e*, i*y, i*y' la par- 
tie séculaire de leur» valeurs numériques , il conclut alors, en négligeant le» quantité» de l’ordre * 3 i/t'iju, 

• # 

/n' = — /n — -, ( “j » ce qui lui donne la relation in’ = — in. 0.84 1 $9 > 
v* J 

dont le peu d’accord avec le» observation» prouve que les variation» oculaire» de» moyen» aouvemen» 
doivent être nulle». 



e 
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CHAPITRE TROISIÈME. iG5 

» dilférens termes de l'expression de l’équation séculaire des moyens mouvcmens 9e sont 
n mutuellement détruits, m'a fait soupçonner , dit-il, qu'elle est identiquement nulle;en 
» effet , il est assez peu vraisemblable qu'une égalité aussi parfaite cutre ses termes positifs 
n et négatifs soit due aux circonstances particulières du mouvement de Jupiter et de Sa- 
li turne : j’ai donc cherché à vérifier cette conjecture, en substituant dans cette expres- 
n sion les valeurs générales de tous les coelliciens des deux dévcloppemens irrationnels 
n en fonction des deux premiers , et j'ai trouvé en effet que , toutes réductions faites , 
n la formule générale de cette variation était égale à zéro. Il suit delà que l'action des 
n planètes les unes sur les autres , et sur le Soleil , n’a pu sensiblement altérer leurs 
n moyens mouvemens , depuis le temps au moins auquel on a commencé à cultiver 
n l’Astronomie jusqu’à ce moment. Cette remarque me parait de la plus grande 
r importance dans la théorie des planètes , et elle est contraire à ce qu’ont cru jus- 
r) qu’ici tous les géomètres qui se sont occupés de cet objet. . . Je suis parvenu aussi 
« par de semblables substitutions à simplifier beaucoup les expressions de l'accroisse- 
n ment de l’équation du centre et du mouvement de l'apogée, n 
•L’auteur, après avoi? exposé les calculs sur lesquels reposent les résultats précédent, 
donne uue table de toutes les inégalités séculaires , et en conclut que l'action réciproque 
des planètes ne peut causer de variation dans leurs moyens mouvemens, au moins aux 
quantités près de l’ordre «’Jj/, 

11 passe ensuite à la détermination des inégalités séculaires de la Terre , qu’il croit 
n’avoir pas été faite encore avec exactitude, en se fondant sur ce qu 'Euler, dans sa 
pièce de 175 G, n’a point eu égard à la variation séculaire de l'équation du centre, et 
sur ce que sa formule du mouvement moyen de l'apogée est incomplète , parce qu'il a 
négligé les termes multipliés par l’excentricité de la planète troublante , en conservant 
néanmoins ceux qui sont multipliés par l’excentricité de la planète troublée. L’auteur 
détermine alors, par ses nouvelles formules, les inégalités séculaires de la Terre pro- 
duites par l’action de Vénus et de Jupiter, en prenant les élémens de3 tables de Halley. 
H montre que l'équation du centre du Soleil n’est pas constante , et qu'elle va en aug- 
mentant d’environ i3" par siècle. Le mouvement moyen de l’apogée du Soleil étant 
connu avec assez de précision, lui sert ensuite à déterminer la masse de Vénus, qu’il 
trouve 33G399 fois plus petite que celle du Soleil , et de là la diminution de l'obliquité 
de l'écliptique résultant de l’action des planètes-, il indique, pour cette dernière détermi- 
nation, une nouvelle méthode dont l'exposition termine ce beau Mémoire. 

Lambert, dont les Lettres Cosmologiques , publiées en allemand en 1761 , renferment 
des considérations astronomiques profondes et ingénieuses , inséra aussi , dans les Mém. 
de Berl. pour J 77^ > un travail important sur les théories de Jupiter et de Saturne. Re- 
buté de la longueur et de la difficulté des calculs fondés sur la théorie , il s'était déter- 
miné à fixer, par les seules observations, les coefficiens des singulières inégalités qu'on 
observait dans les mouvemens de ces deux planètes , en leur appliquant ce que l'ob- 
servation avait indiqué pour la Lune. 11 donna à Saturne une évection , une variation et uns 
équation annuelle ou auomalistique ; à Jupiter deux érections et une équation anomalis- 
tiques ; il supposa à chacune une équation séculaire proportionnelle au carré du temps , et 
parvint à représenter, à moins de 3' près, par ces corrections empiriques, presque toutes les 
oppositions observées jusqu alors. Ccst à lui qu’on dut la remarque importante que le moyen 
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mouvement de Saturne, qui, par U comparaison dei observations modernes aux anciennes , 
paraissait se ralentir de siècle en siècle , semblait au contraire s'accélérer par la compa- 
raison des observations modernes entre elles. Il proposa, dans le vol. II des Nouvelles 
Tables astronomiques de Berlin, d'ajouter, depuis 1640, au moyen mouvement de Sa- 
turne supposé uniforme, une équation séculaire de 5 ',i pour le premier siècle, et de 
soustraire, depuis 1607 , de celui de Jupiter, une équation séculaire de 3 ', a pour le 
premier siècle , ce qui était contraire à la marche des équations séculaires de Halley. 



CHAPITRE IV. 

Mémoires donnés en 1774 et 1775 , sur les et/ liât ions séculaires des Pla- 
nètes, par Lagrange et par M. Laplace. 

♦ 

D ASS les chapitres précédées nous avons vu naître la théoriï’des équations séculaires 
• des planètes; nous avons cherché à faire voir comment Euler, Lagrange et M. Laplace 

étaient parvenus aux expressions des variations différentielles de chaque élément , qui 
fournissent les inégalités séculaires pour un temps limité, quoique très considérable. 
Ces expressions étant compliquées et renfermant à la fois plusieurs variables , on ne 
pouvait guère se flatter de pouvoir les intégrer complètement. Nous allons montrer 
maintenant par quel heureux et ingénieux artifice Lagrange parvint i surmonter, d'une 
manière simple et inespérée , cette grande difficulté pour deux élémens ; comment M. La- 
place la résolut ensuite pour deux autres , d'une manière analogue, et joignant ces 
résultats à sa découverte de la constance du moyen mouvement et de la distance 
moyenne , compléta ainsi la théorie des inégalités séculaires , lorsqu’on se borne au 
carré des excentricités et des inclinaisons. 

Mémoire île Le Mémoire de Lagrange, qui contient l’exposition de sa méthode, est un dos plus 
riînotiim/it-ru^ beaux et des plus lumineux que l'on doive à ce grand géomètre ; il a pour titre : Re- 
'T”'r d""* eherches sur les équations séculaires du mouvement des nœuds et des inclinaisons des 
•mu. orbites des planètes ; on le trouve dans les Atém. de Pur. pour 1774 , et il porte la 

date du >5 décembre de cette année. L'auteur en donna un autre, sur ce sujet, à 
l’Académie de Berlin, qui parut dans les Mémoires de la même année, et qui ren- 
ferme une solution complète du cas où il n'y a que deux orbites mobiles , en supposant 
que leurs inclinaisons au plan sur lequel on les rapporte , soient quelconques ; tandis 
que le Mémoire dont nous allons nous occuper est fondé sur l'hypothèse , analogue au ' 
cas de la nature , que les orbites sont peu excentriques, et que leurs inclinaisons à l'éclip- 
tique sont très petites. 

On peut y distinguer trois parties. La première, divisée en trois articles, comprend 
la recherche des formules générales et leur réduction, dans le cas des planètes, à des 
équations linéaires du premier ordre ; la seconde, contenant deux articles, est consacrée 
à l'intégration complète et rigoureuse de ces équations , et à la détermination des expres- 
sions générales qui en résultent pour le mouvement des noeuds et la variation de l'in- 
clinaison ; enfin la troisième renferme en trois articles l’application des deux premières 
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parties à la recherche successive des valeurs numériques des équations séculaires des 
nœuds et des inclinaisons do toutes les planètes. Nous allons chercher à donner une idée 
de la marche suivie par l'auteur dans chacune d'elles. 

Lagrange désigne par x, y, z les coordonnées rectangulaires qui déterminent la po- 
sition d'un corps animé par des forces quelconques , et par X, Y, Z les composantes 
de ces forces qui agissent suivant les trois axes. Il part des trois équatioos du mouve- 
ment eu coordonnées rectangulaires , où l'élément du temps dt est regardé comme cons- 
tant , et en tire trois autres équations du premier ordre , dont les seconds membres , qu'il 
désigne par P,Q , R, sont des fonctions des forces qui restent sous le signe f, tandis que 
les premiers membres expriment le double des aires décrites dans l’instant dt par les pro- 
jections du rayon vecteur sur les trois plans coordonnés divisées par dt-, enfin , il tire de 
ces dernières , en les combinant, deux autres formules, dont la seconde est la différen- 
tielle de la première , dans la supposition où les quantités P, Q , R seraient cons- 
tantes (*). Dans ce dernier cas , ou du moins lorsque ces quantités seraient entre elles 
dans des rapports constans , la première équation serait celte d’un plan fixe passant 
par l’origine des coordonnées , et elle pourrait servir i déterminer l'angle et que fait 
avec l'axe des x l'intersection de ce plan sur le plan des xy, ou la ligne des nœuds, 
et la tangente t de l'inclinaison du plan de l’orbite avec le plan deq xy. Quoique dans 
tout autre cas le corps sollicité par les forces X, Y, Z décrive nécessairement une 
conrbe à double courbure , la seconde des deux équations précédentes fait voir que le» 
rapports des quantités P, Q, R pourront être regardés comme constans, pendant que le 
corps parcourt les espaces infiniment petits dx , dy , dz. Ainsi, le plan représenté par 
la première équation sera celui dans lequel le corps se meut dans l'instant où il décrit 
ces espaces infiniment petits ; mais la position de ce plan au lieu d’être fixe changera d'un' 
instant à l'autre, à cause de la variabilité des rapports des quantités P, Q , R qui entrent 
dans les valeurs de t et de tangsr. 

L'auteur, {tour rendre ces formules plus simples et plus commodes pour le calcul , 
substitue aux éiémens I et 0 deux nouvelles variables , qui sont des fonctions des pre- 
mières , savoir , s = # sin 0 , u = I cos si ; et il est facile de voir que s et u représentent 
les tangentes des angles que font, avec les axes des x et des y , les intersections du plan 
de l'orbite avec les plans des xz etdes^z (**). Cette transformation sert à réduire les deux 
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a (*) Les équations du mouvement sont : as» 

d ‘ z x Y — ’ 

Sri *’ Zï Y * dT‘~ z < 

elles donnent, en faisant /(Ye — Zf) dt =P, /(Xt — Zx) Jt—Q, /(Xy — Ya J dt = R, cl tu io- 
tegrant , Us trois équation* suivantes : 

xdjr — yd x _ „ xtU — ulx _ ^ ydx — tAr _ „ 

dt — T t v. -ji —P» 

d’où l'on tire , en les mnltiplinnl respectivement par s, — y et x, on par dx , — dy et dx , et en ajoutant 
séparément les produits, 

Px — Qjr <f Rs = o, P dx — Qdf *f- Rdx ss o. 

(* # ) En effet, la première des deux équations précédentes donne, en y faisant alternativement s = o, 
y = o,i=o, les valeurs ^ ^ ^ ~ =s ^ » qui expriment le* tangentes de* angles que 

font, avec les axes de* x et de*'^, le* troi* ligne* d’intersection du plan de l'orbite a?cc le* pUo» de» xy f 
de* xz et de* yx. 
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équations qui déterminent le plan de l'orbite , de manière à ce qu'elles ne contiennent 
à ia fois qu’une seule des variables, et elle permet de les déterminer en fonction des. 
forces perturbatrices , au moyen des deux équations différentielles du premier ordre (a) 
et (A). u Pour faire usage de ces équations, dit l’auteur, il faudra substituer à la place 
n des quantités x, y, a, leurs valeurs t cos q, r ainq, ru sin q — rs cos <7 , r étant 
» le rayon vecteur projeté sur l'écliptique, q la longitude du corps , p la tangente de sa 
n latitude ; et comme dans la recherche du mouvement des noeuds et de la variation 
» de l'inclinaison , on peut regarder l’orbite projetée sur l'écliptique comme déjà connue, 
» du moins à très peu près, les quantités r et q seront données en t, et il ne restera d'in- 
» connues que s et u. n 

Lagrange fait ensuite l'application des formules précédentes au cas des planètes. 
Il désigne leurs masses par T, T', T", et adopte pour leurs coordonnées toutes les 
notations précédentes , en marquant d'un ou de deux traits celles qui se rapportent au 
Corps T' ou T*, etc. Il obtient les expressions des forces produites sur l’une d’entre 
elles T, par l'action de toutes les autres , et par celle du Soleil S regardé comme im- 
mobile. Ayant ainsi les valeurs des quantités X, Y, Z, il les substitue dans les deux 
équations (a) et (A), en y transformant les coordonnées rectangulaires en polaires. Il 
remarque ensuite que , comme les orbites des planètes sont fort peu inclinées à l'éclip- 
tique , les quantités t, t', etc., et par conséquent aussi u , s, u', etc., seront nécessaire- 
ment très petites ; de sorte qu'on pourra , du moins dans le premier calcul , négliger les 
termes affectés de ces quantités , dans les expressions des distances des planètes au 
Soleil. On pourra regarder aussi, du moins dans une première approximation, les orbites 
comme circulaires , et par conséquent les rayons r, /, etc. , comme constans , et les 
angles q , q', etc., comme proportionnels au temps ; ce qui sert à éliminer des premiers 

membres des équations la quantité R = - qui y entrait encore, ainsi que son coefficient 

différentiel, en y substituant sa valeur constante actuelle /*r% ftt étant le moyen mouve- 
ment de la planète T. L'auteur développe, suivant les cosinus des multiples des élonga- 
tions q — q',q — q *, etc., les cubes des distances mutuelles des planètes T-, T*, etc., 
à la planète T, qui entrent en diviseur dans les expressions des forces ; et il désigne 
(ainsi qu'il l’avait fait pour la première fo s dans sa pièce sur les satellites de Jupi- 



Or, soient (Gg. O <z\ On* ce* intersections , prise* tic manière que la seconde «oit au-dessous 

tlu plan tic* x y; menons du rentre O, arec le rayon On, le» arcs a"afi' t rax t xa' t ya* t respective- 
ment situes stir le plan de l'orbite et sur le» trois plans Coordonné* J le» deux triangle* sphériques aa'x 9 
tufy % rectangles en jr et en y , et situes, le premier au-dessous, le second au-drssm du plan des xy , 
donneront, en remarquant que l’on a tanga = 0,rtx = «, et en leur appliquant l'analogie tangc = tangC sin b 
(qui a lieu dans un triangle où l'angle A est droit , et où le* côte* adjacent sont h et c , ce dernier oppose 
fc l'angle C), le* relations 

tangn'x = S cosai = s, ting a’y = 9 sin et r= u ; , 



d’où Ton tire , en comparant ces vait-urs aux précédentes , R* = P , Ru = Qi ou, en différenciant par 
rapport an temps , et en remettant pour </P et dQ leurs valeurs dans les seconds membres , 



/v r, J* . r/R -, _ ... -, #/« , r/R .. _ 

W-... Fjj + ^-vasY.-Zr, («.... Kjy+Jj- « = 



équations qui servent 11 d< terminer j et », et de Ut le lieu du noeud et l'inclinaison par les formuler 
l;.ng m = *- » 5 V^s* 4- «*. 
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ter) par ( r / ), (r,/)', (r,r')*, etc. , les coefliciens du premier , du second et du troisième 
terme du premier de ces développemens ; par f r,r*), (r.r*) 1 , etc-, les coefliciens correspon- 
dans du second, et ainsi de suite. Il fait ensuite toutes ces substitutions dans les deux équa- Rédaction 
lions ci-dessus , en n'ayant égard qu’aux termes qui contiennent les variables s et u , sans V °"r- 

aucun sinus ou cosinus , parce que les autres termes dépendent des mouvemens mêmes d» à la forma 
des planètes dans leurs orbites , dont il fait abstraction -, il obtient alors deux équations 
linéaires du premier ordre, où les coefliciens différentiels de s et u, par rapport au 
temps , sont donnés en fonction de quantités qui dépendent des masses et des distances 
f qui sont les mêmes dans les deux équations , et qu’il désigne par les symboles (O, t) , 

(o,a), etc.), respectivement multipliées par u — u\ u — u*, etc., dans l’équation en s ; 
pars — s', s — s", etc., dans l’équation en u. Le même procédé donne des équations 
semblables pour chacun des autres corps T“, T" (*) , et il ne s’agit plus que d’intégrer 
ces formules, ainsi réduites, pour avoir une solution complète du problème proposé. 

Avant d'exécuter ces opérations , Lagrange , pour jeter un plus grand jour sur cett* ^ l.apransçfait 
matière, fait quelques remarques sur les équations précédentes. Il imagine qu'il n’y ait priment les co- 
que deux planètes T et T", dont la dernière ait une orbite fixe et immobile , sur le plan ^IcsVan* «s 
de laquelle on rapporte celle de l’autre; il intègre dans <#tte supposition, et voit par équatiun*. 
là que l'inclinaison des deux orbites sera constante , et que le nœud de l'orbite mobile 
aura sur l'orbite fixe un mouvement rétrograde , dont la vitesse sera exprimée par la 
quantité (0,1 ) (**). Appliquant ensuite le même raisonnement à toutes les orbites consi- 
dérées successivement deux à deux, et supposées alternativement l'une mobile et l'autre 
fixe, il en conclut, en général, que les quantités (o,ï j, (o,a), (o, 3 ), etc., (t,o), (1,9), etc., 
ne sont autre chose que les vitesses rétrogrades des nœuds de l'orbite de la planète T 
sur les orbites des planètes T", T", T*, etc. , considérées comme fixes ; de l’orbite de T' 
sur les orbites de T, T", et ainsi de suite; d’où il s’ensuit qu’il suffit de, connaître ces 
mouvemens particuliers pour pouvoir déterminer les véritables mouvemens des nœuds 
et les variations des inclinaisons do chaque orbite relativement à l'écliptique, en inté- 
grant un nombre d'équations linéaires du premier ordre double de celui des orbites ^ 

mobiles L'auteur fait voir, à cette occasion, comment on peut parvenir directement aux 
équations qu'il a déduites immédiatement de la théorie de la gravitation universelle, par 
la simple considération des mouvemens particuliers des nœuds de chaque orbite sur cha- 
cune des autres regardée comme fixe. 

L’article 4 de son Mémoire est consacré à l’intégration des équations linéaires qu’il ,■ Partie, 
vient d'obtenir. On voit aisément , d’après leur forme , qu'on peut y satisfaire par les 
valeurs suivantes :s = Asin(of-f-«),u=A cos (at -j- «) , s' = A'sin (at -(-«), etc., tiTcsaaxn<»nds 

Cl aux inclin.it- 
son» des orbite* 
planétaires. 



( Cc* équations sont : 
fis 

■j t + (O .0 (“ — «O + fo.-aj (u — u") 4 - etc. = 0 , 



-J‘- — («,') (. — *') — (»,») («—O — etc.=o; 



(<t°) («'—«) + (>,») — u') + ctr., — a, ^ (i,o) (t'—s) — (i.i) (/—»*) — etc. =0, etc.; 



en faisant 



TVfr.r')» 



= (».>). 



T'i-Vr,.-')' 



Ut 

■■ (»,»), 



{' 



T r(r-.r)- 

Ç 7 - 



) Les équations se réduisent en effet , dans cette hypothèse, S 
éi . , , tlu 



, , TV'(r / , r*)’ 

"(*•*)• -fry 






=(i,a),ctc. 



fit 



+ (0,1) u=o, — (o,i)s = o; d'où l'on lire *jq + (o,t) , f = o t 



et «n intégrant , s =: A sin [*— , et de lit u =s A coi [« — (0,1) fj, • = * — for)/, ® = A. 

• 22 
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où a et a, A, A', etc., sont des constantes indéterminées; en effet, ces substitutions 
étant faites , on aura un nombre d'équations de condition , entre ces seules constantes , 
qui sera égal au nombre des orbites mobiles. « Supposons , dit Lagrange , que ce nombre 
r soit n, on aura donc n constantes indéterminées A, A', A*, etc., et n équations entre ce9 
r constantes ; mais en éliminant successivement ces mêmes constantes, on verra toujours 
n que la dernière s'en ira d'elle-même , et l'on trouvera pour équation finale une équation 
n en a du degré n , qui servira à déterminera. 11 restera donc deux constantes iudétermi- 
» nées : A , par exemple, et«; l’on aura n valeurs différentes de a , et par conséquent n 
n valeurs particulières de chacune des an variables s, s', u, u', etc . , lesquelles satisferont 
n toutes également aux équations différentielles données. Ainsi il est facile de voir , par 
» la nature même de ces équations , que pour avoir la valeur complète de chacune des 
» variables dont il s'agit, il n’y aura qu'à prendre la somme des n valeurs particulières 
n de la même variable , en donnant différentes valeurs aux constantes arbitraires ; et 
# comme ou peut satisfaire aux équations de condition , en faisant a—o , A = A'— A ", 
v on voit que a — o sera nécessairement une des racines de l'équation en a, et que les 
n valeurs de A, A', etc. , qui répondent à cette racine, seront égales entre elles. i> L'au- 
teur conclut de là les valeur, générales et complètes des variables s , u, etc., en dé- 
notant par b, c, etc. , les racines de l'équation en a ; par A , B , C , etc. , « , C, y, etc. , 
les n coiflicicns et les n angles arbitraires , et en prenant les mêmes notations marquées 
d’un ou de deux traits, pour les quantités qui sont relatives aux planètes T' ou T’, etc. (*) 
Il remarque que, quoiqu'il ait 



et inégales, il peut néanmoins 



ait supp 
arnftr cr 






posé toutes les racines de l'équation en a réelles 
qu'il y en ait d'égales ou d'imaginaires, qui intro- 
duisent, les unes des arcs de cercles, les autres des exponentielles dans les valeurs 
de r, u , s', etc. ; de sorte que, dans l'un et l’autre cas , elles croitront à mesure qne t 
croit , et la solution cessera d'être exacte au bout d’un certain temps ; mais heureusement , 
dit-il , ces cas ne paraissent pas avoir lieu dans le système du monde. 

Pour déterminer les a n constantes arbitraires A, B, etc., «, C , etc., il faut supposer 
qu'on connaisse les valeurs des an variables s, s’, u, u\ etc., pour nue époque quel- 
ÏWirnniBstiim conque , par exemple lorsque tz=o , et les substituer dans les an équations qui donnent 
du consumes, >al r- urs générales de ces variables , en y faisant aussi t = o; elles donnent alors an 

relations entre les valeurs particulières et les constantes arbitraires , qui suffisent pour 
déterminer ces dernières, u Quoique cette détermination, dit l’auteur, soit toujours 
r facile, dans les cas particuliers, an moyen des règles connues de l’élimination, ce- 
n pendant si on voulait traiter la question en général , pour un nombre quelconque 
r d’orbites mobiles , on tomberait nécessairement dans des formules très compliquées, 
r et dont la loi serait difficile à apercevoir; c’est pourquoi j’ai cru devoir chercher une 
e méthode particulière pour remplir cet objet ; et je me flatte que celle que je vais 
n donner pourra mériter l’attention des géomètres , tant par sa simplicité et sa géné- 
n ralité, que parl’utilitédont elle pourra étTe dans plusieurs autres occasions, n Nous ne le 



t 



Lrs équations de condition, produite» par la substitution de» valeurs particulière * , dan» les «quation* 
difiirctuiclles, sont de la forme 

*A-Ko,0 lA — A') 4 -(o,q) A — A") 4- etc. =o, aA' 4 - (r,o)(.V— A ) + (»»*) (A'— A") -f-eic.= o, etc., 
et les valeurs generale» des variables, ou le» intégrales complètes des équations, sont: 

» ^=A sina-f-B s’m »in (cl-+-^}-4-elc. , u = Aco*« 4 -B cos,'&/4-C; 4-C cos {cl -f*yî-+*ete. 

a' = A tio « 4 - B' sut [it-hC) 4* ü' *iû (c(4' , >) , u' — À cos « -h 1/ co» [bt 4 * C; 4- C ce» {ci 4 - }) + eu: . 
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«livrons pas dans l’exposition de cette méthode d'élimination fondée snr la similitude 
des équations du système, quoique M. Laplace la donne {Mém. de Par., 177a , part. II, 
p. 3 o 6 ) comme très belle et comme étant ce qu’on peut trouver de plus simple ; et nous 
passerons à l'article 5 , intitulé : Remarques sur les mouvemens des nœuds et les va- 
riations des inclinaisons qui résultent des formules trouvées dans l'article précédent. 

Les relations primitives établies entre les variables s , u, I et m servent à déterminer 
les valeurs de ces deux-ci, lorsque celles des premières sont connues ; elles ne donnent ce- 
pendant que la tangente de la longitude du noeud u au lieu de l’angle lui-méme ; mais 
on peut en tirer facilement l’expression de d» , et de là , par l'intégration, celle de ». 
L'auteur fait voir que si ttu égale à zéro la valeur du coefficient différentiel de », par 
rapport au temps, on a l'équation qui donne les maxima et minime de cet angle; que , 
lorsque cette équation sera possible, • sera renfermé dans les limites données, et le 
nœud n'aura par conséquent qu'un mouvement de libration; m#is que dans le cas con- 
traire , il n'y aura ni maximum ni minimum, l'angle « croîtra continuellement, et le 
nœud aura nécessairement un mouvement continu et progressif. 

Lagrange considère en particulier le cas où il n'y a que deux orbites mobiles. Il trouva 
«lorsque l'équation du minimum ou du maximum n’est possible que lorsque B =ou <A, 
abstraction faite des signes. Il intègre complètement l'expression de t/a», et discute lee 
divers cas où A et B sont de meme signe ou de signe différent, et dans lesquels le 
premier est plus grand ou plus petit que le second (*). Il indique un autre procédé pour 



Les râleurs precedentes donnent, dans le cas de deux orbites seulement , 

* Asi n B sin -f» C) . dm i d. rang m &B [ B -4- A cos ( bt -4- C — * ' ] . 

— u~ Acos c ~ di i -f-tang* • ~ A»H-B* 4-V\Bco» [U-hC— *)* 

l'équation du maximum ou minimum est donc B-£Acos(fct-f»C — *) = o. Soi t bt -f- C— * = p , 

j _ (B* 4- AB cos#) dp dp . ,, ? (B» — A*)*/# 

on aura dm — TiZTWn — To = — en ÙiMDt </4 = - r — —■=. - ■ — ■ 

A»4-B»4-aAB cos# a T T a A J 4- B* -f- aAB co»* 

Or l'on voit facilement , en mettant pour cos $ sa râleur en exponentielles imaginaires, que le dénominateur 
de 1a râleur de jd^, est égal au produit des deux facteurs A -1- Bo* *• 

-f J/- 1 

On peut alors mettre celte valeur sous la forme dl> = — - — - -f. - ■ r: ; 

. 3 A + Bc’ V/ -> * A-t-Be"' ' /-1 

et comme le dernier terme est intégrable immédiatement , et que le premier le devient en le multipliant haut 

. t • > V" 1 

et bas , par e r y 

on tire de U 4 = log ( * + « -r?= I°E ( A + ^ J \ i 

* V ~' Va + Bc-^"/ j ‘ / -' Vb + Ao*^'/ 



et en repassant atnt nombres 



A4- B c 1 

B 4-Ae 1 



tV-t 

— , une 4 = 

,V-i V — 1 MV-> 



— i B— A 



, B— A . e*^ . 

~ btï v^î Tv^rr - b+â tia * r 

e H- 1 



*+■ 1 



On aura donc m = - -h m , 4 (tant détermine en fonction de p par la rehtion precedente, 
a 

m étant une constante qui doit être égale 11 la râleur de • quand s=o, ou. quand on, a bt + C—*, 
ce qui donue, en substituant celte valeur dansee'le de ung = Dan» le ess où A et B sont de ménie 

signe, et où Ton a B>A, on peut supposer ^ =co* h t ce qui donne un g 4 = cos h tang | \ d’où I on 

lH*A 0 * 

voit qu'en prenant h pour l'inclinaison , est l'argument de latitude, 4^ distance au nœud, ~ — 4 Uïédtio» 
liou k l’cclipiique , et 614 » C le lieu moyen du uwud. 



Limites des 
variations sécu- 
laires du nrcud 
et de l'inclinai- 

sou. 
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17 * SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

trouver la valeur de l'angle * , par le moyen de sa tangente , sans employer aucuns 
différenciation ni intégration (*) ; il l’applique ensuite au cas général où il y a plus 
de deux orbites , et obtient une série qui est toujours convergente lorsque le plus grand 
des coefliciens surpasse la somme de tous les autres pris positivement, et qui donne alors, 
pour la valeur moyenne de», l'angle dont le sinus et le cosinus sont multipliés par ce coef- 
ficient , dans l’expression de tang*. 

Quant à la tangente I de l’inclinaison de l’orbite, il montre qu’à cause de sa forme 
radicale, elle sera néoessairement renfermée dans de certaines limites, à moins que les 
racines b, c, etc., ne deviennent égales ou imaginaires (**) ; et qu’il sera difficile 
de résoudre, lorsqu’il y a plus d'un terme, l'équation qui -lionne les maxima et les 
minima de ♦. 

L'auteur n’a considéré jusqu'alors que la position de l'orbite de la planète T rap- 
portée à l’écliptique ; nîais il fait voir qu'on peut appliquer immédiatement les valeurs 
précédentes aux orbites des autres planètes, en marquant chaque lettre d'un ou deux 
traits , etc. , et qu'il est facile d'appliquer la même théorie à la position relative des 
orbites. Il donne ensuite une manière fort simple de trouver la position de chaque orbite 
au bout d'un temps quelconque , et d'en représenter les divers mouvemens. 

Construction “ Ayant tracé , dit-il , sur la surface de la sphère , un grand cercle qu'on . prendra 
n« 'is ( * CÏC îtion n P our l’écliptique , on décrira un autre grand cercle qui coupe celui-là , en sorte que 
de* orbite». n la longitude du nœud soit », et la tangente de l'inclinaison Ai on décrira ensuite un 
ji troisième grand cercle qui coupe le second , en sorte que la longitude de son nœud 
y sur ce même cercle soit bt S , et la tangente de l’inclinaison B ; on décrira de même 
n un quatrième grand cercle qui coupe le troisième , de manière que la longitude du 
y nœud soit et- +-y , et la tangente de l'inclinaison C , et ainsi de suite, le nombre des 
y cercles inclinés au premier devant être égal à celui des orbites mobiles. Le dernier 



(*) On a en effet * 

a.y/rr - V~' - ipg (i± ;«« » . 

* \r — tang Jy — 1/ 

et ai Ton substitue dans celle formule la valeur de tanga, eu faisant ht -j- C = £ , cite donne 



= «4- 



*V- 



/ Ae'^+Br^^ N 




• 


V-J 













A'o'u l’on tire, eh développant les logarithmes en séries, et en repassant des exponentielles imaginaires aux 
sinus et cosinus , 

• = « + ® ■»»({— «) — i ( •[ ^ •) + i ^ iin3({— «) ■+• etc., 

série qni est toujours convergente lorsque B < A, et qui montre que dans ce cas « est la valeur moyenne de ». 

(**) SM n’y a que deux orbites mobiles, on aura 

6 = !/•■ -+-«■ = p' a- + U*-t-aAB co. [U + C— «), 
et les deux limite* de 6 seront A 4- B et A — B. L'équation du maximum et dn minimum , dans le 
cas général , sera v 

b AB tin (bt -f- C— •) + cAC siu (et 4 - > — a) 4- «c. 4- (* — c) BC sin [(* — c) t 4- C — y] H- etc. = o. 
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CHAPITRE QUATRIÈME. 173 

» de tous ces cercles déterminera la position de l'orbite de la planète T ; et son inter- 
» section avec le cercle de l'écliptique donnera le lieu du noeud et l'inclinaison cherchée 
n de cette orbite (*). 

n On fera la même chose pour l'orbite de chacune des autres planètes T', T', etc. , 

» en conservant les mêmes longitudes des nœuds , mais en prenant pour les tangentes des 
» inclinaisons les quantités A', B', C', etc., À', B", C", etc. 

n De cette manière , on voit que le mouvement du nœud et la variation de l'inelinai- 
v son de chaque planète peuvent être regardés comme le résultat des seuls mouve- 
» mens des nœuds des différentes orbites dont chacune serait mue uniformément sur 
n la précédante, en gardant toujours la même inclinaison ■ et ces mouvemens particuliers 
j> des nœuds seront les mêmes pour les orbites de toutes les planètes , mais les incli- 
n naisons devront être différentes pour chaque planète, n 

Lagrange applique ensuite, dans l'article S, sa méthode générale à la recherche des 3« Partie, 
équations séculaires des nœuds et des inclinaisons des orbites de Jnpiter et de Saturne. u5£riem!«elî 
11 désigne leurs masses par T, T', et leur applique toutes les notations précédentes, en dente 4 chaque 
les marquant d'un trait pour Saturne; et comme les quantités (0,1), (o, a), qui dépendent ’i! ^jièr. *° **** 
de ces masses, ont des valeurs considérablement plus grandes que les suivantes , où il 
y a aussi les chiffres o ou 1 avant la virgule, il peut négliger toutes celles-ci et les 
regarder comme nulles vis-à-vis de celles-là. De cette manière, les quatre premières pi J r tt ^ s 4 . 
équations différentielles ne renfermant plus que les quatre variables s, u, s , u', peuvent ,UIBe ' 
être traitées à part, et indépendamment de toutes les autres. 11 donne à chacune de 
ces variables des valeurs composées de deux termes périodiques ; les deux équations de 
condition que donne la substitution, déterminent, par l'élimination , la valeur de b en 
fonction de (1,0) et (0,1), qui sont des quantités connues , et donnent une relation entre 
B' et B. Il ne lui reste donc plus à déterminer que les constantes A, B, «, C; il y 
parvient au moyen des valeurs connues des lieux des nœuds, et des inclinaisons de Ju- 
piter et de Saturne , pour l’époque du t*' janvier 1760, à midi moyen, où il sup- 
pose que l’on ait t~ o; ce qui lui fournit quatre équations de condition, qui donnent 
A = 0,009029 , B = o,oo6558, etc. , et de là les expressions numériques et rigoureuses 
des variables. Les valeurs de B et B', comparées à celle, de A , lui montrent que le lieu 
moyen des nœuds des orbites de Jupiter et de Saturne est fixe, et que les nœuds de ces deux 
planètes n'ont, autour de ce point de l’écliptique , que des mouvemens de libration dont 
il fixe la période entière à environ 5i 1 5o ans , et l’étendue à 2S 0 7' pour Jupiter , et 
à G4‘ 8' pour Saturne ; il trouve la variation totale de l’inclinaison de 45' 3' pour Ju- 
piter, et de 1° 45' 5i* pour Saturne; leur période est d’ailleurs la même que celle de la 
variation des nœuds. 11 détermine aussi les mouvemens annuels des nœuds et des incli- 
naisons de ces planètes , d'après les valeurs de du , du, dt , duf , quand on y fait dt — 1. 

(*) En effet, ne considérons, pour plus de simplicité, que deux orbites mobiles, savoir, celle du 
plan de l'angle it+f et celle de la planète. Les formules (o) et (A) de la page too noos donneront , en 
y faisant tang y = S, tang y'= A , lang s ms B , a = « , «'=«, o=zbt + C, 

S iin» = A lin « -f- B lin 'tl C), S cos* = A cota ■+■ Beos (At+ C) , 

relations qui vcrifîent la conttrurtion sur laquelle elles sont fondées, puisqu'elles sont les mêmes que 
relies que donne dans ce cas la théorie. Voyez pour le cas généralia démonstration dcLagrange , Aient, do 
Berlin , 178a , psg. o3g. 
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Orbites <!t la L’article 7 est consacré aux mimes recherches relativement aux orbites de la Terre,' 
et'jUt» ' vnUS Vénus et de Mars, dont il désigne les masses par T", T", T 1 ’, et les variables par 
les mêmes lettres que pour les deux premières planètes, marquées de deux, de trois 
ou de quatre traits. 11 néglige l'action de Mercure , et substitue les valeurs précédentes 
de s , 1», s', u' dans les six équations restantes, qui sont linéaires du premier ordre 
en s ", u ”, s*, etc. 11 y satisfait en donnant à chaque variable une valeur composée de 
trois termes périodiques , dont la substitution lui donne, en comparant séparément les 
termes qui ont en facteur les sin. ou cos. des angles a, bt -f- », et -f- y, six équations 
de condition; les trois premières servent à déterminer B', B', B 1 *, et les trois autres 
donnent, par l’élimination , uns équation finale du troisième degré en c, qui r avant trois 
racines c, d, e, introduit deux nouveaux termes, multipliés par les lettres D et E affec- 
tées de deux, trois ou quatre traits, dans les valeurs complètes de chaque variable. 
Connaissant ces trois racines , on peut déterminer , à l'aide des deux dernières équations 
de condition , les rapports des trois quantités C", C*, C", en y substituant la valeur de c, 
et de même ceux des lettres D*, D", I) ,T , E", E*, E”, en y changeant successivement e 
en ri et en e. L’auteur remarque que , quoiqu’à la rigueur le choix de ces équations de 
condition soit indifférent pour ces déterminations, il convient de les combiner de manière 
à ce qu'elles ne donnent pas pour les valeurs des inconnues, des fractions dont le numéra- 
teur et le dénominatèur soient à la fois des nombres très petits , auquel cas une erreur 
très petite dans ces nombres en produirait une beaucoup plus grande dans la valeur de 
leur rapport. 11 ne s'occupe pas de déterminer si les angles »*, «T, *' T ont des limites ou 
non; ce qui serait difficile, dit-il, parce que les expressions des quantités 1*, s“, j” 
contiennent plusieurs ternies ; et il termine cet article en donnant les formules des varia- 
tions annuelles des deux éiéraens pour les trois planètes. Il passe ensuite à l’orbite de Mer- 
cure, dans l’art. 8, et intègre de la même manière les équations différentielles qui s'y rap- 
portent, et qui deviennent très simples, en supposant connus les mouvemens des orbites 
des autres planètes. Enfin il s’occupe, dans l'art, g, des changemens do latitude et de lon- 
gitude des étoiles fixes, causés par le déplacement de l’orbite de la Terre , et il donne des 
T»b!c< diverse» , tables qui s’étendent jusqu’à vingt siècles, tant avant qu’après 176c, pour calculer ces va- 
riations séculaires, de même que celles ele l’obliquité de l’écliptique et de la longueur de 
l’année tropiqne. Il en conclut que l'obliquité de l’écliptique a du diminuer pendant tout 
cet espace de temps , que sa diminution séculaire actuelle est de 56 *, et que l’année 
tropique est maintenant de ai*, 75 plus courte qu’elle ne l'était du temps d'Hipparqne. 
s« Mémoire Les Mémoires de l'Académie, pour 177a , 1” partie, publiés en 1775, contiennent des 
i'uHc, Vmgldic Recherches de Lagrange sur la manière déformer des tables des planètes d'après les 
le» séculaire», observations , qui ne sont pas de notre snjet ; ils renferment aussi un Mémoire de 
M. Laplace , sur les solutions particulières des équations diffirentiel/es , et sur les 
v inégalités séculaires des planètes, u J’ai déjà donné, dit -il, § i 3 , les expres- 
n sions différentielles des inégalités séculaires des planètes sous une forme aussi simple 
n qu'on puisse le désirer; je m'étais proposé depuis long-temps de les intégrer ; mais 
n le peu d’utilité de ce calcul pour les besoins de l’Astronomie, joint aux difficultés 
e qu'il présentait , m’avait fait abandonner cette idée , et j’avoue que je ne l’aurais pas 
n reprise , sans la lecture d'un excellent Mémoire que M. de la Grange vient d’envoyer 
v à l'Académie. Cet illustre géomètre, au moyen d'une transformation heureuse, réduit 
n le problème des variations du nœud et de l'inclinaison, à l’intégration d’autant d’équa- 
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» tions différentielles linéaires du premier ordre qu’il y a d’inconnues; il donne ensuite 
i) une méthode fort ingénieuse pour les intégrer , et pour déterminer les constantes que 
» renferme l'intégrale, quel que 9oit le nombre des planètes. En employant la même trans- 
» formation , j’ai tiré les mêmes équations de mes formules ; j’ai de plus cherché si l’on 
a ne pourrait pas déterminer d’une manière analogue les inégalités séculaires de l’excen- 
» tricité et du mouvement de l’aphélie, et j’y suis heureusement parvenu. >1 

Pour arriver à ce dernier résultat , l’auteur part des formules différentielles qu'il a ob- 
tenues dans son précédent Mémoire , pour les variations de -la longitude de l’aphélie L , 
et du rapport e de l’excentricité au demi-grand axe d’une planète dont la masse est tp. 11 
fait usage des mêmes notations , en désignant de plus , à l’exemple de Lagrange , par 
des nombres placés entre deux crochets , les coefficiens de chaque terme (*). Il substitue 
alors à e et L de nouvelles variables x = e sin L,_y =: e cos L, et faisant usage des mêmes 
notations accentuées pour toutes les planètes dn système , il obtient sans difficulté le* 
expressions générales de dx , dy , dx', etc., en fonction du temps et des variables 
x,y, x', etc., multipliées par les coefficiens (o, t ) , (0,1), (o,a), etc. (**). Ces formules 
ont une forme à peu près semblable à celle des équations du mouvement des noeuds et de 
1 inclinaison auxquelles elles sont réductibles, en supposant (o,i)=(o,i), (0,2) = (o, a), etc.; 
s’il y a n planètes , et par conséquent an variables, ou a un nombre an d’éqnations dif- 
férentielles linéaires du premier ordre pour les déterminer ; leur intégration est tout-à-fait 
analogue à celle du premier système; et lorsque x, y , x’, etc., sont connus, on en 
conclut facilement e, L, e', etc., au moyen des relations qui les lient. 

L’auteor ayant envoyé à Lagrange ses Recherches sur les inégalités séculaires des Pla- 
nètes , lorsqu’elles furent imprimées, celui-ci lui communiqua, dans nnc lettre datée dn 
to avril 1775 , une méthode très élégante pour trouver directement les éqnations diffé- 
rentielles de l’excentricité et de l’aphélie, en employant la solution du problème des 
trois corps de Clairaut , et la même tranformation de coordonnées que M. Laplace. Ce 
dernier la Gt paraître textuellement dans des Additions à son Mémoire , que l’on trouve à 
la fin du volume cité. 11 y ajouta l’exposition succincte d’une nouvelle méthode d’approxi- 



Inlrgraeion [ici 
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m . fl , , -J , . , , di.JGo* 

{*) L auteur suppose — , = *, (t — as cosô •+■*•) = 04 -O 1 cos 9 4- etc. ; il désigné par — ^ — 

rapport du temps de la révolution de la Terre il celui de la planète troublée; et faisant 

y&W d{ . =(0,0, - [*,(!+*’) — (0,1), «te., 

ses formules deviennent 

tlL — (o,i)d/ — {o,i; ^cos(L/— - L )di 4- etc. , de = (o,i )efdt sin (L/— L) 4- etc. 

( **) Soit fait x = c sin L , y = e cos L, x f = e ' sin L/, y* =■ c cos I/, cl c. , d’où l'on tire 

« = yi' -t-y* , tangL= -,<JL=rL- r -j : j r , cos(L — L) = > ’ 

les formules précédentes deviennent alors 

ydx — xdyr = ( x * (xx f +rY / ) 4* etc. t xdx+ydyr = (o,t)df (yx ' — xy / )4- etc - j 

d'où l'on tire facilement, par réluniuation , 1rs équations 

dx = dt { [(0,1) 4- (o,a) 4- «I C.]jr — (o,t )y J — (o,a)/" — etc. } , 
dy= — dt {[(o,t) 4- (o,a) 4- etc.] x — (o,t) X* — (o,a) x" — etc. / , 
auxquelles on satisfait en posant x = A »iu ( h 1 4- #} , y = A cos {ht 4- 0 ) , x' = A' » in 4 * *) # e * c * 
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^Méthode pont- ma! ion à laquelle les recherches précédentes l’avaient conduit. « Elle est générale , dit-il 
I» «rc» île cet- " «t sur-tout fort simple , quel que soit le nombre des variables , tandis que les méthodes 
u déjà connues mènent à des calculs impraticables lorsque le nombre des variables est 
n indéfini. Elle consiste à faire varier les constantes arbitraires dans les intégrales ap- 
n prochées, et à faire disparaître, par ce moyen, les arcs de cercle, lorsque cela est 
n possible. Cette manière de faire ainsi varier les constantes arbitraires, est, si je ne me 
» trompe, absolument nouvelle, et d'une grande fécondité dans l’analyse. Elle est très 
ji utile lorsque les variables sont fonctions de quantités périodiques, et d’autres quantités 
» croissant très lentement, ce qui est le cas de toutes les questions relatives à l’Astronomie 
n physique, n 

Nous avons déjà vu que , lorsque dans une équation différentielle du second ordre 
en y, par rapport au temps t , il se rencontre des termes qui contiennent les puissances 
de y , ou leurs produits par les fonctions périodiques de t, multipliées par un coefficient 
très petit a; si, après avoir supposé s=oet intégré, l’on substitue dans le terme de 
l’ordre a la valeur obtenue pour y, une nouvelle intégration introduit dans cette va- 
leur des termes où les sin. et cos. de t sont multipliés par la première puissance du 
temps. Si l’on pousse l’approximation jusqu'à l'ordre a’, on voit naitre de la même 
manière des termes qui contiennent le. carré du temps en dehors des signes périodiques , 
et ainsi de suite. Pour remédier à cette introduction , M. Laplace, après avoir intégré 
à deux reprises , ainsi que nous venons de l'indiquer , avec deux constantes arbitraires p 
et q , qu'on détermine par les valeurs de y et de sa dérivée quand t — o , fait en- 
suite t = T -1- t , , dans l'équation différentielle , T étant constant, et intègre de nou- 
veau celle-ci, ainsi modifiée , avec deux constantes p„ q,, jusqu'à l’ordre a inclusivement. 
Si l'on avait « = o , la comparaison des deux valeurs de y provenant de l'intégration , 
donnerait p, =p , q, = q ; ainsi ces constantes ne diffèrent que de quantités de l'ordre a. 
L'auteur suppose alors qu'on ait p, = p -j- J'p , q, = q -f- fq ; il retranche la première 
valeur de y de la seconde, après avoir substitué dans celle-ci t — T au lieu de t,\ et comme 
elles doivent être identiques , il en tire une équation, de condition-, celle-ci se partage, 
à cause de t variable et de T supposé constant, en deux autres qui lui donnent les va- 
leurs de fp et i'q en fonction de q et de p multipliés par «T. 11 conclut de là que p et q 
sont fonctions de aT, et que p, et q, peuvent être développés par la série de Taylor, 
suivant les coefficiens différentiels de p et de q , par rapport à a T, multipliés par les 
puissances de aT. Il réduit ainsi les deux relations trouvées , en y comparant les termes 
multipliés par aT, à deux équations linéaires du premier ordre. L'intégration de celles-ci 
avec deux nouvelles constantes y" et f„ lui donne les expressions de p et de q après le temps T, 
ou , ce qui est la même chose, les valeurs de p, et de q, ; il les substitue dans la dernière 
valeur de y, en y supposant t, = o; et détruisant ainsi les arcs de cercle, en faisant 
rentrer aT sous les signes sin. et cos. , il obtient la véritable expression de y après le temps 
quelconque T, lorsqu’on néglige les quantités de l’ordre a* (*). Si l'on voulait porter la 



(*) Soit, par exemple, l'equation -t-y — a/co» af k intégrer jusqu'à l'ordre a inclusivement. 

On a , quanti ,=o, y = pain t + q coït; aoit maintenant y = p ainf + q co»! ou obtiendra, 

en intégrant iVqnation en *, 



T — (p + J ?'} «“ « + (l + J eoat - ^ 



sin 3/ — — - co» 3/ 

«o 
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précision jusqu'aux quantités de cet ordre , il faudrait opérer de la même manière, en 
faisant varier les nouvelles arbitraires y, f , et ainsi de suite. 

La méthode précédente se trouve développée avec plus détendue, et appliquée au Nonvean Me- 
mouvement des planètes, dans un grand Mémoire de M. Laplace, compris dans et ux j3“î7»u!r uiico- 
de l’Académie, pour i 77 a, a* part. , et intitulé : Recherches sur le Calcul intégral, ri« des planètes. 
et sur le système du Mande. L’auteur, après avoir fait, dans le préambule de cet 
ouvrage , une exposition rapide e( lumineuse des principales méthodes par lesquelles 
on a intégré par approximation les équations du mouvement des planètes , et des difti— M. diodes 1 gore- 
cultés de cette théorie , applique sa nouvelle méthode à trois dilFérens exemples , en 
allant, dans le dernier, jusqu'aux quantités de l’ordre «*, et en déterminant à chaque 
approximation les constantes arbitraires , de manière à faire disparaitre les arcs do 
cercle. Il expose ensuite un nouveau procédé dans lequel, au lieu de répéter l'opération 
autant de fois qu'il y a d'approximations , on intègre l’équation différentielle en poussant 
la précision jusqu'aux quantités de l’ordre auquel on veut s'arrêter, et en conservaut 
d'abord les arcs de cercle, que l'on fait disparaître ensuite par une seule opération. 

Supposant, pqr exemple, que l'on veuille aller jusqu'à l’ordre inclusivement, il pose 
y = * ■+• «*' -f- «**'; il substitue cette valeur de y dans l'équation différentielle ; et com- 
parant séparément les termes sans a, ceux de l'ordre « et ceux de l'ordre il ob- 
tient trois équations du second ordre, qui lui donnent, en les intégrant successivement, 

1rs valeurs de s, z', z“, et de là celle de_y. Celle-ci comprend deux constantes p et q, 
et contient des termes où sin t et cosf sont multipliés par I et t’ , et d'autres de la 
forme «’l sin a t, •'t cos a/. Ce sont tous ces termes qu'il s'agit de faire disparaitre. L’au- 
teur suit alors la méthode dont nous venons de parler; il fait voir qu’on peut, sans 
intégrer une seconde fois , conclure de l'intégrale précédente celle qui se rapporte au 
cas où l'on a t = T -f- t,, en changeant dans la première p en p , , q en q, , t en t,, et en 
mettant T -{-t, au lieu de t sous les sinus et les cosinus. Il compare, dans l’une et dans 
l'autre valeur de y, les coefftciens de siqt et cost, et obtient ainsi deux équatious où 
il fait t,= o, et où il substitue pour p , et q , leurs développtmens. 11 obtient ensuite, en 



Soit maintenant t = T •+■ t, ; IVqnation générale devient '-£-Ç •+.jr = ,ycosa(T-M,), et donne, en 

l’intégrant, jr = Çp, 4 . ^ q.l,^ sin(T+ 1 .) + Çq. + %,t,^ eos (T-f- (.} •+• etc. 

Si l'on subsume dans cette valeur f — T au lieu de f,, p + tp, q + tq an liru de />, et q , , et 
qu'on en lotnucbe la précédente, on aura, en égalant «ipaiÙMUt b icto les coeOiucusJ de siu< et ast, 

= *7 = ÏT>; 

et comme l'on s, en faisant | T = x : tp = x ^ +ete., tqz=x Ù ^ + etc., 

lo équation» precedente* deviendront , en y comparant le» quantité* de l'ordre x, 

. dp dn 

Tl -q, ÿi = Pi 

d'où l'on lire, en faisant />=/e", q =gc‘ m , et en substituant : f=g, n=±t, etdcU w 

P =/,i‘ r + /,«■< * T , 7 

ce qui donne 

J — /v ** 1 {*'“ T +co*T — (sin JT -f-coe 3T) J + j sin T —eue T— ~ £sin3T-«os3T J. 

•3 
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comparant séparément les termes multipliés par T, deux équations du premier ordre, qu’il 
combine et transforme pour les rendre linéaires, et d'où il tire, par l’intégration, les 
valeurs de p et de q ; et comme les coefliciens de T, ceux de T*, etc. , doivent être 
égaux séparément , ces valeurs satisfont aux équations qui résulteraient de la comparaison 
des coefliciens de T’, et des puissances supérieures s'il y en entrait, dans les valeurs 
de y, il les substitue alors dans la dernière, en y supposant t, = o , et obtient une 
expression qui est tout-à-fait la même que celle à laquelle il était parvenu par le 
procédé successif. 

Fd-iirrisspmcnt Avant de suivre l'auteur dans les nouvelles applications qu'il fait desa méthode, nous 
<1 une lUOiiulci.. devons jj re nn mo t d'une remarque sur ce sujet , qu'il a insérée dans des Additions à la 
suite de ce Mémoire. 11 observe, p. 534, que p, q , et leurs coefliciens différentiels étant 
les valeurs de p,, q,,etc. lorsque je =: o, ne sont point fonctions dex; et que cependant, en 

intégrant les équations ^ — q , ^ — p, il a regardé ces quantités comme des fonctions 

de x. Pour résoudre cette difficulté, il reprend le premier exemple cité, il fait... 
t— T + T' -f- t M , il parvient à l'expression dey , qui résulte de cettç supposition , en 
désignant par p j et q, les nouvelles constantes arbitraires; il la compare ensuite à 
l’expression obtenue dans le cas de / = T + et en déduit, en faisant £ «T' — x , 

àx' = dx, les deux équations = q , — p , qui lui montrent que les relations 

précédentes ont lieu , x étant quelconque , et qu’ainsi on peut , en les intégrant , regarder 
p et q comme fonctions de x. Ce raisonnement pouvant s'appliquer à tous les exemples 
que l'auteur a donnés, sert, dit-il, non-seulement à mettre sa méthode hors de toute 
atteinte, mais encore à présenter une idée nette du principe métaphysique sur lequel 
elle est fondée. 11 ajoute que l'ayant envoyée à M. de Lagrange, celui-ci lui répondit qu'il 
en avait pareillement imaginé une qui y avait rapport. M. Laplace la donne telle que 
l'auteur la lui avait communiquée , et il remarque que , quoiqu'elle conduise a deux 
équations différentielles du second ordre entre p et q, on voit, avec un peu d’attention , 
que les coefficient différentiels du second ordre sont d'un ordre de grandeur moindre 
que ceux du premier, et peuvent être négligés, ce qui abaisse les équations au premier 
ordre, et les fait rentrer dans celles que donne sa méthode. 

Induration d’un Dans les deux premiers articles du Mémoire dont nous nous occupons , l'auteur n'a 
«ïiièrnc riyqn»- considéré que les équations différentielles à deux variables ; il s’occupe, dans l'article 3 , 
i rrllei des jda- o un système de n équations symétriques , du second ordre entre n variâmes y , 
y', etc. et le temps t. Ces équations, qui sont à peu près du même genre que 
celles du mouvement des planètes , mèneraient à des calcul- impraticables si elles étaient 
traitées par les méthodes déjà connues. L’application qu’il fait alors de son nouveau 
procédé, en poussant l'approximation jusqn’à l'ordre «, le conduit à un nombre d'é- 
quations linéaires du premier ordre , qui est égal à celui des constantes h, l, h', etc., 
devenues variables ; il intègre ces équations , qui sont tout-à-fait analogues à celles 
qui donnent les inégalités séculaires , par un procédé semblable à celui qu’on 
emploie pour celles-ci. La substitution des valeurs périodiques b sin ( fx -f- w) , 
b‘ sin (Jx -!-■■), etc. , supposées à h, h', etc. , donne des équations de condition d’où 
Ton peut tirer par l'élimination la valeur de f. L'auteur cite la règle donnée pour cet 
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objet par M. Cramer, dans son Introduction à l'analyse des lignes courbes; il reprend 
ensuite cette matière , et donne quelques procédés plus simples que ceux qui sont déjà 
connus pour éliminer entre un nombre quelconque d'équations du premier degré. 

La seconde partie de ce Mémoire commence à l'article 8 , intitulé : Application Denxifmepartje. 
de la méthode précédente à la théorie des planètes .■ a Je me propose , dit l'auteur, nèu». 
n de considérer toutes les inégalités, tant périodiques que séculaires , du mouvement 
n de ces corps ; on verra avec quelle facilité la méthode précédente donne ces inéga- 
» lités ; et j’ose me flatter que cette discussion intéressera les géomètres par sa généralité, 
v et sur-tout par l’exactitude de ses résultats. » Nous avons déjà dit un mot, p. 1 o 3 , de 
la manière dont il parvient ici, de même que dans le tome 7 des Sav. Etrangers , p. 167, 
aux équations générales du mouvement d'un point sollicité par des forces quelconques , 
en fonction des coordonnées polaires ; il en tire celles qui déterminent séparément chacune 
de ces coordonnées , en prenant pour variable indépendante l'angle f , que fait la projec- 
tion r du rayon vecteur avec l'axe des X ; et il les applique, dans l'article 9, à la re- Mnorasneoi 
cherche du mouvement des planètes autour du Soleil, en négligeant leur action les unes elliptique, 
sur les autres. Il suppose d'abord que le plan fixe des xy soit celui de l'orbite , et détermine 
complètement toutes les circonstances du mouvement elliptique. Nous citerons, comme 
digne d’etre remarqué , le procédé par lequel il obtient immédiatement par l’intégration 
la valeur approchée de ç en fonction des cosinus des divers multiples du mdÿon mou- 
vement ni , et de là celle du rayon vecteur en fonction des sinus des mêmes angles , sans 
avoir recours au retour des suites (*). L'auteur suppose ensuite que l'on veuille rapporter 
le mouvement de la planète à un autre plan très peu incliné à celui de son orbite et 
passant par le centre du Soleil ', il modifie ses formules suivant cette supposition, et cal- 
cule ce qu'on appelle la réduction à Técliptique. 

JV article 10 et les neuf suivans sont consacrés au calcul du mouvement de; planètes Mouvement 
autour du Soleil, en ayant égard à leur action les unes sur les autres. M. Laplace y ’ roul)1 '' 
reprend les trois équations générales qui déterminent en fonction du temps les coor- 
données de la planète troublée ; il en différencie , par rapport à J', la partie elliptique , 
et y ajoute les termes qui dépendent des forces perturbatrices , dont il détermine les 
valeurs; « étant ici fort petit, il n’a égard qu’aux quantités des ordres « et a 9 ; et parmi 



(*) L'équation qui détermine s en foocùon de < dans l'orbite elliptique, est 

, Ms , , J , 

a* = — = h<h(i — *•»•) ‘ (r — «e ci» »)>, 

en supposant l'origine des angles s et nt ht Taphélie , et en désignant par ne l'excentricité. M. Laplscn 
pose s = nt -+■ na 4* *■*' -4- etc. , et il en tira, par la différenciation, une valeur de r/#. Il substitue ta 
valeur supposée de f dans le secund membre de l’équation ci-desaus, et le développe en auitea a 11 en — 
ela ntra par rapport h a, eu s'arrêtant t a* , ii compare séparément Ira termes de Tordre a, et ceux de 
l'ordre « a de cette seconde valeur de o'a , avec ceox de lé^mrtière, et eu conckrl 

" O* 



ds = — lundi co* nt , dt = ndi Çie' -f- ut sia ni H* y co* % nt 
d'où il lire , par l'intégration et la substitution , 

5 

• sa nt — 2 *e un ni -h 7 *»c» sia ani -f- aie. , 

4 /hdt f «»e* 

r = V = * ^1 + — + co««£ - 



cl de U 



■ co» *nl -f- etc. 
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les ternies de ce dernier ordre, il ne considère que ceux qui peuvent produire, dans la valeur 
de tf, des quantités de la forme iptm'ht', d'où résulterait une équation séculaire 
dans le moyen mouvement de la planète. Il distingue alors, par des variables particu- 
lières , les parties des valeurs de if et Jr qui sont sans », de l'ordre », ou de l'ordre «* (*) » 
il substitue ces valeurs dans les équations, en remplaçant partout f,r,s,f',/,/ 
par leurs expressions elliptiques, ce qui est permis lorsqu'on néglige les quantités de 
l'ordre ( in ; il compare ensuite séparément les termes de chaque ordre ; et l'équation 
du premier ordre , qui détermine if , en donne alors trois autres entre les nouvelles va- 
riables x, x! et C; celle du second ordre , qui détermine i r, se partage de même en trois 
autres , entre y, y et a ; enfin l'équation du second ordre en is en donne une autre, où 
z est la variable principale , et où , comme dans les précédentes , aucun terme ne se trouve 
plus multiplié par » on par la masse perturbatrice ift . 

^Développement L'article t3 de ce Mémoire est remarquable , parce qu'il contient des procédés nou- 
ntionneik. veaux sur le développement du facteur irrationnel introduit, par la substitution de la 
valeur de la distance rectiligne u des deux planètes , dans les termes qui proviennent des 
forces. L'auteur ayant remplacé les inclinaisons par leurs valeurs en fonction des lati- 
tudes , désigne par q une fonction de celles-ci et des rayons vecteurs r, ri, symétrique 

_ y 

par rapport à ces derniers. 11 a alors à développer le facteur [1 — q cos (f — ÿ)] * 
en une suite de termes de la forme A -f- A, cos ( f' — f ) -J- b, cos 3 ( f' — f) -+• etc. ; 
et comme les quantités b, b,, i, sont fonctions de la variable q , dont les variations 
sont de l'ordre », et que l’on veut porter dans certains cas la précision jusqu'aux quan- 
tités de l’ordre «’ , il fait q = h -f- «A', h étant constant, et réduit b , b, , etc. , d'après 
la série de Maclaurin, en suites ascendantes par rapport à a, et de la forme 



(A) + (3^) + m ~~ (^~l) + e *c- » (*.) + «*' (jj~) + etc. , 



où les quantités, multipliées par les puissances de Ji , sont ce que deviennent.....; 

Il ne s'agit pin» 



b , , etc. , b,, etc., lorsqu'on y substitue h au lieu de q 



alors que d'avoir les valeurs de ces derniers coelficiens différentiels. L’auteur parvient 
bien simplement à des relations qni déterminent ceux du premier ordre relatifs àA„ Aj, etc., 
lorsqu’on connaît ceux qui se rapportent à A et A,;' la différenciation de la valeur de A„ 
en fonction des deux premiers ’coefficiens de la série , lui sert à déterminer aussi les dé- 
rivées de A et de A, en fonction des mêmes coelficiens (**), et il en conclut facilement. 



(*) Il f»it . 

é» = , tr = + «r'-f-asjuit) , It — *x.4f* . 

(**) En effet , soit * 

arri f 

r* -t- ri- ■+■ (rV— /*;• — 17 ’ V *' / 
l' conation identiqna 



l« —9 cos 



■ = b-t-b, cos(ri— »)+A. eotafri— *)+etc. -, 






M Cl» fri—») 
[1— femy— 



donne , en y substituant de part et d'autre, pour [1 — qcoitj — , cl pour sa düTircuticlIc par rap< 



Digitized by Google 



CHAPITRE QUATRIÈME. 181 

par la différenciation, les valeurs des dérivées du second ordre, qui , étant déjà multipliées 
para’, sont les dernières auxquelles il ait égard. 

Mous n'entrerons pas dans le détail du développement des divers termes des équa- 
tions différentielles suivant les cosinus des multiples des moyens mouvemens et de leurs 
combinaisons , auquel l'auteur consacre les trois articles suivans , et d'où il tire par 
l'intégration les valeurs de îr, d . t ? et / r , aux quantités près de l’ordre •*, Mous de- 
vons remarquer cependant que jamais peut - être des calculs analytiques aussi pénibles 
^'avaient encore été faits avec tant de soin et exposés avec tant de détails. C'est 
à l'auteur de ce travail qu'on doit, plus qu'à tout autre, d'avoir introduit dans les re- 
cherches de ce genre cette précieuse exactitude qui , sans diminuer l'éclat du génie, 
consolide si puissamment les résultats qu'il fait atteindre. 

JVI. Laplace détermine, dans l’article 17, les termes de l'ordre ** qui sont propor- Variation» dif- 
tionnels à I , dans les expressions de d.t'f et t'r, et vérifie , en trouvant S = o après ékmena. 
toutes les réductions , que l'équation séculaire du moyen mouvement de la planète est 
nulle dans cette limite. 11 parvient ensuite, dans l'article 18, aux variations diffé- 
rentielles des autres élcmens, en mettant les expressions de r et de s sous une forme 
analogue à celle de leurs valeurs elliptiques , et en les comparant mutuellement ; et la 
troisième loi de Kepler, indiquant qne si après plusieurs siècles les grands axes des . 

orbites devenaient plus ou moins grands, les révolutions deviendraient moins ou plus 
rapides, lui fait voir qu'on peut conclure, de la constance du moyen mouvement, que * 

la variation du grand axe est nulle; le calcul lui prouve en effet que les termes pro- 
portionnels au temps qui se trouvent dans l’expression de r, ne sont dus qu'aux variations 
de l’excentricité et de l’inclinaison , dont le carré se trouve dans la valeur de r, lorsqu'on 
suppose t)* = o. 

L'auteur remarque, dans l’article suivant , que si l'on a un argument tel que Remarque n» 

cos q {n't — ni -f-B), q étant un nombre entier quelconque, on verra aisément qu’il feiViud^'erm» 
fautporterlaprécisionjusqu’auxqnantitésdel'ordrea’pour en retrouverun pareil, et quesi périodique» 
l'on en considère un autre de la forme me cos ( n't — a nt -f-B — I) , il faut , pour retrouver 



port S g y leur» Taleora , et en comparant séparément les eoclficicns constans , ceux de» cosinus de l'aofla 
*' — a et de sel multiple», 

db , . dby dby » / , db\ , db • 

+ a à7 = a \t*+ < l’ïq)+ IÂb ‘ c!c * 

Oo a «l'ailleur» b% *= > cette valeur étant suUii tuc'c , ainsi qnc sa dérivée par rapport à q, 

dans la seconde des équations précédentes, la réduit 6 ~j|“ = 3ju£ — —• H* aq $ et l'on tire de là 

db b,{fd — t ) + 1ftbq db, lf d.bg -4- b , — l) 

dg o(i — <T) ’ dg~ g:i~g<) ’ 

ce qui donne, dans le cas où /«= -, en remarquant que la partie constante de la valeur de q cil 

ian' , , 

=7 - ;r7; = h, <1 en faiaant - = 

<A,) î ■ UJ-Tïï=ïï)“ + <«—«•)* * 

,as_4(A.X>+f)-5<A.)«' f. ib.\ 3(A)(i + .'0. (A.Xt+i’Kt — ... 

5 '\dgj «(!-»•>• ’ 
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Application de 
la metnode pour 
faire disparaître 
le* arc* de cercle. 



Variation* sé- 
Calaim del’aphti- 
lie rt île |‘ps« en- 
triritc de Jupiter 
et de Saturne. 



iSa SECONDE PARTIE. THEORIES DES PLANÈTES. 

»on pareil , porter la précision jusqu'aux quantités de l'ordre «’ ; c’est ce qui prouve que 
l’équation séculaire du moyen mouvement est nulle, même en ayant égard aux termes de 
l'ordre «V/*'. De là on peut conclure généralement que le même argument ne peut être 
reproduit que par les quantités des ordres «*, etc., s’il sc trouve pour la première fois 
parmi les termes des ordres a*, etc. , ou par les quantités des ordres m\ a 5 , etc. , s’il 
•e trouve pour la première fois parmi des termes des ordres a, a 1 , etc. Nous verrous dan* 
la suite l’un portance de cette remarque. 

L’article 20 a pour objet l’application aux valeurs obtenues pour r, s, et ^ , qui reqa 

ferment chacune des sin. ou cos. multipliés par nt, de la méthode exposée dans la première 
partie, pour faire disparaître les arcs de cercle. Pour cela, au lieu de chercher, comme dans 
ce qui précède, àfaire entrer sous les signes périodiques la plupart des termes variablescomnie 
facteurs dent, l’auteur décompose les sin. et cos. qui se trouvent multipliés par nt dans les 
expressions précédentes , de manière à les réduire à la forme cos (nl+B,) et sin ( nf-j-B, ) , 
B, étant l’angle compris, à l’origine du mouvement, entre la projection de la planète 
troublée P et la ligne fixe d’où l’on commence à compter les longitudes; il désigne 
par p, q, h, l, p', q', etc., les quantités «e sin A , «e cos A, «y sinC, «y cosC, 
«e' sin A', etc., où A, A', etc., sont les distances des projections des aphélies de P, P', etc., 
à la ligne Cxe , et C, C', etc. , les distances de leurs noeuds à la même ligne. Ces trans- 
formation* sont les mêmes que celles dont nous avons vu l’introduction au commence- 
ment de ce chapitre , et l'emploi que l'auteur fait ensuite de sa méthode pour faire 
di'paraîtrc les arcs de cercle, le conduitaussi aux mêmes équationsque celles que Lagrange 
et lui avaient déjà trouvées d’une autre manière pour déterminer les inégalités séculaire* 
Bes mouvemens des nœuds et de l'aphélie, de l’inclinaison et de l’excentricité (*). 

u 11 me resterait, dit-il ensuite dans l’article 21, a appliquer la théorie précédente 
» aux différentes planètes ; mais la longueur déjà trop grande de ce Mémoire m'oblige 
» de renvoyer ces application* à un autre temps; je me bornerai donc ici à déterminer 



(*) En effet, le* taleor* dcfioitivetdc ret de * sont : 

• rv 0 + j KO 1 r(Vi — hr) 

■ KO pu a] co* (nl-4-B,) -f- etc 

s = [/+{o,0à«— KOà , “l** 0 £ n, + R | ) — 1» — ià01“ + KOI'»] c®* (ni + Bi) +«•*•, 



f' + ;(P’ +'/■) — 

l + *<n<« + B,) + [7 - 






•or notant 7 i (*0 S/* .nt = (o,i)w, - [(£.) (» •+•«*)“ 3/(6)] fy.\nt = (0,1) u ; *i Ton fait 
•i Q 



dti 

Ju 



[ (0,,> {p,q ~ q,p) + i (0,,) ~ Vj ] • 

àu“K ’)9 — K')?'. j£=— KOp+KîV. j = (», 0 »-(v)E ^ = K 0 P-K 0 L 

I* prrnmrc équatit n donne, en y substituant pour etc. leurs valeur» line* de* qostre autres, 

*?- a =0, ce qui sert à vérifier que la variation de la moyenne distance est nulle. S» Ton suppose amant 
«/u * 

de tenues et autant d’équation* de condition analogue* qu’il y a de planète*, on aura, cti intégrant ces 
équations, les valeoié de p t q, p' t etc., qui serviront à déterminer les inégalité* séculaires de quatre 

lient en s , et qui , étant substituées dans les expressions de r, * et ^ , permettront d’eff.iccr les art» de 
cercle qui »’y rencontrent. t . » 
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n les inégalités séculaires de Jupiter et de Saturne , et parmi ces inégalités je ne con- 
n sidérerai que celles du mouvement des aphélies et des excentricités, n 11 trouve , en 
exécutant tous les calculs qui se rapportent à ce cas , que les excentricités de ces deux 
planètes sont soumises à de petites Variations, dont la période est de 347*3 ans, et que 
les moyens mouvemensdc leurs aphélies ont pour expressions 3 ", 888 x et aa', 55 o x, en 
désignant par x le nombre d’années écoulées depuis le commencement de 1750. , 

L'auteur détermine enfin le mouvement des planètes , en supposant qu'elles se meuvent 
dans un milieu très peu résistant, pendant un temps quelconque illimité, ce que personne 
n'avait encore fait. 

Le tome iS des Novi Commentant de l'Académie de Pétersbourg , qui contient les Mémoire» ^'En- 
Mémoires de 1771, en renferme un d’Euler, sur les inégalités de taTerre causées par l ac- p 0 J, , ur h it,»»- 
t'ian de Venus. Après y avoir développé par ordres successifs les équations différentielles tieèel» terre- 
en coordonnées rectangulaires, par la méthode de sa seconde théorie de la Lune, qu'il 
a appliquée aussi, en 1778, à la recherche de l'anomalie vraie par l'anomalie moyenne, 
l'auteur désespérant de réduire l’expression de la distance mutuelle w des deux planètes 
en série convergente , a recours à la quadrature mécanique des courbes pour la détermi- 
ner. Pour cela, il divise en intervalles de 5 ° l'espace compris entre deux conjonctions 
consécutives de ces planètes , et il prescrit de calculer la quantité w pour toutes les va- 
leurs successives données à l'élongation p, de tirer de là celles des forces perturbatrices 
qui y correspondent , de regarder ensuite ces quantités comme les ordonnées consécu- 
tives d’une courbe, et d’en conclure les valeurs de son aire par la sommation arithmé- 
tique des accroisscmens élémentaires. Il confia l'exécutioiE de ce travail numérique à 
Lexell , qui construisit une table des perturbations qui en résultaient. Euler ayant repris 
ce sujet dans la première partie des Acta Petr. pour 1778, et comparé la table précé- 
dente avec celles que Lacaille et “Mayer avaient déduites de la théorie de Clairaut , trouva 
entre elles de très grandes différences , qu'il attribua à l'insuffisance de la méthode du 
développement en séries convergentes, dont il était cependant l’auteur. Il entreprit, 
pour s’en assurer, le calcul des mêmes perturbations, en suivant cette dernière mé- 
thode , et il chargea Fuss de la construction de la table qui résultait de ses formules. 

Ce fut alors que Lexell, ayant repris, sur l'invitation de M. La place , l'examen des 
calculs sur lesquels la sienne était fondée , s’aperçut qu'il lui'était échappé des fautes 
graves, et qu'il avait pris entr'autres une des intégrales avec un signe opposé à celui 
qu'elle devait avoir ; il en convint avec franchise ; il recommença d’après cela toutes les 
opérations , et parvint alors , par la méthode des quadratures , à des expressions numé- 
riques qui s'accordèrent assez bien avec les nombres que celle des séries avait donnés à 
Fuss. Celui-ci avant refait aussi ses calculs , dans un Mémoire quj se trouve dans le 
volume de 1780 , partie I , obtint encore un plus grand accord, et fit voir l'avantage de 
son procédé pour la facilité et la brièveté du travail. 

On trouve aussi dans le meme volume de ce Recueil , deux Mémoires d'Euler : l’un 
sur les différées genres de mouvement qui peuvent avoir lieu dans les satellites des 
planètes , et sur les caractères qui distinguent les planètes primaires des secondaires -, 
l'autre sur les mouvemens irréguliers qui peuvent exister dans le système du monde, et 
sur le moyen de les déterminer pendant un long espace de temps ; mais ces recherches 
étant de simple curiosité, sortent par là de notre sujet. 
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CHAPITRE Y. 

Mémoires de Lagrange insérés dans le Recueil de l’Académie de Berlin , 
de 1776 à 1784, etc. j etc. 

Démonstration A.PRÈS avoir vu M. Laplace parvenir, par le calcul, à l'invariabilité des moyens mouve- 
pwlicîté' venions des planètes et de leurs distances moyennes au Soleil, en négligeant les qua- 
gsliiii. (lo i-rand trièmes puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites , et les carrés des 
aouiùàcôn ^' n masses perturbatrices, nous arrivons à l’époque mémorable où Lagrange, auquel ce 
résultat donna occasion de reprendre ce sujet , prouva , par une analyse’ à la foi* 
simple et lumineuse, que, quel que soit l’ordre auquel on s’arrête par rapport aux ex- * 
centr icitéset aux inclinaisons, et par la nature même de notre système planétaire , les 
variations du grand axe sont périodiques. 

M. Playfair s'exprime à peu près en ces termes à ce sujet ( Edimb . Rev., janvier 1 8-8, 
page 364) : u La découverte de ce grand principe, que nous pouvons considérer comme 
n le boulevard qui assure la stabilité de notre système, et qui ferme tout accès a la con- 
n fusion et au désordre , doit rendre le nom de Lagrange immortel , et digne de la véni- 
• n ration de ceux qui sc plaisent à contempler tout ce qui est excellent et sublime. Après 

n la découverte faite par Newton , de la loi générale des mouvemens des corps célestes, 
n celle de Lagrange est sans doute la plus belle de l'Astronomie physique; et, sous 
n le rapport des causes finales, tlle peut être envisagée comme la plus grande de 
n toutes, n 

C'est dans un Mémoire de quatorze pages, compris dans ceux de Berlin pour 177S, 
daté du a 4 octobre de cette année , et intitulé : Sur P altération des moyens mouvemens 
des planètes , que Lagrange parvient à ce grand résultat, et qu’il expose la méthode si 
Principes «nr remarquable sur laquelle il repose. L'auteur considère, avec Euler, l'orbite des planètes 
fon!i"c' c * lc “ l comme une ellipse dont les dimensions et la position varient d'un instant à l'autre ; il 
remarque que , comme dans les orbites invariables la durée des révolutions dépend uni- 
' quement du grand axe de l'ellipse, il est naturel d'en conclure que dans les orbites va- 
riables , quand les variations sont très petites , on peut , sans erreur sensible , imaginer 
que les élémens demeurent les mêmes durant chaque révolution, et qu'ils ue changent 
que d'une révolution à l’autre , d'où il résulte évidemment que les variations du temps 
périodique ne peuvent venir que de celles du grand axe. 11 réduit ainsi la question pro- 
posée u à déterminer les variations que doit subir le grand axe de l'orbite elliptique d’un 
n corps mu autour d'un centre fixe , en vertu d'une force réciproquement proportion- 
n nelle au carré de la distance, et dérangé en même temps par des forces perturbatrices 
n données, très petites vis-à-vis de la force prindtpale. n , 

L'auteur désigne par x , y , s les coordonnées rectangulaires du mobile au bout du 
temps t par rapport au corps central , par r la distance de ces deux corps , par X , Y, Z 
. les composantes des forces perturbatrices dirigées suivant les trois axes , et par F l'attrac- 

tion principale à l'unité de distance. 11 obtient alors les trois équations générales du 
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mouvement en coordonnées rectangulaires , où l'élément dt du temps est regardé comme 
constant (*). 

•» Lorsque les forces perturbatrices sont nulles, dit-il, ces équations s'intégrent complète- Variation des 
x nient , et donnent alors les valeurs finies de x , y, * en fonction de f, avec six constantes ^émenspjrPef- 
u arbitraires qui sont les élémens mêmes du mouvement elliptique. Si 1 on dilTerencie les penuxbauiM». 
» trois intégrales dont il s'agit , on aura six équations , à l'aide desquelles on pourra 

n déterminer les six constantes arbitraires en r,y, s, I, , et l’on aura 

x ainsi six équations différentielles du premier ordre, dont chacune renfermera une cons- 
x tante arbitraire, et sera par conséquent une intégrale première des trois équations dif- 
x férentio-différentielles proposées. 

n Soit donc V = h une de ces équations" du premier ordre , k étant la constante 
x arbitraire, on aura, par la différenciation, d\ = o , équation différentielle du se- 
x cond ordre , qui , ne contenant plus de constantes arbitraires , devra être identique 
x avec les équations proposées; d’où il s'ensuit que si dans l'expression de d\ on 



n substitue à la pîaee des différentielles secondes d . leurs valeurs ti- 
* dt’ dt dt' 



x rées des équations dont il s'agit , cette expression devra devenir identiquement nulle ; 
x et la même chose aura lieu à l'égard de chacune des six équations du premier ordre 
x qu'on aura trouvées. 

n Cela posé , si l'on veut maintenant avoir égard aux forces perturbatrices , il n'v aura 
x qu'à considérer que l'effet de ces forces consiste en ce que les vateurs des différentielles 
n secondes de x, y, z augmentent des quantités — Xdt, — Y rit , — Zrft; si donc on 
x substitue ces valeurs ainsi augmentées dans l’expression de d\ , il arrivera nécessai- 
x rcment que tous les termes de cette expression se détruiront , à l'exception de ceux 
n qui viennent des forces perturbatrices ; et si l’on veut que l'effet de ces forces consiste à 
x faire varier les élémens , il n'y aura qu’à regarder k comme variable , et à égaler dit 
x à la partie de la valeur de rfV qui provient des forces perturbatrices. On connaîtra 
x ainsi les variations de k en vertu des forces X , Y, Z, et on aura des formules sem- 
x blables pour les variations des six élémens de l'orbite du corps , supposée elliptique. 

x On voit par là que les six équations différentielles du premier ordre , telles que 
x V = /t, seront de la même forme, soit que les forces perturbatrices soient nulles ou 
x non , la seule différence étant dans la valeur des quantités k , qui sont constantes dans 
x le premier cas et variables dans le second ; donc , si on élimine les trois différences 
x premières , on aura les trois équations finies , qui seront encore de la même forme 
x dans les deux cas ; ainsi les valeurs finies de x, y, z , et celles de leurs différences 
x premières seront toujours exprimées de la même manière par le temps t et par le» 
x six élémens de l'orbite; par conséquent on pourra toujours regarder ces élémens comme 
x constans pendant un temps infiniment petit, x 

L'auteur applique ensuite cette belle théorie , devenue depuis si féconde entre ses 



( * ) Ces équations sont . 



~+— 4- X - 

dt* ^ r 1 ^ A 



^ /■* 



+ Y = o. 



d’z 

dt’ 




“4 
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d* A ff , ïï*^“ * ua ' ns ■ * rec h«rche des variations du grand axe a a de l'orbite elliptique. II tire de 
précédente «ut l'équation polaire de l'ellipse et de l'intégrale des aires , une autre intégrale première 
** u qui donne la valeur de cet axe (*). Il la différencie en ne faisant varier que les dérivées 
de x , y, *; il substitue ensuite, pour leurs différentielles, les parties de leurs valeurs qui 
proviennent des forces perturbatrices, et il obtient ainsi, pour la variation de l’inverse 
du grand axe, une formule très simple, savoir, la somme des produits de chacune des 
forces par l'élément de sa direction, divisée par F (**). 11 ne s'agit donc plus que dedé- 
icrminer les valeurs de ces forces. Lagrange y parvient facilement pour le cas d’un 
nombre quelconque de planètes ; et il obtient, après les avoir substituées dans la for- 
mule, Une fonction qui est différentielle exacte par rapport aux variables x,y, t. 11 
désigne par Q son intégrale prise relativement à ces seules quantités ; c'est cette fonc- 
tion des coordonnées et des distances, mnltipliéespar les masses perturbatrices , qui réduit 
le calcul analytique, relatif à un nombre quelconque de planètes, àjx même simplicité 
qu’il a dans le cas où il n'y en a qu’une , et qui depuis sa découverte, dont nous venons de 
voir l'occasion, a joué nn ai grand rôle dans la théorie des planètes, sons le nom de Fonc* 
t ion perturbatrice (***). 



(*) Un trouve facilement celte valeur au moyen tlea équation» precedentes, en y faisant X, Y, Z égaux 
à lcro. En effet , ai on 1rs multiplie alors respectivement par dx , dy , r/a , qu'on les ajoute , et qu'on 
intègre avec une constante C , on obtient l’équation 



</.i 1 tir* + tU* 



«..-en, — r- ua- . . -, dr * + r*dv* F . - 

■ ■ + C = O, on -s g C = O, 

arfl- yJT+J 7 + 1 . *lt' r 

et Ton tU : termine C, en remarquant que Pot» i à Taphclie, délit» le cas du mouvement elliptique. 



s . s ar . r'iiv» F(l — e) „ .... 

r=a (i -f>e), -jj = o ; qne I équation de* aire* donne alors ^ , «t que 1 on inc de la , 

F 

par la substitution , C = — • 

• ao 

(**) Lagrange y parvient en comparant la râleur trouvée pour , arec IVquation V, et en met- 
tant ensuite, pour k second membre de Tequation dk — f ^-r- X -f- \ -H ~~r z'N dt, tara* 



, et que l'on liie de là , 



,, / dV v dV *u . dV \ , 

M =-( -Z' X+ 7dï Y + Jdï z ) J, ’‘ 

\ d r, d à d j, J 



leur ilaçs le cas actuel. 

On obtient le miirae résultat, en considérant qu'une intégration semblable b celle qui a produit, dan» 

, , ... . rfjr* -f- dy* -f- dt* F F . 

le cis du mouvement elliptique, 1 cquaiton — — ~ • — — — • _ ■*- - =o, donnerait,. 

1 ^ ^ ïdn + ™ 

dans le cas du mouvement trouble, 

dj • -h dr* +jh* F + f[XtU + Yr lr + Zefc) + C' = «, 

)/ JC* +/•+»• 

C' étant une constante. 

donc l'on veut que la première équation soit toujours satisfaite, et que la seconde y soit rrdnc- 

tibîc , il faut qu'on ait — tss C' + /{X</x + Yify+Zd»}, d'où l’on tire, eu différenciant et en regar- 

. . , . f i Xd*+Ydr + 7Jz 

dant le grand axe comme variable, d — = r. — — — • 

° ’j<i f 

(***) Kn effet, reptenon* les expressions des force» jH'rturbatriccs que noua avons déjà trouvée» (No te VII, 
püg. ixa}, et appliqnonsdrs à un sy»tcnie de planètes T, 'I v , ’Ç', clc. , dont le» distance* au Soleil S «ont 
r t r *, etc., et les distance* k l’une d’entre clic» T «ont t", etc., non» aurons !■ = S-f-T, 

x=r (=£■'+£) +T"(9r +^) > 1 = r (9r+£j + «*• • 

Z=T‘^^-+^ + «c. j co tuppüsaut r' = \/z‘ +/'+*'•, t’= *V-K_> ~j"/ ‘ •+■ l«— *V> 
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Avant ainsi réduit l’expression de la variation de l'inverse du grand axe à la différen- 
tielle de n , par rapport aux seules coordonnées de la planète troublée , divisée par la 
somme des masses de cette planète et du Soleil, Lagrange fait voir que l’on peut, à 
cause de la petitesse des excentricités des orbites, développer, d’après les formules 
elliptiques, les valeurs des distances au Soleil r, K, etc., des coordonnées, et des dis- 
tances mutuelles f , F , etc., de chaque planète, en séries de sinus et cosinus des mul- 
tiples de son moyen mouvement, et réduire ainsi la fonction n à une suite de termes de 
la forme M sin ou cos ( m8 -f- nh' -f- pl" -)- etc. ) , 8, V,8", etc., étant les moyens 
mouvemens des planètes T , T', T", etc. autour du Soleil, durant le temps t. 

Or, comme toutes les quantités qui se rapportent à la planète T sont exprimées 
par le seul angle *, tandis que celles qui se rapportent à T', T', etc. , le sont par les angles 
6', 8', etc., il s'ensuit que pour avoir la différentielle de O, telle qu'elle a été définie, 
il faut faire varier simplement l'angle 8. Si l'on veut aussi négliger les quantités de l'ordre 
des carTés et des produits des forces perturbatrices, on pourra regarder comme constans 
les élémens qui entrent dans les différens termes de R-, ainsi, la quantité M sera constante, 

et la vaieur de dQ se composera d'une suite de termes de la forme 

mMdâcos ousin(m8-f-n6'-f.pî"^-etc.), oq l’on pourra substituer à la place de 6', 6*, etc., 
leurs valeurs, données par la troisième loi de Kepler, en fonction de t et du rapport des 
moyennes distances regardées comme constantes (*). Si l'on intègre ensuite complète- 
ment l'expression obtenue pour da , l'on ne changera pas sa nature ; les inégalités qui en 
résulteront, dans la valeur du grand axe, seront donc toujours proportionnelles à des sinus 
ou cosinus d'angles , et seront par conséquent nécessairement périodiques. 

Lagrange observe cependant qu'il y a un cas où cette valeur pourrait contenir des Cm de h rom- 
arcs de cercle, c’est celui où les rapports des moyens mouvemens seraient commensu- d» 

râbles entre eux, de telle manière qu’on aurait m -f- n/t -f- pp =0, en supposant 
t' I” =ftt, etc. , ce qui réduirait à mMdj le terme correspondant de dn , et ,cn,cn ’' 

produirait un terme séculaire dans la valeur du grand axe ; mais il montre que, puisque 
les nombres m, n, p, etc. doivent être entiers, il faudrait, pour que l’équation dont il 



d’oii l’on tire 

XJ* + YJjr + TM —T + ‘ü + + + etc „ 

et de U, en faisant 



<1n 



.«c.=à : j.-= r4rp . 



»rv f xx’-hyv'+tt' T N , { TI* + yf + tt“ T N 

. T ^ r 7 » r J + T \ r“> r J " 

en indiquant par la caractéristique d mise devant n, sa différenciation par rapport aux seules coordot» 
néca x, y, «. r_. •' 

(♦) On a en effet, par lei théorèmes connut, 0; V Î0* :: ^ a " * 

d’oïl l’on tire, en négligeant T, T', etc., vis-à-vis de S, fi' = 9 \/?ï> r = i p cul 

ainsi réduire un terme quelconque de dA à la forme dz mMdfl -4- n y/ ~ -f» p y/ -f- ete.^ 0 ; 

et il en résulte, dans 1a valeur de quand on intègre, en regardant a, a', etc. connue constant soua 
«M " n (m + n i/^ -f-P 

les signes périodiques, la quantité ■ ■ ■ ■ ■ 1 ■ ■ ■ — 

m+ -+• p + * 
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• agit pût être vérifiée, que les valeurs de S/ < 1 ' . V a ' s , etc. , fussent commensurable* 
entre elles , ce qui n'a pas lieu dans notre système. 

Les grands axes des planètes ne sont donc soumis , lorsqu’on se borne à la première ap- 
proximation , par rapport aux forces perturbatrices , à aucune variation qui croisse avec 
le temps ; et cette conclusion a lieu , en général , quel que soit le nombre des corps qui 
* réagissent les uns sur les autres , et quelle que soit la forme de leurs orbites, pourvu que 
celles-ci soient renfermées dans un espace fini, en sorte que leurs coordonnées rectangles 
soient uniquement des fonctions de sinus et de cosinus. 

Nonvêsint Les Mémoires de l'Académie de Paris, pour l'année 1777, renferment de nouvelles 
MM*îiipl«cl r'ei racberches de M. Laplace sur f intégration des équations différentielles par approxi- 
l-^araner ,su rlèa mation. Le but de l'auteur, dans ce Mémoire, est d’exposer plus simplement sa méthode 
pnàimiùon.*^" pour faire disparaître les arcs de cercle qui entrent dans les intégrales approchées des 
équations qui n'en renferment point elles-mêmes, et de donner une nouvelle théorie de ce 
genre d'équations différentielles. 11 remarque que si après avoir, par des intégrations suc- 
cessives, obtenu la valeur de la variable y, et l’avoir rendue complète par l'addition 
d’autant de constantes arbitraires qu’en comporte l'ordre de l’équation , on substitue cette 
râleur dans l’équation différentielle, on aura une équation identiquement nulle, et dans 
laquelle par conséquent les termes semblables se détruiront réciproquement. Si donc on 
change en t — I l’arc t qui s’y trouve hors des signes périodiques , I étant arbitraire , 
l'équation restera tonjours identiquement nulle. Or , il est visible que ce change- 
ment revient à en faire un semblable dans l'expression de y, qui se trouve alors 
renfermer l'arbitraire I de plus qu'auparavant , et qui n'est cependant pas plus générale. 
Il est donc possible de faire coïncider ces deux valeurs dey ; et c'est cette considération 
qui fournit â M. Laplace le moyen d'en faire disparaître les arcs de cercle. Nous devons 
renvoyer, pour l'exposition des procédés délicats par lesquels l'auteur parvient à ce but, 

. au n° 43 du livre II de la Mécanique céleste , où il a repris cette théorie, en la perfec- 

tionnant. 

Il donne ensuite une méthode générale pour obtenir des intégrales de plus en pins 
approchées, u M. de la Orange , dit-il , a déjà rempli cet objet d’une manière très simple 
n et très ingénieuse, dans les Mém. de Berl. pour l'année 1775 ; mais la méthode que 
n j’expose ici a , si je ne me trompe , l’avantage d’être plus directe, n 11 y est également 
revenu dans les n°* 4> et 4a de l'ouvrage cité. 

Lagrange a donné aussi , dans un Mémoire intitulé : Sur la manière de rectifier les mé- 
thodes ordinaires d approximation pour C intégration des équations du mouvement des 
planètes (Mém. de Berl . , 1783) , une méthode très remarquable et très simple pour faire 
disparaitre les arcs de cercle par la variation des constantes arbitraires , et qui a , suivant 
lui, l’avantage de s’appliquer, avec une égale facilité, au cas où l’une des constantes arbi- 
traires de l'intégrale multiplie l’arc sous les signes de sin. et cos. ou d'exponentielles; mais 
l'auteur ne l'ayant pas appliquée au système du monde, il nous suffira de l’avoir citée. 

C'est dans le Recueil de l’Académie de Berlin, pour l'année 1781, que Lagrange fit paraître 
le premier de ses cinq beaux Mémoires sur les inégalités séculaires et périodiques des pla- 
nètes , qui font époque dans l'histoire de la science (*). Ce grand travail , le plus vaste 

* (*) C’en aussi dans l’nnnce 1781 que Herschel découvrit le - mou renient d’une petite étoile, qu'il prie 

d'abord pour une comète ; mais l'on a reconnu depuis qu'elle devait être mise au rang des pl jnète» principales, 
et elle a recule de plu» de troi» ccot million» de lieue» U» limite» prôuiuces de noue »\»tèiue plancUuc. 
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qui eût encore été entrepris sur cet objet , ne renferme pas de découvertes proprement Mémoire* de 
dites; mais il contient l'ensemble des méthodes déjà données par l'auteur, et leur appli- {j^™"Çeîp r |i* 
cation à toutes les planètes; on y trouve un grand nombre de procédés nouveaux, et on uétes.donncs Je 
peut y voir le germe de la plupart des idées heureuses que l’auteur a développées dans '* ’ 
la suite. Nous allons chercher à faire remarquer les principales, et à donner une légère 
idée du plan de cet ouvrage et de son exécution. 

L’auteur parait n'avoir ffu d’abord d'autre but, en l'entreprenant, que de donner une 
théorie complète des variations séculaires des élémens des planètes, qui forment la partie 
la plus importante et la plus difficile du calcul de leurs perturbations, et de reprendre 
cette matiiie en entier pour la traiter d’une manière plus directe et plus rigoureuse qu’il Dmiino de 
ne l'avait encore fait. Quoique ses recherches appartinssent au volume de 178a, il crut, ce 
à cause de leur étendue, devoir en insérer, dans celui de 1781, imprimé en 1783, la 
première partie, contenant, en deux sections, les principes et les formules générales pour 
déterminer les variations séculaires ; et il ne conserva pour l’autTe volume que la se- 
conde partie, renfermant, en trois sections, la détermination de ces variations pour 
chacune des planètes prinripales. 11 voulut ensuite compléter son travail, en appliquant, 
pour la première fois, la méthode de la variation des élémens à la recherche des iné- 
galités périodiques de chacun d'eux; et il divisa aussi cette théorie en dpux parties, 
dont la première, contenant les formules générales, parut dans les Mémoires de 1783, 
et dont la seconde , renfermant en cinq sections le calcul des variations périodiques in- 
dépendantes des excentricités et des inclinaisons , pour chacune des six planètes prin- 
cipales, parut dans ceux de l'année suivante. Enfin, ayant vérifié par ces opérations , 
qu’on trouvait , en portant la précision jusqu'aux secondes dimensions des excentricités 
et des inclinaisons , des termes qui donnaient des équations séculaires dans le moyen 
mouvement , il consacra à leur examen et à la détermination de leurs valeurs , dans le 
cas de Saturne et de Jupiter , un Mémoire particulier, inséré dans ceux de 1783 , et qu’il 
donna comme un supplément à sa théorie des variations séculaires. 

Dans le premier de ces Mémoires , Lagrange reprend d’abord la méthode qu'il avait 
donnée en 1774, pour parvenir aux variations du noeud et de l’inclinaison de l'orbite, 
au moyen des fonctions des forces perturbatrices, désignées par les lettres P, Q, R, et 
il cherche ensuite à exprimer , au moyen des mêmes quantités et de leurs dilTeren- Mémoire «f* 
ticlles , les trois coordonnées x, y , z du corps troublé, en désignant par f le rayon J7®*' sec- 
vecteur, par g la force principale à la distance 1 , et par L, M, N des fonctions générales. '* " 
de P , Q , R et de leurs différentielles , précédées du signe f, et qui deviennent cons- 
tantes dans le cas où les forces X , Y , Z sont nulles (*). Il obtient ensuite , en corn- 
binant ces valeurs , une équation qui détermine f , et qui donne , pour la projection 



-- = P; P* — Qy + Rsrso. 



( * } Nous avons déjà trouve, p. 167, les équations 

(Uj T-ljr — rtU ~ ^ tJs — rdrt _ Q ydz — zd y 
« ' dt dt ~ ' 

Si l’on différencie le* quantités j, Z, y , où , *= {/x'-t- y + If, et que l’on substitue pour... 
J 1 etc., — , etc., tenu valeurs tirés* des équations précédentes et de celles du mouvement. 
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de l'orbite, et pour l'orbtte elle-même, une section conique , tant que P, Q, R, L, M, N 
sont constantes ; et il parvient aussi à une équation de conditiou entre ces sia quantités , 
qui montre qu'il n'y en a que cinq d'arbitraires. Enfin, une nouvelle combinaison des 
équations précédentes lui en fournit une autre qui est la différentielle de l'équation de 
l'orbite, en y regardant P, L, etc. , comme constantes ; d’où il conclut que , lors même 
qu 'on a égard à l’effet des forces perturbatrices , on peut regarder ces quantités comme 
constantes dans la différenciation de ces équations. 11 transéorme ensuite pour un mo- 
ment, afin de déterminer la nature de l'orbite, les coordonnées r,y,sen trois autres 
Ç , i i 'l'i rectangulaires aussi , et qui ont la mi me origine , mais dont les deux der- 
nières sont dans le plan de la trajectoire ; et il obtient ainsi , pour le paramètre , l’ex- 
centricité de l'orbite , la longitude de l'aphélie 9 , et la latitude * de cet aphélie par 
rapport au plan de projection , des expressions qui subsistent , en devenant variables , 
quand on a égard aux forces perturbatrices ( * ). 11 parvient enfin à une équation du 
premier ordre, qui donne l’élément dt du temps en fonction de / ; elle a lieu soit que 
les élémens soient invariables ou non , et son intégration le conduit à la relation connua 
entre les anomalies moyenne et excentrique. 

Formule* pc- Pour appliquer ces formules générales au cas des planètes, il faut y substituer les 
nér>lr , itr» valeurs des .forces X, Y, Z, qui résultent de l’attraction que chaque planète éprouve de la 
mm» Je» j,Ia- part de toutes les autres. Lagrange, introduisant alors la fonction O, substitue à ces 
hcim. forces les différentielles partielles de O par rapport ài,y et t; il obtient ainsi de 

nouvelles valeurs de dP , dQ , r/U , dN , dM , dL : les trois premières servent à dé- 
terminer les variations de la longitude tt du nœud , de la tangente I de l’inclinaison 
et du paramètre ; les trois dernières , liées entre elles par l’équation de condition déjà 
citée , qui sert à en trouver une lorsque les deux autres sont connues , donnent les va- 
riations des trois autres élémens , ainsi que celles de la distance moyenne , par des 
formules différentielles; et celles-ci étant jointes aux précédentes, expriment l’effet 
total que produit l’action mutuelle des planètes dans leur mouvement (**). 



dVdt — d IWx 

«/T* 



L obtient, en faisant ^ - ^ ■- = (PZr— RX)</t — 

— (QX+PÏ)dt -t- = JL, le» équation* 

6f = £fJL±Q±- + N, g , '- r, '*- lw - r , », £ = -W. x + p J± + L. 



— dM, 



(E), 



~Jl t — , f él 1 ’ t Jt 

et l'on lire facilement de celle*-ci, en vertu de* relation» ptérédentes, le* formules 

g f = gdf —KJ* -t-Mr/v-t-Lr/r , NP — MQ + LRr=o. 

n* x 4» 

(*) Il obtient, en désignant par — » - et « le demi-) arainèlre, l'excentricité et la distance moyenne , 



M 



’-ar 1 ’ '“«»=rr* = 

„ jn Jn Jn „ Jn , , da , . Jn , , 

(**) Ce» exprcMiou* sont, en supposant — + -»:=•, ***■+■ -j- “/"•+- jt " 1 = ',"*»/« 



„ /'</« r/n N , /-Jn r/n»^ , / r/n Jn \ . 

jp =C • , q=U , “ x >* 



»dr 

r/N = lr(r/n) — *</i — fdf , r/M = yr'fJn) — *Jjr — ^ pJ f , dL = ar(t/n) _ « J- _ ^ ,,/, ; 



d’où l'on tire 



ndn = * f d t — ,'(da) , xdx = (v — n*)(dn) — A%,d f , - = (da). 
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u La méthode précédente , dit-il ensuite , est, ce me semble, la plus directe et la plus 
« naturelle qu’il est possible , étant déduite des principes mêmes de la chose ; mais j’att- 
v rais pu parvenir plus simplement aux mêmes formules , par la méthode générale dont 
n je me suis déjà servi pour déterminer les variations de la distance moyenne , dans les 
n Mémoires de 1776 ', méthode qui a l’avantage d’étre applicable à toutes les ques- 
n tions du même genre.... En effet, les intégrales (B) ont déjà la forme demandée 

d V = A ; il n’y aura donc qu’à les différencier', eu y faisant varier P, Q, R, ^ , 

, . dû , da - dtl ... , , , dx , dy , dz 

« et substituer ensuite — — dt, — dt , — ^ dl a la place de d , d d -j- , 

n pour avoir les formules différentielles précédentes. On aura aussi les valeurs de 
» dh , dM , dy , en substituant celles de P, Q, R dans les intégrales (E) , et en les 
n différenciant de la même manière ; et l’on pourra déterminer directement, par un pro- 
» cédé semblable, les variations de» élément n et A. Il n’est pas nécessaire, au reste, 

» pour l’usage de la méthode précédente, que les intégrales soient réduites à la forme 
» V = à, ainsi que nous l’avons supposé; mais cette réduction, qui est d’ailleurs tou- 
1» jours possible , sert à rendre le calcul plus direct et les formules plus simples, n 
C’est par des considérations générales sur cette méthode , que l’auteur termine la première 
section de ce Mémoire. 

La seconde contient la recherche des formules générales pour calculer les seules va- a' Ssctîoiv 
riations séculaires des élémens des planètes , c’est-à-dire les variations qui n’ont aucune ' **' 

période fixe, ou du moins qui en ont de très longues et indépendantes du retour des 
planètes aux mêmes points de leurs orbites, u Ces variations, dit-il, sont nécessaire- 
n ment renfermées dans les formules trouvées ; il suffira donc , ponr les obtenir , de déve- 
yi lopper ces formules, en y substituant, pour les coordonnées x, y, s, x f , etc. , des séries 
» de sinus et cosinus d'angles proportiorinels au temps, que la petitesse des excentricités et 
n des inclinaisons rend très convergentes, et de rejeter ensuite tous les termes quÿe trouvent 1 
v contenir ces simis ou cosinus, n Lagrange cherche d'abord , en substituant-r cos q et Gram) sir « 
r sin q au lieu de x et y dans 1'enprewion du temps , et en intégrant , la valeur de 
l’anomalie moyenne p en fonction de la vraie q et des sin. de ses multiples; et il 
en tire, au moyeu du théorème qu’il avait donné dans les Mémoires de 1768, pour le dé- 
veloppement des fonctions en série, la valeur de q en fonction de p. Il donne ensuite le 
moyen de développer, à l’aide des exponentielles imaginaires , suivant les sinus et cosinus 
des multiples de q , une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont de la forme 
a -f- icos aq — c sin a q, et il s'en sert peur démontrer que la vitesse du mouvement de la 
longitude moyenne est inversement proportionnelle à la racine carrée du cube de la dis- 
tance moyenne : proposition qui, ayant lieu dans les ellipses invariables, résulte d’ailleurs 
icidel’invariabilité instantanée des élémens de l’orbite troublée. Il en conclut que, puis- 
que les variations de la distance moyenne ne peuvent être que périodiques, la vitesse 
du moyen mouvement ne sera non plus sujette à aucune espèce de variation séculaire. 

Lagrange prend alors pour unités de distance , de vitesse et de masse , la distance 
moyenne de la Terre au Soleil , la vitesse du mouvement angulaire moyeu de la Terre 
autour du Soleil , et 1 a masse de ce dernier ; il néglige les masses des planètes vis-à-vis 
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de celle-ci , et prend simplement g = S = 1 . Supposant alors que A , * , » et s soient des 
quantités très petites du premier ordre, il montre que P, (£, M, N seront aussi du 
premier ordre, L du second ; qu'en négligeant les quantités du second ordre , la valeur 
de R ne dépendra plus que de A (*) ; et qu 'ainsi , puisqu’on a trouvé relativement aux 
équations séculaires d& = o , on aura aussi dK — o. 11 développe ensuite les valeurs 
de dP et de dQ , comme dans le Mémoire de 17741 et parvient, par la même trans- 
formation , aux équations linéaires du premier ordre , qu’il avait déjà obtenues , et qui 
déterminent les variations sécu^tires de la position des orbites planétaires. 

Il ne lui reste plus qu'à développer et à réduire d’une manière semblable les valeurs 
de dS et de rfM. Pour cela , l'auteur reprend l’expression de fi , et représente par r, /, etc., 
p, p', etc., les distances et les longitudes moyennes; les valeurs des rayons vecteurs f, f, et 
des longitudes vraies q, q' , sont alors de la forme r (t -f M sin p -|- N cos p ) , etc., 
p + a m cos p — a/n sin p , etc. ; et il faut les substituer dans G, qui est une fonction de 
ces variables. Au lieu de le faire directement, Lagrange considère les différentielles par- 
tielles de fi par rapport à f et à q , comme fonctions de quantités r, r, p, p', etc. , 
qui ont subi des accroisscmens r (M sin p + Ri cos p), etc. ; il les développe alors , 
d'après la série de Taylor, en se bornant aux premières puissances des accroisse- 
mens (**) ; et il les substitue dans les valeurs de c/M et dû , en ne conservant que les 
termes qui peuvent en' produire de non périodiques. 

II développe ensuite les fractions irrationnelles [_ r 1 — 27/ cos (p — p )~h /' 3 ~ ' etc., 
qui entrent dans la valeur de fi, en séries de la forme A'- 4 -B'co»(p — p')-)-C'cos2(p — p')-j-etc.; 
il en pVend les dérivées , en ayant soin de ne différencier A', B', etc. , que par rapport aux 
élémens r et /qui entrent seuls dans leurs valeurs; et puisque ces coefficiens résultent du déve- 
loppement d'une fonction homogène de r et / de la dimension — 1 , ils sont aussi nécessaire- 
ment de pareilles fonctions de ret / de la dimension — 1 ; ainsi, la propriété connue de 
ces sortes de fonctions permet d'éliminer les différentielles prises par rapport à / (***); 



• PO 

(*} En effet, ayant trouée, p. tGS, - =9 sin», ^eudeota, on voit que ces rapport» sont des 

4P / P* Q* f' A* 

quantités très petite* du premier ordre; et comme ou a «Tailleur* T1 = K y n*"” ’• 



on tire de là, en négligeant les quantités du second ordre, et en faisant g = t , û— 

(**) Ainsi il substitue , au lien de -y , par exemple, le développement 

dti . *d»n , . , , , / . « . . «f*II /x* • .t».' x 

*+• - (« cos p — niin/ij+ dpjp (* MCOS r — « 4- «le* 4- 2^dp wn P 4- IN cos p) 

+ 57^: pr ‘ mf/+K co, p)+ tK -; 

et il remarque que lorsque il sera développé en une séiie de cosinus d'angles multiples de p — p‘, 
p — -p", etc. , le* fonctions «te- , ne donneront de terme* non périodiques qu'aotant qu'elle* 

j£l ft» n 

seront multipliée* par de* sinus de p— p — p% etc., oo de leur* multiples, et que » 

77* etc., n’en donneront qu'aotant qu'ci le* seront ru al ti pli ce» par de* cosino* des mêmes angles; 

d'où il snit que ces quantité* sont le* seule» auxqucllrs il faudra avoir égard dans les substitutions. 

(•* # ) En elTcr, dit-il , soit $ une fonction homogène des variables x ,y, t, etc., qui fomicnt pailout la 
même dimension du degré m ; si l’on substitue as, ay t az au lieu dex, j^s, la fonction deviendra a"* ; et si 
Ton fiât a ns I 4- « , 4 éuuil mü aiment petit , il faudra qu’en faisant croître les variable» de «r , */,«*, 
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S t la même chose ayant lieu pour les coediciens des autres séries , on peut ne conserver que 
es différentielles relatives à r. L'auteur indique enfin comment ou parvient aux relations 
qui déterminent tous les coediciens et leurs différentielles par rapport à r, en fonction do 
deux d'entre eux, tels que A' et b', et comment on obtient les valeurs de ces derniers en dé- 
composant le radical en deux facteurs , et en développant ceux-ci en séries , au moyen des 
exponentielles imaginaires ; il donne aussi les formules par lesquelles, connaissant les va- 
leurs des deux premiers coediciens du développement de la puissance s de l'inverse du 
carré de la distance mutuelle, on peut avoir celles qui conviendront à l'exposant s-f- i ; et 
comme les séries qui expriment ces coediciens ne so/it pas très convergentes , lorsqu'on a 
r = ainsi que cela a lieu dans le cas actuel , il prescrit de les calculer d'abord en y sup- 
posant r = — j, d'en déduire les coediciens qui se rapportent à l'exposant — J-f- t ou j, et 
de faire ensuite s = j dans les mêmes formule-*, qui donnent alorsles valeurs cherchéesf*). 

u Jusqu'à présent, dit l'auteuf , nous n'avons mis aux formules des variations sécu- 
» laircs qu'une seule limitation; c’est que l'on puisse négliger les carrés et les produits 
x de plusieurs dimensions des excentricités et des inclinaisons. Cela supposé, nos équa- 
u lions sont entièrement rigoureuses ; et comme elles sont linéaires et ont tous leurs 
n coediciens constans, elles peuvent toujours être intégrées exactement parjes méthodes 
» connues. Mais , dans le cas du système solaire , on peut les simplifier encore beau- 
si coup, en négligeant les termes où les masses des planètes montent au-dessus de la 
n première dimension.... Les équations qui donnent les valeurs de c/M et c/N , ou dx et dy, 
x servent alors à déterminer les variations séculaires des excentricités et des aphélies, 

n comme les précédentes donnent celles des inclinaisons et des noeuds L'analogie des 

n deux systèmes est telle, qu'après avoir trouvé les intégrales de celui-là on aura , sans 
x aucun autre calcul, celles de l'autre, ci^changeant seulement les lettres x , y en s, u, 
x les crochets carrés en crochets ronds ,' etc. n 

Lagrange , après avoir développé cette théorie , fait voir l’accord des formules qu’il a 
trouvées avec celles qui résultent de l'intégration immédiate des équations du mouvement 
en coordonnées polaires. Pour cet effet, il désigne le rayon vecteur par r (t -f- (), la lon- 
gitude vraie par p - f- 4< , l'ordonnée z par r£, et obtient trois équations du second ordre 
en { , et A près les avoir intégrées dans le cas où les forces perturbatrices sont nulles , 

ilsuppose en général , dans les deux premières, fczzF cos ( p—at — «) , 4=/sin (o— «t a) , 

• en marquant d'un , de deux traits, etc. , ce qui se rapporte aux autres planètes. Pour vé- 
rifier ces suppositions et déterminer en même temps les constautes arbitraires , il substitua 
ces valeurs dans les équations relatives à $ et à 4»; et après avoir égalé entre eux les 



la fonction s croisse en même temps de mas i ce qui donne c* iilcmiucnt IVqu.tiou 



x y + ^ s ■+■ etc. = m#i d’où l'on tire dans le cas actnel 



'•JE 

JJ 



JB' ,J»B' JIT J- R' 

= J =-a --r—, et 



JJ 



Jr 






ainsi do mite. 



(*) Il trouve par là en supposant 

V I* — are' cos u 4- J‘ = A + B cos u + etc. , (r* — arJ cos u + =(r,d)+(r, r*)' coeu+etr. : 



A “ r { ,+ G) , ^ + G ?) , 7r+« ,c }’ B =-»'•{; 7 -ï s - ? 

- A - ■ (c.O’=- 



— r'»)* 



3D 

(r.— r'.;* 



a5 



[/intégration 
immédiate don- 
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termes constat» , et développé les produits des sinus et cosiuus, il égale i zéro, dansai 
première, la somme des coefliciens de cos (p — al — « ), dans la seconde celle des 
cocflïciens de sin(/> — al — •), et retrouve par là, toutes réductions faites , les mêmes 
équations de condition entre les coefliciens et les multiples qui avaient servi à les dé- 
terminer dans l'autre méthode. L’application du même procédé à l'équation en Ç, lui 
donne un Semblable résultat, u Cette manière de résoudre le problème des variations 
» séculaires est, dit-il, plus courte et plus ÿcile que celle que nous avons suivie ; mais 
si d'un autre côté elle ne parait pas tout-i-fait si lumineuse ni si directe-, d'ailleurs ell« 
»> demande qu'on connaisse déjà la Corme générale des intégrales ; et si on voulait cher- 
r cher directement cette forme , ainsi que nous l'avons fait dans le chapitre 4 des 
t Recherches sy les satellites de Jupiter, ou retomberait dans une analyse plus ou moins 
n longue et compliquée, n 

Mémoire de Nous passons à la seconde partie de la théorie des variations séculaires , où Lagrange 

«; 8 a. i" «ci. fait nue application détaillée de ses formules à chacune de» planètes principales, en renré- 
Fortnnln diffi - , , , . , , . . 1 

irntirllrailis»- sentant par les memes lettres, sans trait ou marquées d un, deux, trois, quatre et cinqtraits , 

r « * 'd eVh acme" t l uant >tés qui se rapportent à Saturne , Jupiter , Mars , la Terre , Vénus et Mercure, 
des pl. mile» Les données astronomiques dont il a besoin sont, 1 °. les distances moyennes des pla- 
pnucipales. „étes au Soleil ; 9 °. les rapports des masses des planètes à celle du Soleil ; 3*. les excen- 
tricités et les inclinaisons des orbites , ainsi que les lieux des aphélies et des noeuds , 
pour une époque donnée. Les données de la première et de la seconde espèce entrent 
dans les équations différentielles mêmes , et sont par conséquent la base de tout le calcul ; 
les autres ne sont nécessaires que pour déterminer les constantes arbitraires des inté- 
tégralea , et ce n'est qu’après l'intégration qu'on en a besoin. L’auteur prend, dans les 
Tables de Uallcy , les premières et les dernières , qui sont les seules sur l'exactitude 
desquelles on puisse compter jusqu’à un certain point; et quant aux masses des pla- 
nètes ,*il entre dans une discussion étendue sur leurs valeurs , dans le bat de déterminer de 
nouveau celles qui sont connues d’après les élémens qui paraissent les plus sûn, et d'en 
conclure les autres par analogie. 

. « On sait , dit-il , par les théorèmes de Newton , que la force attractive absolue d’un 

n corps autour duquel un antre corps décrit une ellipse quelconque , est eu raison 
si directe du cube de la distance moyenne et inverse du carré du temps périodique , 
» et cette proposition est vraie aussi lorsqu'on a égard aux variations séculaires des 
» élémens. Or, les forces attractives absolues étant, proportionnelles aux «nasses on 
a quantités de matière , on tire facilement de là l’expression du rapport de la masse P 
n d'une planète principale à celle du Soleil S , et celle de la densité D de la pla- 
> nète (*). n Ces formules lui montrent que les densités de la Terre , de Jupiter et de 



(•) En effet, «oit r la distance moyenne de la planète an Soleil et t ton temps périodique; toit, de 
plus, f la distance moyenne d'un satellite de la même planète à celle-ci , et A ion temps périodique , on aura 

s-S; — £• ~ 5-0)’(i)-, 

et puisque les volume» de» spbèrts sont comme le» cube* de* rayons, en nommant J le demi-diamètre del* 

planète : ci* sera proportionnel an volume de la planète P, et D *era proportionnelle À Ç £7* 

Dan* le eu* où P *c*l U Terre. il fait - = et lire de U, T* = r-. - r' , en fai«aofcS~i; 

’ r un èy J 3<*530i 
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Saturne sont comme les nombres i , o,ao i B5 et o, 1 1 a 1 5 ; et comme ces nombres sont à 
peu près en raison inverse des distances moyennes (la différence étant moindre qu’un 
vingtième de la densité pour Jupiter , et étant environ d'un quinzième pour Saturne ), il 
regarde cette loi comme la plus plausible , tant par sa simplicité que par son accord avec 
les densités connues, et il l'adopte aussi pour Mars , Vénus et Mercure, ce qui, avec les 
diamètres observés , lui donne les masses de cos planètes exprimées en parties de celles 
du Soleil. Mais comme dans les équations différentielles , dont ces quantités doivent être 
les coefliciens , la variable < est l'angle du mouvement moyen de la Terre autour du 
Soleil, et qu'il est plus commode d’exprimer le temps en années Juliennes de 365 jours 
6 heures, il change I en ml, ce qui revient I multiplier les masses par l'angle a, que la Terro 
ou le Soleil parcourt, relativement aux étoiles fixes, dans une année Julienne', et comme 
ces valeurs pourraient encore avoir besoin de quelque correction , il les multiplie aussi 
par des coefficient indéterminés m , m', etc. , et obtient ensuite les valeurs numériques 
de tous les coelficiens marqués par des crochets , qui entrent dans les vingt-quatre équa- 
tions linéaires du premier ordre que l'on a dans le cas dont il /agit -, équations séparées 
en deux systèmes indépendans , dont l'un donne les variations des aphélies et des 
excentricités des six planètes , et l’autre celles de leurs nœuds et do leurs inclinaisons. 

11 fait voir ensuite comment ces formules, où l'on suppose les orbites rapportées à une 
écliptique fixe, peuvent servir i déterminer directement , selon l’usage des astronomes , 
la position de ces orbites par rapport au vrai plan de l'écliptique, au moyen des rela- 
tions (a) et (6) auxquelles nous sommes parvenus page too. 

Les formules précédentes donnent immédiatement les valeurs des variations annuelles **S ,e,,on ' 
des élémens , puisque ces variations étant très petites , il est permis de les supposer égalés midi™ d» «U- 
aux rapports de leur» différentielles à celle du temps ; on peut même regarder ces varia- m “*' 
dons comme constantes pendaht un ou deux siècles. Lagrange les détermine pour le 
commencement du t8* siècle, en exécutant en entier les calculs laborieux qui sc rap- 
portent à cette application ; il fait ensuite m = t -f-/* . m' = i-+V, etc.; et, comparant 
les valeurs qn'il vient d'obtenir par la théorie avec celles qui résultent des observations 
bien discutées , il en conclut les petites corrections n , fi, etc. , qu'il faut faire aux masses 
pour que les valeurs s’accordent entre elles. Il propose cependant de s'en rapporter uni- 
quement à celles que donne la théorie, d'après les valeurs les plus probables des masses, 
à l'égard des mouvemens des aphélies et des nœuds , sur lesquels les observations laissent 
encore trop d'incertitude. 

L'auteur passe ensuite à l'intégration complète des équations différentielles qui ren- S«xion. 
ferment la loi des variations séculaires , afin de déterminer la période de ces variations , i al* m'eonï "tr- 
ieurs limites et la valeur des élémens au bout d'uil temps quelconque. 11 commence 1,0 c< '* 
par se lirrer, sur la forme des intégrales et la nature des variations qui en résultent , tsiup» unkCni. 
à quelques considérations générales qu'il avait déjà en partie présentées dans son Mémoire 
de 1774 , et qu’il étend en outre aux variations de l'aphélio et de l'excentricité. Il 
s'occupe ensuite de l'intégration des huit équations relatives à Saturne et à* Jupiter, 



U obtient de aétne T' 1 



lotio , ii)5 * 

T" = 



3J58.4 



, et conclut de b loi de* densités , 



U-itJoOa ' 



T'* = 



»;87T7' 



T» = 



aosSSio 



Mémoire de 
i*K'{. Foi mules 

p< lu-rale» des Ta- 
ri nions perto* 
«li'juri dit tk’- 
mc a». 
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et il constate par là, que les plus grandes et les plus petites excentricités et inclinaisons delà 
première, répondent aux plus petites et aux plus grandes de la seconde; que ces élémene 
demeurent toujours très petits, et que leurs variations ne consistent que dans des espèces 
d’oscillations. Il fait voir aussi que les coefficiens de t , sous les signes de sinus et de co- 
sinus, sont nécessairement toujours réels, quelques valeurs qu’on donne aux masses de ces 
deux planètes , puisqu'on augmentant ou diminuant ces masses , on ne fait qu'augmenter 
ou diminuer proportionnellement les coefficiens, sans en changer les signes. 11 en conclut 
que le système de Saturne et de Jupiter, en tant qu’on le regarde comme indépendant 
des autres corps , est de lui-même dans un état stable et permanent. 

Lagrange considère ensuite , comme il l'avairtait en 1774 , l'action mutuelle et simul- 
tanée dejifars, la Terre, Vénus et Mercure, qui, à cause de l'éloignement des deux 
autres planètes, lui paraissent constituer aussi un groupe à part. L’intégration des huit 
équations de chaque système le conduit à une autre équation du quatrième degré , pour 
déterminer le multiple c ; équation qu'il réduit au troisième degré, après avoir fait dis- 
paraître son second terme , et qu'il résout ensuite par les tables trigonométriques, en la 
ramenant à la trisectiq^de l'angle , ce qui permet de pousser l'approximation aussi loin 
qu’on veut. Il voit par là que les racines de cette équation sont toutes réelles, et que les 
expressions des variables ne sauraient contenir d’arcs de cercles, u Comme les racines 
» que nous venons de trouver, dit-il page a 65 , dépendent des valeurs supposées aux 
n masses des planètes , on pourrait douter si en changeant ces valeurs on ne tombe- 
n rait pas dans des racines égales ou imaginaires. Il est vrai que dans le cas présent , 
n les racines trouvées sont trop différentes entre elles pour qu'un petit changement 
» dans les niasses puisse produire cet effet; mais, pour lever tout- à -fait ce doute, il 
n faudrait pouvoir démontrer que , quelles que soient les valeurs des masses, pourvu 
n seulement qu'elles soient positives , les racines de l’équation dont il s’agit sont toujours 
n nécessairement réelles et inégales , et il ne paraît pas impossible de parvenir , par 
>1 quelqu'artifice particulier, à résoudre cette question d'une manière générale, n Nous 
verrons bientôt M. Laplace réaliser cette conjecture avec un grand succès. Lagrange 
ajoute que , quoiqu’on puisse avoir des expressions générales et directes des quatre 
élémens, il serait fort difficile , peut-être même impossible, de déterminer exactement 
leurs valeurs moyennes, leurs maiima et minima et les périodes de leurs variations, 
comme il l'a fait pour Saturne et Jupiter; mais que l’on peut du moins , relativement 
aux excentricités et aux inclinaisons, fixer des limites au-delà desquelles il sera impos- 
sible qu’elles puissent croître , et qui sont données par la somme des coefficiens de tous 
les sinus ou cosinus, pris chacun positivement. La petitesse de ces valeurs extrêmes justifie 
la supposition d’où l’on est parti sur ces élémens, pour simplifier les équations, et 
permet, sous ce rapport, de prononcer que la constitution du système solaire est inal- 
térable. L'auteur s'attache particulièrement à la détermination du déplacement de 
l’écliptique, et il prouve que la longueur de l'année ne peut varier par l'effet du mou- 
vernent des équinoxes en longitude , que d'une quantité moindre que 3 " 40". 

Après avoir très rapidement passé en revue les deux Mémoires précédens , dont le 
premier a 78 et le second 104 pages, nous arrivons A celui de 1783, qui, n'ayant 
que 3o pages, est peut-être, sous le rapport analytique, le plus intéressant de tous, 
comme contenant ht premier et l'unique essai qu'on ait er.coi e fait dans la théorie des 
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planètes , pour calculer les variations périodiques de chaque élément en particulier, 
n Plusieurs géomètres , dit-il , se «ont déjà occupés de cette classe d'inégalités ; mais 
n leurs travaux se trouvent épars dans divers ouvrages , et les résultats de ces travaux 
v dépendent de méthodes et de données différentes ; d'ailleurs on n'y a point tenu compte 
yi de l'efFet de* variations séculaires, et quoique cet effet ne puisse être que très petit, 
r> la rigueur ne permet pas de le négliger, sans a\ oir auparavant démontré qu'il n'en sau- 
rs rail résulter que des altérations insensibles dans le mouvement des planètes. 

» L'analyse par laquelle nous avons déterminé les variations séculaires , donne aussi 
s> directement les variations périodiques ; car nous avons commencé par réduire tout l’effet 
« des perturbations à la variation des élémens des orbites ; nous avons ensuite séparé ce 
n qui, dans ces variations, n’était que périodique, de ce qui était indépendant des lieuxdes 
r> planètes. 11 ne s'agit donc que d’avoir égard à la partie périodique des variations do 
*> ces mêmes élémens, et de tenir compte des termes négligés dans le premier calcul, 
n pour avoir leurs variations totales dues à l'attraction mutuelle des planètes; et en 
n employant les élémens corrigés par ces variations, on pourra calculer, pour chaquo 
n instant, les lieux des planètes par les règles ordinaires. 

n A la vérité, comme les variations périodiques demeurent toujours très petites , et 
>1 n'ont pour ainsi dire qu'un effet passager et alternatif, il est peu important pour l'As- 
n Ironomie de connaître en particulier les altérations qui en résultent dans chacun des 
n élémens des orbites , et il suffit d'avoir l'effet total de ces variations sur les lieux des 
st planètes ... Mais après avoir détermin^par nos formules générales la partie périodique 
st des variations des élémens , rien ne sera plus facile que d'en conclure les inégalités 
n du rayon vecteur de la longitude et de la latitude. 11 est vrai qu'on peut calculer ces 
st inégalités d'une manière plus simple , en les déduisant immédiatement des équations 
st différentielles de l'orbite ; mais cette méthode a , d’un autre côté , l’inconvénient de 
st ne donner les variations séculaires qu’ indirectement et par des réductions particu- 
it lières; et ne doit-il pas être plus satisfaisant de trouver toutes les inégalités du 
Tt mouvement des planètes par une même analyse, et par des procédés directs et uni- * 



si formes 7 11 

Lagrange commence par faire un changement dans la manière dont il a déterminé 
l'anomalie vraie q parla moyenne p dans l'ellipse variable, afih de rendre les formules 
plus simples et plus exactes, sans que cela influe d’ailleurs en rien sur les résultats 
trouvés pour les équations séculaires. Pour cet effet, il laisse le premier membre de 
l'intégrale, qui est une fonction de q , composée de plusieurs termes multipliés par des 
coefficiens qui sont des fonctions des élémens , sous la forme qu’il aurait si ces élémens 
étaient constans ; et il applique à la valeur de p , qui constitue le second membre , les 
corrections résultant de la variabilité des mêmes élémens. Il désigne par Z la somme 
Je ces corrections (* ); Z devient alors la variation du mouvement moyeu due aux forces 
perturbatrices : variation indépendante du grand axe de l'ellipse, et qu'on pourra rap- 
porter à l'époque du moyen mouvement , laquelle , dans les orbites invariables , contient 
la sixième constante arbitraire des intégrales , et par conséquent le sixième élément du 



Variation 

l'époque. 



de 



(•) Aioai, an lieu de faire uaagc de lVqualion q — ( C) coa q ■+■ (y) aie q — etc. = p , où (C), 
(y), etc. aont rariubiea, il emploie celle-ci: q — C coa q -f* y cinq — etc. = p -t* X , en regardant 
C, y, etc. connue clasicotutMadana le premier mcmijrc, et eu tuppoaant di sa — cea?JC-t-aiB</<fy— et». 
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mouvement elliptique. Pour avoir la formule de cette variation, l'auteur substitue dan» 
l’expression de dx les valeurs des variables qui -y entrent et qu'il avait déterminée» 
dans son ptemier Mémoire , .de manière à la réduire à une suite de différentielles par- 
tielles de Q par rapport à r , q , etc. , multipliées par ces memes élemens et par le» 
lettres M, N, etc., en se bornant à leurs première» dimensions (*). 11 désigne par p, la • 
valeur nfnvcnne de l'angle p + 2, c'est-à-dire la partie indépendaute des sinus et cosinus 
et proportionnelle au temps ; par r, le demi-grand axe de l’ellipse invariable dans lequel 
le moyen mouvement serait p , ; et, reprenant* les valeurs de q et r en fonction de p 
et des sut. et cos. de p , pour les substituer dans la valeur de dx , il remplace , dans les 
termes dus aux forces perturbatrices, p + X par p,, et le demi-grand axe par r,; ce qui 
revient à négliger le carré de ces forces. 11 remarque alors que si I on réduit en série les 
radicaux qui entrent dans l’expression de C , qu'on la substitue ensuite dans dx, et qu'on 
intègre , on n'aura jamais , en fait de quantités non périodiques , que des termes qui , 
étant joints à un terme semblable provenant de la valeur de p, se réduiront au terme 
unique p , , et cela tant qu’on n'a égard qu'aux premières dimensions des excentricités et 
des inclinaisons. L'auteur néglige, dans l'expression de dX , les termes dus aux excen- 
tricités ; il substitue dans ceux en cos {p, —p ') , cos (p, — p" ), etc. , au lieu de dp, son 
expression en fonction de dp;—dp',, ou de dp,— dp" , etc., donnée par le rapport 
des moyens mouvement ; et l'équation lui donne alors, en l'intégrant , la valeur cherchée 
de X. 11 observe que si l'on voulait aussi tenir compte des excentricités , il faudrait subs- ^ 
tituer les valeurs de x,y, x', etc., déterminées .dans la théorie des variations séculaires, ce 
qui ne donnerait que des termes en sinus et cosinus d'angles proportionnels à t ou p, et par 
conséquent tous intégrables ; mais que, pour simplifier le calcul , on pourrait regarder les 
quantités r, y, etc. comme constantes , puisque leurs différentielles étant du premier ordre 
des forces perturbatrices, se trouveraient aussi multipliées par <2, qui estdu même ordre. 

Il fait voir qu’à cause de la petitesse des termes dont il s'agit , il suffirait d'avoir égard à 
ceux qui , contenant des sin. ou cos. d'angles dont la variation est très petite vis-à-vis 
- celle de l’angle p ,, peuvent augmenter beaucoup par l'intégration, à cause du carré du 
multiple qu’ils acquièrent en diviseur ; et que ce n'est que par les rapports connus des 
moyens mouvemens des planètes, qu'on peut juger, dans chaque cas, de la valeur du 
rapport des variations. ■ 

Grand »xe et I -a grange considère ensuite les variations périodiques du demi-grand axe r, qui sont 

ïücnf 11 lnouvo ’ exprimées en fonction de la dilfércntielje partielle de a , relativement aux seules va- 
riables de la planète tronblée. 11 développe son expression , qui devient rigoureusement 
intégrable quand on néglige les excentricités , puisqu’elle se réduit^plors à la différentielle 
de a par rapport à p, seulement ; il développe son intégrale en série suivant les cosinus 
d® p, — p/, p, — p," , etc. ; et comme la troisième loi de Kepler établit un rapport entre 
les grands axes et les moyens mouvemens , il obtient à la fois les expressions des quan- 



(•) 11 obtient dj = ar* A/ •+■ a ^ dr+ 3r ^ ( N sin q — M cos 7 ) dq etc. , et il en tire apri» 



le développement et limitation , en faisant Jr,* — ir/-' cat(p , — p/)+r/*) ‘ — [ r ,. r /j'4-L'V,r/J ,co» {pj-pf) 

„ *— ** ( t - c + «■) r.-^r ( ^è:~ ~ ,t 0 ,i0 (r,-pn+ «c. , 
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tités f et <r, qui exprimant la partie périodique des variations du grand axe et du moyen 
mouvement (♦). 

Il passe de là à la recherche de celles des excentricités et des aphélies , et reprend , pour Ei«oirickd 
cet effet , les formules qui donnent les variations des quantités M et N ou x et y. Si on 1 11 e ’ 

y substitue la valeur de O en série, de même que celles de q et de r, en fonction de />, 
et de r, , et qu’on développe les divers produits de sinus et de cosinus, on aura des 
termes proportionnels à sin p, et cos p t , lesquels , étant ensuite multipliés par sin p, 
et cos P,, donneront dans les valeurs de dx et dy des termes sans sinus ni cosinus ; cc 
sont ceux auxquels on s'est borné dans la théorie des variations séculaires. Maintenant 
il faut aussi tenir compte des autres tenues qui restent affectés des sinus ou cosinus des 
multiples de p , , p', etc. ; leur introduction ne change pas la nature des équations qui 
déterminent x et y, et y fait naître seulement des seconds membres composés do 
termes tous périodiques, que l'auteur désigne par (X) et (Y), u Comme dans les pre- 
n miers membres de ces équations, dit-il , les variables sont linéaires, et que les Seconds 
n membres peuvent être regardés comme des fonctions connues de la variable t , l'inté- 
n gration est toujours possible par les méthodes connues. Dans la théorie précédente , 
n nous avons donné les intégrales complètes pour le cas où les seconds membres seraient 
n nuis ; et ces mêmes intégrales, en y faisant vàrier les constantes arbitraires, donne- 
n ront celles des équations dont il s'agit (**). » I.agrange suppose ensuite qu'on fasse 
abstraction des excentricités , et intègre alors sans difficulté les équations qui donnent les 
parties périodiques des valeurs de x et dey. 11 ne lui reste plus maintenant qu'à déterminer 
les légalités des nœuds et des inclinaisons ,*au moyen des valeurs de ds et du, qui sont 
données en fonctions de P, Q , R , et de leurs différentielles dont on a déjà les expressions éiend u in- 
générales. Il commence par réduire les équations qui donnent ds et du, à une forme ' 



(*) En effet , soient lAjonn p, et r, les parties constantes de p et de r , lYqnation d i = a ( do) donna . . 

~ = J — J /(dn; ; et de l»en faisant r =r, -f- s, et en négligeant f" , p = — sr,’/( dtl ). 

On a alors dp = * = ^ , et en intégrant , p = p, -, f, dl = Pi + Irjdp , f(dti ) ; d’ois 

r" r / a r/ • ar , 1 

l'on tire, en faisant p 4 - Z = p, 4 - w, » =3 -f- 3 rJdp t f{dQ), et il faudra ; que dans ceue «pression il (Tenu* 
aucun ici me proportionnel 4 

„ , dp,— dp! dp — dp" 

Si Ion suppose ensuite dp, = — ^ = — r jp — - = etc., on aura 

-, . T* /* r eos (p. — pf) % t \ , 

Hdn)--, ( -u + w . + *. 

X «tant une constante arbitraire qu'on déterminera en égalant 4 térola somme des codficiens de p, dans U 
valeur de n. 

(**) Ces équations étant 

“g* — [( 0 , 1 ) 4 * etc.]/ 4-C°»i]y + «c. = ^ + [(<>»» )-f* etc.] x — [ 0 , 1 ]*' — «c. = 

r 1 r* • 

Soient C et 4 les parties périodicpies de x et de /, on aura, en se bornant 4 ces parties, et en négligeant les 

carrés des forces perturbatrices , ~ ^ , d’où l’on tire £ a / ( X ) dp , , 4 = / (Y) dp, y 

r~ r* 

valeurs qui se réduisent 4 la f arme £ = E sin p, — 4* cos />,, 4 — E cos p 4 * ¥ sin p , , en désignant par Y et X 
de» suites de sin. cl de cos. des multiples de p, — p/ r p, —p/ t etc. 



Digitized by Google 



» • aoo SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

pim simple et plus générale, à quelques égards; il y fait ensuite les mêmes substitutions 
que dans le cas précédent, en négligeant les quantités du second ordre, et en dévelop- 
pant les produits des sinus et cosinus (*) ; et comme l'analyse dont il fait usage est 
indépendante de la condition rfïl — c , qu'il avait employée d'abord, il s'ensuit que les 
équations dont il s'agit auraient également lieu quand même le grand axe de l’orbite 
serait sujet à des variations séculaires ; et qu'ainsi la théorie des nœuds et des inclinaisons 
des orbites planétaires subsiste indépendamment de l'inaltérabilité des distances moyennes. 
Les expressions de» variations périodiques auxquelles il parvient, ont une forme tout-à- 
fait analogue à celle des formules qui se rapportent aux deux élémens précédons , si ce 
n'est qu'elles sont nullcs lorsqu’on fait abstraction, dans l'effet des forces perturbatrices, 
des inclinaisons des orbites. Connaissant la longitude du noeud », dans le plan de pro- 
jection, sa longitude dans l'orbite sera donnée par la formule f co sid» , i étant l'angle 
•-.d'inclinaison; car il est évident que tandis que le r.oeud avance de l'angle J» dans 
le plan de projection , il n’avance dans le plan de l'orbite que de l'angle cos id » , qui est 
le côté adjacent à l'angle i, dans le triangle rectangle dont dm est l’hypothénuse. 

Coordonnées Lagrange indique enCn comment, lorsqu’on connait les altérations que les élémens 
polaires. doivent su bir par l’elTet des variations périodiques , on peut déterminer celles qui en 
résultent dans la distance accourcie r, la longitude vraie q , et la tangente l de la lati- 
tude , en substituant dans leurs expressions, calculées pour une ellipse invariable, les 
valeurs des élémens augmentées des corrections dues aux forces perturbatrices (**); et 
il exécute ces opérations dans le cas où l'ou néglige les excentricités et les inclinaisons 
des orbites, ce qui rend nulle la •orrcction eje la latitude, 
s* Mcmoire d» Avant de passer à l'application que Lagrange a faite de toutes ces formules à clique 
ti^ 1 ' Korniîdcs plsnôtc , nous devons dire un mot du mémoire sur les variations séculaires des moyens 
jicocralr» pour mnuvemens des planiles, qui se trouve à la suite du précédent , et dans lequel l'auteur 
. "ulVür'il” ** reprend la recherche de l'expression de ds , en faisant d'abord abstraction de l'inclinaison 
vouent la ° U " *^ e l' or ^ ltc i ct en poussant le calcul jusqu'aux secondes dimensions de 51 , N , 51', N' ou 
x,y,x',ÿ. Il représente par r ( i +«) , p +C, d ( t -f- •' ) , p' ■+■ C les valeurs des 
rayons vecteurs p , p' et des longitudes vraies q, q' des planètes troublée et troublante; 
il change alors dans Q, p , p' en r, / ; q, q, en p, p', et y fait croître ensuite r de r» , 
r' de rV, p de C, p' de C , en poussant la série de Taylor jusqu'aux secondes dimen- 

(*) Soit Z = T' (4;— — (' — »')i'] + «c.;onauri</s = Zy^ , du = Zx ^ ; 

•i Ton désigne par (S) et (V)lcs termes en tint» et cosinus de 1 a râleur de r* Z sin p, , r/ Zcnt/),, les équa- 
tions deviendront — -f- ( 0,0 ( “ — **' )“♦* elc * * — ( 0,1 ) (s — s' )— etc. s = (Vi 

, et se réduiront 

^ r* 

à y= f(V) dp é , en représentant par r et 1 » les parties périodiques des valeurs de » et deu. 

(**) Eu effet, «oient toujours, p, f , 4 , r, » et r les corrcrtions des élémens r /( x, t y t% i /t u , t et de la 
longitude moyenne p,\ e elles de la longitude, du rayon vecteur et de Li tangente de la latitude seront, en 
négligeant les carrés de f , £, etc., 



àq dq *dq dq dq dr _^dr 



tii 



j — *» -r- — r "T - —, — t ~r —, — w-r -, — » , -7— w *r — È -f- etc. , — w -f- CtC. ; 

dp, dr/ dy, ds, du, dp, dx, % dp t 

et les deux premières «e réduisent , quand an néglige les excentricités et les inclinaisons, 5 

w + cos p, — *4 sin p, =: tr — ït , ct & f -f r, (( sin /»,+4 cos/»,) -f r # E, 
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CHAPITRE CINQUIÈME. aol 

«ions de «, C, m, C. Il tire de là les valeurs des différentielles partielles de Ci , par rap- 
port à f et àq, transformées de la même manière, et les substitue dans dz , en ne cou- 
servant, parmi leurs multiplicateurs , que les termes de la forme de ceux qui entrent dans 
les expressions de ces différentielles , lorsqu’on y développe la fraction irrationnelle ; il 
obtient par là une expression qui ne contient plus de sinus et de cosinus des multiples 
de p, p', etc., mais qui est affectée des carrés et des produits de x , y , x', y' (*). Lors- 
qu'on y met pour ces variables leurs valeurs A sin (at -f- «)„+ B siji (it + C) + etc. , 
A cos (ai •+• «) -f- etc. , données par la théorie des variations séculaires , et contenant 
autant de tenues qu’il y a do planâtes qui agissent les unes sur les autres , cette formule 
donne pour £ une valeur composée de deux sortes de termes : les uns sont proportionnels 
à p, et se confondent avec le moyen mouvement; les autres, proportionnels aux sinus 
des angles (a — b) t- f-« — C, (a— -c)t+« — y, etc. , ontdes coefliciens beaucoup plus 
grands que ceux des cosinus correspondans dans JCéqoation différentielle , parce que l'in- 
tégration les a augmentés dans la raison de a— — c, etc. à 1. Ces tenues donnent 
donc de véritables équations séculaires dans le mouvement moyen de la planète, et 
il ne s'agit plus que de voir si elles sont assez sensibles pour être appréciées parles ob- 
servations. 

L’auteur examine aussi ce qui peut résulter de l'inclinaison mutuelle des orbites , et 
sur-tout de la variation de cette inclinaison, en considérant immédiatement l'orbite réelle 
de la planète, et en cherchant la variation du mouvement moyen d'après celles des 
élémens de cette orbite. Il indique à cette occasion une nouvelle méthode pour déter- 
miner les variations de ces élémens, et ne trouve qu’un seul terme, provenant de l'incli- 
naison, à ajouter à la valeur de dz déjà déterminée. 11 applique ensuite cette formule à la 
recherche de la variation du mouvement moyen de Saturne produite par l'action de 
Jupiter , et trouve par là un terme donnant une équation séculaire dont la période est 
de 70414 ans, mais dont la quantité est presqu’insensible ; il en est de même de celle 
de Jupiter produite par l’action de Saturne ; et quoique , par une erreur de calcul numé- 
rique assez singulière , sur laquelle nous reviendrons peut-être par la suite , Lagrango 
ait trouvé ces quantités bien plus petites qu'elles ne le sont en effet ,. les inégalités qui 
en résultent seront fort long-temps inappréciables par les observations. . 

Il ne nous reste plus à parler que de la seconde partie de la théorie des variations pé- 
riodiques, qui date de l'année même où M. I-aplacc publia sa Théorie du mouvement el- 
liptique et de la figure des planètes , et dans laquelle Lagrange traduit ses formules en 
nombres pour chacune des planètes principales, u Un défaut commun à toutes les mé- 
n thodes déjà suivies, dit-il, est de donner, dès la seconde approximation, une expression 
u inexacte du rayon vecteur , en y introduisant des termes proportionnels au temps , qui 
* ne doivent point s’y trouver sous cette forme ; et parmi les différens moyens qu'on a 
» employés pour se débarrasser de ces sortes de termes , et les faire servir à la détermi- 
» nation des variations séculaires, les uns sont ou trop compliqués ou trop indirects, et 



s» rt 3 « ice- 
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(*) Celle équation est 
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100 SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

v les autres ne sont pas assez rigoureux.... Nous commencerons parcalculer , à l'aide de» 
« formules qui donnent les corrections delà longitude et du rayon vecteur, les variation» 
n périodiques qui dépendent uniquement de la distance ou commutation des planètes 
» entre elles , et qui auraient lieu également si leurs orbites étaient sans excentricité et 
n sans inclinaison. Nous pourrons même négliger entièrement les corrections du rayon 
r> vecteur, comme inutiles pour les applications astronomiques, tant à cause de leur 
r> petitesse, que parce que les observations immédiates des longitudes sont les seules dont 
» on fasse usage , et sur lesquelles on puisse compter. Nous passerons ensuite à la déter- 
n mination des autres variations qui dépendent tout-à-la-fois des distance» des planètes et 

r de leurs excentricités et inclinaisons n L'auteur n’a exécuté que la première partie 

de ces calculs. Chacune des six sections qui composent son Mémoire est consacrée à la 
détermination des variations périodiques de l'une des six planète» principales, depuis 
Saturne jusqu'à Mercure , dépendante* de ses distances hélioccntriques aux autres pla- 
nètes ; et Lagrange y calcule les tentés qui sont affectés de» cosinus des huit premiers 
multiples de ccs distances. 

Ce travail, utile pour l'Astronomie pratique, est intéressant anssi pour la théorie, soit 
parce qu'il fait voir la convergence des séries qui expriment les inégalités, soit par la com- 
paraison que l'auteur y donne de ses résultats avec ceux obtenus par les autres géomètres, 
dans leurs recherches sur le même sujet. Ainsi Lagrange vérifie que les calculs d'Euler, 
Clairaut et Lalande, sur les théories de la Terre et de Mars, s'accordent assez bien avec les 
siens , lorsqu'on les corrige de l'erreur commise par les premiers dans l'évaluation de la 
parallaxe du Soleil. Il obtient un terme sensible, de plus que Lalande, dans la formule 
qui exprime l'action de Mars sur Vénus. Il trouve ± 33 " pour le maximum de la cor- 
rection de la longitude de Saturne , qui provient de l’action de Jupiter , tandis qu'Eulrr 
trouvait pour le coefficient de cette inégalité , 4“ dans sa première pièce, et — ta* dans 
la seconde. 11 obtient un plus grand accord pour les inégalités du mouvement de Jupiter, 
en ayant égard à la différence de la valeur de la masse de Saturne , et il calcule les 
inégalités qui pn résultent dans les éclipses des satellites de Jupiter; enGn , quant à 
Mercure, il trouve les corrections trop petites pour qu’on pût y avoir égard dans l’état 
d'imperfection où étaient encore les tables de cette planète. 



CHAPITRE VI. 

Travaux remarquables sur la Théorie des Planètes , qui datent des dernières 

années du 1 8* siècle. 

Avant de nous occuper de la grande découverte qui fait le sujet principal de ce 
chapitre, nous devons dire un mot de la méthode ingénieuse et indépendante de toute 
hypothèse , par laquelle M. Laplace est parvenu, dans les Mém. de Paris , pour 1784 , a 
établir d'une manière générale , qu’en vertu de l'action mutuelle des planètes, les excen- 
tricités et les inclinaisons de leurs orbites sont toujours peu considérables. 

Il reprend, pour cet effet, le principe du chevalier d’Arcy; il l'applique aux aire* 



CHAPITRE SIXIÈME. > ao3 

décrites sur les trois plans coordonnées par les projections des rayons vecteurs de chaque Helaiion» m- 
planète, et en conclut trois équations auxquelles leurs élémens doivent satisfaire après J, r ,^ , oTiv.” e " * 
un temps quelconque (*); les deux dernières lui donnent, en sa bornant au second que U-m* vans- 
ordre, deux relations très simples entre les variables dont nous avons vu l'introduction , Ic ùin. 
dans l'intégration des équations séculaires relatives aux noeuds et aux inclinaisons. La 
première équation est la même que celle que l'auteur avait déjà obtenue en 1773 ; il la 
développe .en négligeant les quatrièmes dimensions des excentrici és et des inclinaisons ; 
et comme les moyennes distances des planètes au Soleil n'éprouvent, par leur action 
mutuelle , aucune variation séculaire , la partie où ces distances entrent seules rc‘te 
constante , et peut être comprise dans le second membre de l'équation. Les autres termes 
forment deux groupes distincts , l'un contenant les carrés des excentricités , l'autre les 
carrés des inclinaisons -, et comme ces variables sont données par des équations indé- 
pendantes les unes des autres , en sorte que les formules qui déterminent les excentricités 
sont les mêmes que si les inclinaisons étaient nulleg, on voit que chaque groupe doit 
satisfaire séparément à l'équation dont il s’agit*, ce qui fournit deux relations , l'une qni 
exprime que la somme des produits dercarrés des excentricités de chaque planète , par sa 
masse etparla racine carrée de sa moyenne distance, est une quantité constante; l'autre, 
qui établit le même rapport pour les inclinaisons. Or, les planètes étant supposées cir- 
culer dans le même sens , tous les termes des premiers membres de ces équations sont 
positifs , et par conséquent chacun d'eux est moindre que la constante des seconda 
membres. Il suffit donc qu’à une époque quelconque les excentricités et les inclinaisons 
se soient trouvées très petites , et que leurs valeurs , à cette époque , aient servi à 



(*) En effet, soient a et ae le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite dune planète dont la tna^e est 

m , fl la tangente de son inclinaison b an pian des xy' , I l'ongle de la ligne des nreuds avec l'axe drs x j 

eaiiu désignons par b , b', b " les angles du plan de l'orbite a roc iea (rois pLos des coordonner* , nous au* 

roascos ; et la considération des deux triangles aa’x , aa m f de la figure ifi, donnera aussi 

ens h' = sin b cos I =a — - c . °* - — , coi b" = sin b sin 1 =s — ^ *‘ n ^ . 

V « ■+• V' I *+* •* 

Si l'on représente par les mêmes lettres, accentuée», les variables relatives aux autres planètes, et que !'«>• 
fosse d sin 1=3 p, 6 cos ! = </, etc. , le principe des airp» rapporte page iG3, fournira le» train conations 



4 /<i( i — e») . 4 /a* { i -—T») -, - /n (i — c‘) . /./{ 

■ V TTé + " V — »~ + " c ' =c ’ ”** V ~hrf h mq \ — 



■ »> ^ * V ,+V 

, /a< l— c«) , , , /a*ji-e , -7 , . .. /«'(l-Wj 

mp V ~ +tr +m p V T+»'.- +m p V -7+FT+' 1 '- 

Les deux dernières donnent, en négligeant pe», pfl», qc*, etc.. 



=C', 

=c\ 



qm\/â + q'm'{/a' + q"m" y m* etc. = const. , pm \/o -f- p m! ÿa' +p*m" ÿâ” + etc. =£. const. 
La première devient , en négligeant les e<, e*0\ etc. , 

ni ÿü+m'ÿïi'-hnt , 'Va‘'+eic.— ^«(«*+1»)— — etc.ssC, 

et se décompose en ccs trois équations : a -f* ni ÿa' -+■ ni" \/ a* -f* etc. =: const. 

e*nt \''a + e'*tn'V , 4?+ e"*m m ÿa'' -4- etc. = const. , 6'ni \/l» -+• V 'm' V a* *m" \/ a ’ *4"*t c - = coasU 



( Vnvex Mcc. céleste , tome I, pages 3i t et 3i 5. ) 
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ac 4 SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

déterminer ces constantes , pour qu’on en puisse conclure que chacun des termes des pre- 
miers membres de ces équations restera toujours fort petit , qu’il ne pourra pas croître 
inriéGniment, et que par conséquent les orbites seront toujours à fort peu de chose pré» 
circulaires , et leurs plans peu inclinés à l'écliptique. 

M. Laplace se sert de ces relations pour démontrer généralement que les expressions 
des excentricités et des inclinaisons des orbites des planètes ne renferment ni arcs de 
cercle, ni exponentielles réelles. Pour y parvenir, il suppose, pour un moment, qu’il 
ce trouvât des termes de ce genre dans les valeurs des excentricités -, il les substitue dans 
la relation obtenue entre ces élémens -, cette équation devant avoir lieu , quel que soit le 
temps I , il est nécessaire que les cocfficiens des exponentielles , et des puissances sem- 
blables de t , disparaissent d'eux-mêmos -, et cette considération lui sert à prouver que les 
coelliciens de ces quantités , dans les valeurs supposées , doivent être nuis chacun sépa- 
rément (* *) , ou , ce qui revient au même, que ni les exponentielles, ni les arcs de cercle , 
ne se rencontrent dans les vraies valeurs des excentricités ; et il en est de même pour 
les inclinaisons, u Ainsi, dit l’auteur, en vertu de l’action mutuelle des planètes, leurs 
r orbites s'aplatissent plus ou. moins, mais en ne s'écartant que très peude la forme circu- 
j* taire , et en conservant toujours les mêmes grands axes -, les positions respectives de leurs 
r plans et de leurs aphélies varient sans cesse , elles s'inclinent plus ou moins les unes 
r aux autres, mais elles sont toujours renfermées dans une -zone d'un petit nombre 
» de degrés , et tout le système planétaire est contenu dans des limites invariables. » 
Annonce dchi C’est dans le Mémoire qui contient ces recherches de M. I.aplace, et qui renferme aussi 

vraie mise des ] a démonstration de deux théorèmes bien remarquables, relatifs aux premiers satellites de 
comité* mecs , 7 , , 

li ira de Saturne Jupiter, que se trouve I un des plus beaux titres de ce grand géomètre a 1 admiration et a la 

ci Jupiter. reconnaissance du monde savant ; je veux parler de la véritable explication des grandes iné- 

galités de .Saturne et de Jupiter, qu’il donna à l'Académie des Sciences le 10 mai 1787, 
à l'époque même où l'on commençait à désespérer de pouvoir jamais y parvenir par l'at- 
traction Newtonienne. Voici comment il s’énonce à ce sujet dans le Mémoire actuel, page 4 • 
n Une propriété générale de l’action des planètes entre elles, est que, si l'on n'a égard qu'aux 
» quantités qui ont de très longues périodes , la somme des masses de chaque planète , 
r divisées respectivement par les grands axes de leurs orbites, reste toujours à très peu 

(*) Eu effet soit 

e sin V r= ttf 1 ' 4 >t' 4 - ele. 4- A, r roi Y = jxf' -h -f- elc. -g t , etc. , 

on aura «’:=(«; -/■ + »■) t" -h etc. -+■ h‘ +/•, «'■ * 4- etc.j 

valeurs qui clam substituées dans l'arant-dcmière équation , la réduiront k 

{m l/o(«« + /U'H- nr' tfa! (t!' } /'•'+{ m [/a (>■+*> + f'* )+etC. }t' v 

-f- si ^/u (A* 4- /’) -f- cjt VV (V* 4- /'•) 4 etc. = ronst. 

• * 

Or, celle-ci se décompose d’elle- même en trois autres, «avoir: 

m ÿZ («* -f /*• )-f -m' ■+/**)•+• etc. = o , m V^( >* "♦* V* a' ( >'■ ) + etc- = o, 

#11 \/ a ( A» -f-/*) -f* m' (V'+K') + etc. =o; 

«t foramt m \/â,nï sont des quantités positives, et que «, /a, y, etc., sontdes quantités réelles» 

les deux premières équations ne peuvent subsister, !i moins qu'on n'ait njurimcut « = o l /4'=o,y = o* 

*' =so. ( V oyc* Mica nique c claie , tout. J, pag. 3 o 6 . ) 
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CHAPITRE SIXIÈME- . ao5 

* près constante (*);d’oùil suit que les carrés des moyens mouvemens étant réciproques 
» aux cubes de ces axes , si le mouvement de Saturne se rallentit par l'action de Jupit< r , 
» celui de Jupiter doit s’accélérer par l'action de Saturne, ce qui est conforme à ce qu'on 
» observe. On trouve de plus, en employant les valeurs des masses de ces planètes, 
» données par M. de la Grange , que le retardement de Saturne doit être à l'accélération 
u de J upiter , à très peu près comme 7 est à 3 ; ainsi , l’équation séculaire de Saturne étant 
» supposée de g° 16', celle de Jupiter doit être de 3° 58', ce qui ne diffère que de 9' du 
»i résultat de llalley. 11 est donc fort probable que les variations observées dans le» 
v mouvemens de Jupiter et de Saturne sont un effet de leur action mutuelle ; et puis- 
x qu’il est constant que cette action ne peut y produire aucune inégalité , soit cons- 
r> tammeut croissante, soit périodique, mais d’une période très longue et indépendante de 
n la situation de ces planètes , et qu'elle n’y cause que des inégalités dépendantes de 
n leur configuration entre elle», il est naturel de penser qu'il existe, dans leur théorie, 
71 une inégaiitqçonsidérable de ce genre , dont la période est fort longue, et d'où résultent 
71 ces variaticAt 

71 En examinant les circonstances du mouvement de Jupiter et de Saturne , on aperçoit 
n aisément que leurs moyens mouvemens approchent beaucoup d'être commensurables , 
7’ et que cinq fois le moyen mouvement de Saturne est à tri» peu près égal à deux 
71 fois celui de Jupiter; d'où j'ai conclu que les termes qui , dans les équations différen- 
n tielles du mouvement de ces planètes , ont pour argument cinq fois la longitude 
71 moyenne de Saturne moins deux fois celle de Jupiter, pouvaient devenir sensibles 
7) par les intégrations , quoique multipliés par les cubes et les produits de trois dimen- 
71 sions des excentricités et des inclinaisons des orbites. J'ai regardé conséquemment ces 
t> inégalités comme une cause très vraisemblable des variations observées dans les mou- 
71 vemens de Jupiter et de Saturne. La probabilité de cette cause et l’importance de cet 



(*) En effet , l'équation générale de force vire, pour un système de ptancie m , m', m", etc. , qui tournent 
autour d'un corps central dont U musse est prise pour unité', se réduit , lorsqu’on néglige les carres St le 
jModuil» des masses de ce planète, S 



djr’ -P rfy» 4- 



<**■ , . <L'. 

~t~ m 



- dr'‘ H- </»'• . / m m' . \ , , 

-$r. + *tc— *(r + 77+«c.;+/=o, 



“f* 4 ï 



dl* dt » 

f étant une constante arbitraire. 

Or , les équations du mouvement trouble de la planète m donnent aussi 

dj* -f- dr* - f* dz * a ( i - f- m’i i -4- m 

dt* “ r 

a étant le demi-grand axe de son orbite, 4 «ne fonction périodique de Tordre des masses perturbatrices ; 
et 1 on a des équations semblables pour chaqnc planète. Si Ton substitue pour les premiers membres leurs 
valeurs dans Tcquatioa générale, elle donnera, en négligeant les quantités de Tordre m* qui ne sont que pé- 
riodique* ou constantes, La relation — -f- -4- etc. f, qui se réduit dans le cas de deux planètes 

t f v 

u «w’ + wV* = f, en faisant — = - 7 ^ — #/•; elle donne alors, en la différenciant par rapport à /, 

m 1 

f équation ^ mn *in y m’ nf 3 in' = °î d T ou Ton tire , entre le* variations à longues périodes de* moyens 

mouvemens , qui dépendent du premier ordre des masses perturbatrices , la relation 

in. ( V ojret Mc c. célatc , lonac I , p^çc 33 } 

m' ya! 



Digitized by Google 




ao * SECONDE .PARTIE. TfliiOIUES DES PLANÈTES, 

i» objet, m ont déterminû à entreprendre le calcul long et pénible, nécessaire pour ni'co 
n assurer. Le résultat de cc calcul a pleinement confirmé ma conjecture , et l'accord 
» entre mes formules et les observations ni a fourni une nouvelle preuve de l'admirable 
* théorie de la pesanteur universelle, n. 

Heiirjupiiîm LWeor .P ourauit en oes termes » ^ ,es Mémoires de l'année de i 7 85 , pag. 35 : a La 

rie S»t urne don- ** plus considérable de toutes les inégalités de Saturne, dépend de cinq fois le moven mou- 

plnee^C j/ c „' n vemeut de Saturne moins deux fois celui de Jupiter ; sa période est d'environ 9 1 g ans , 
*• et *• valeur , gui dimiuun par des degrés insensibles , était , au milieu de ce siècle , 
» de 48 44 "- 1 -® mouvement de Jupiter est soumis à une inégalité correspondante, dont 
n la période est exactement la même , mais dont la valeur , affectée d’un signe contraire , 
n est d'environ ao' 4 . 9 * • On doit rapporter à ces deux grandes inégalités, jusqu'à pré— 
n sent inconnues, le ralentissement apparent de Saturne, et l'accélération apparenta 
r de Jupiter. Ces phénomènes ont atteint leur maximum vers t 56 o : depuis cetttf 
» époque , les moyens mouvemens apparens des deux planètes se sont rapprochés 
n sans cesse de leurs véritables moyens mouvemens. Voilà pourquoi , lorsque I on a 
n comparé les observations modernes aux auriennes, le moven mouvement de Saturuo 
11 a paru plus lent, et celui de Jupiter plus rapide, que par la comparaison des ohscr- 
n valions modernes entre elles; tandis que ces dernières ont indiqué une accélération 
n dans le mouvement de Saturne, et un ralentissement dans celui de Jupiter. Si l'As- 
» tronomis eût été renouvelée trois siècles plus tard, les observations auraient présenté 
n des phénomènes contraires. Les mouvemens que l’Astronomie d'un peuple assigne 
n À Jupiter et à Saturne peuvent donc nous éclairer sur le temps où elle a été 
n fondée 

n La théorie de Saturne renferme encore une inégalité remarquable dont la valeur 
n est à peu prés de 10', et qui coïnciderait avec les inégalités du mouvement elliptique, 
o si le double du moyen mouvement de Jupiter était parfaitement égal à cinq fois celui 
n de Saturne. C’est d'elle que vient eu grande partie le dérangement observé par M. de 
i> la Lande, dans le mouvement de Saturne , et qui rend , depuis un siècle , son moyen 
n mouvement, conclu des oppositions de cette planète vers l'équinoxe du printemps, plus 
n rapide que celui qui résulte des oppositions observées rers l'équinoxe d'automne; c'est 
» aussi à cela que tient le peu d'accord des variations de l'aphélie de Saturne avec la 
r> théorie de ses inégalités séculaires, n 

^Préambule et Le Mémoire qui contient le passage précédent, et dont la seconde partie se trouve 

uaraü. dans le Recueil de V Acad, de Paris , pour 1786 , comprend , outre le développement des 

calculs relatifs à la belle decouverte de M. Laplace, la première théorie complète de 
Jupiter et de Saturne qui ait paru , la seule à laquelle on n'ait rien ajouté depuis , et 
dont les formules générales aient été appliquées dès-lors aux autres planètes. L'auteur 
y a fait usage de tous ses travaux précédens, en adoptant aussi quelques procédés de 
Lagrange : u Cet ouvrage, dit-il , est divisé en trois sections. J’expose dans la première , 
n une théorie analytique des inégalités périodiques et séculairesde Jirpiter et de Saturne, qui 
* naissent de leur action mutuelle. Lasecoudc section a pour objet la théoriede Saturne, 
v la troisième la théorie de Jupiter ; on y trouve l'applicntion, à ces deux planètes, des fort 
n mules analytiques de la première Ja correction des élémensde leurs orbites, et la compa- 
ti raison des résultats avec les observations anciennes et modernes. Je me suis sur-tout 
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»> attaché à donner âmes résultats, une forme simple et commode pour le calcul; et, comme 
v je le» ai vérifiés avec beaucoup de soin et par différentes méthodes , je crois pouvoir ré- 
v pondre de leur exactitude. Ce qui distingue principalement cette théorie de celles 
t» qui l’ont précédée , est la considération des inégalités dépendantes des carrés et des 
n puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons des orbites , que j'ai cal- 
fs culées en poussant l’approximation jusqu’au quatrième ordre. . . . Les méthodes ordi- 
*> naires conduiraient, pour les déterminer, à des calculs d'une excessive longueur; 

Si heureusement la même considération qui force de recourir à ces inégalités , simplifie - 

r leur détermination , et j’expose une méthode facile et très approchée pour y parvenir, n 
Nous allons nous borner à donner une idée générale de cc beau travail , en entrant 
cependant dans quelques détails au sujet des inégalités à longue période. 

L’auteur, après avoir déduit des équations générales du mouvement de deux planètes , i M *«tion.' 
les quatre intégrales premières, qui sont les seules qu'on puisse obtenir, et après en ti.j'iic '.le» "po- 
uvoir conclu, comme dans son Mémoire de 1784, les équations de condition qui en 
résultent entre les élémens , transforme les coordonnées rectangulaires en polaires , en j.Ubôi». 
désignant, comme dans son Mémoire de 1773, par m'J'r, mîv, m'h , les accroisscmensdu 
rayon vecteur , de la longitude sur le plan de l’orbite , et du sinus de la latitude au-dessus 
de l’orbite primitive , dus à l'action réciproque des planètes , et en représentant par R 
la fonction n de Lagrange, sans y comprendre la masse perturbatrice m'. Il obtient alors , 
par le procédé que nous avons indiqué page 1 a 3 , les expressions générales de ces accrois- 
aemens en fonction des élémens elliptiques , et des différentielles partielles de R par rap- 
port i.x, y, z, précédées d'un ou /le deux signes d'intégration (*). Le calcul se trouve 
par là réduit à des quadratures que l'on peut toujours obtenir par les méthodes connues 
d'interpolation , ce qui est avantageux dans la recherche des perturbations des comètes 
dues à l’action des planètes ; mais dans la théorie des planètes , la considération de* 

Orbites peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres , peut conduire à des expres- 
sions analytiques de ces perturbations , et faire connaître la nature des orbites qu'elles 
décrivent , par des équations fort approchées qui embrassent les siècles passés et à venir. 

I/auteur reprend, pour y parvenir, les deux premières équations précédentes, en lais- 
sant celle en / r sous la forme d’une équation du second ordre; il prend pour plan fixe 
des xy celui de l'orbite primitive de m , et désigne par v l’angle formé par le rayon r et 
par l'axe des x ; et par v l'angle que fait avec cet axe la projection de r' sur le plan fixe. 



(*) Ces valeurs sont, eu supposant 



xx* -4-Yy'-i~zz 
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H s’occupe ensuite du développement de la fonction R , qu'il réduit à une série dont 1 » 
premier terme S, est ce que devient R quand on y met, pour r, /, v, v\ leurs valeurs cons- 
tantes a , a , nt t n't -f- |', et dont les termes suivans sont les différentielles du pre- 
mier, par rapport à r , /, v, v', ou simplement par rapport à a et à nt — n't; quant au 
terme S , il le développe suivant les cosinus de l’angle n't — nt + i — « , en remarquant 
qu’on peut mettre son expression sous la forme j X AW cos / (n't — nt + «'■—«), dans 
laquelle X est le signe intégral des différences finies, qui, dans ce cas, se rapporte à la 
variable i , et qui embrasse toutes ses valeurs entières depuis t = — oo jusqu'à i = oo ; de 
manière que A ^ - 0 soit égal à AM. Il considère d’abord à part les termes indépendans 
des excentricités , et il obtient, par l'intégration , les parties u et V des valeurs de tr et 
de Jv qui s’y rapportent. Il traite de même séparément ensuite les termes qui dépendent 
de la première puissance des excentricités , et dont la détermination exige de très grands 
calculs. 

TVunninstion “ Les différons termes des expressions complètes de r, v et s, dit-il page 63 , sont 
frnnJTptriudi- " dans la forme K sin ou cos [i(n't — al+i'— i) + nil + ri];i étant un 

que». r nombre entier positif ou négatif, ou zéro , et r étant un nombre entier positif, ou zéro ; 

r K est une fonction des excentricités et des inclinaisons des orbites , de l’ordre r. On 
» peut jug#r par là de quel ordre est un terme qui dépend d’un angle donné. Pour sa- 
li voir, par exemple, dans la théorie de Jupiter et de Saturne, de quel ordre est le terme 
» qui dépend de l’angle bn't — 2 nt -f- 5 i' — 21 on mettra cet angle sous cette forme, 
n 5 (n't ni ■+• i — 1) -f- 3 nt -f- 3 i', et comme alors r = 3 , il en résulte que le terme 
n dont il s'agit est dn troisième ordre , ou qu'il dépend des cubes et des produits de trois 
r dimensions , des excentricités et des inclinaisons des orbites. » 

Avant de passer à l'examen particulier de ces termes, M. Laplace s'occupe, dans les 
articles 1 3 — i 5 , de la détermination numérique des coefficiens AM, etc., des 

séries qui expriment l'inverse de la distance mutuelle des deux planètes et l’inverse do 
son ‘cube; il expose avec étendue les diverses propriétés de ces fonctions, et présenta 
cette théorie d’une manière analogue à celle qu’il a employée depuis dans la t/écaniqua 
céleste. Il détermine ensuite les inégalités séculaires de l'une et de l’autre planète, en 
faisant disparaître les arcs de cercle par la méthode qu'il avait donnée dans les volumes 
de 1772 -, et il fait usage des équations de condition entre les élémens, pour prouver la 
constance des grands axes aux quantités près du quatrième ordre. 

Illégalités «tes Les rapports des moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne rendant insuffisantes les 

ontre« »upé- approximations précédentes, l'auteur consacre les articles 21 — 28 à la détermination 
rirais su prr- , . r , ,, . n 

micr.fiai jirquiè- des perturbations qui dépendent des ordres de petitesse supérieurs au premier, u Repre- 

tiu dlvisc'ilT" ” 110113 • dit-il , les valeurs précédentes de Ir et Jv, et supposons que dR renferme ou un 
l»»r l'imrgra- n terme constant, ou le sinus d’un angle proportionnel au temps, et croissant avec une 
n grande lenteur, en sorte qu’en exprimant cet angle par et -f- î , » soit un très petit cocfli. 
v cient; la double intégrale fndtfüR renfermera un ternie proportionnel au carré dn 
r temps, ou un terme dépendant de l’angle et -f- f, et qui aura pour diviseur. 11 est 
■a clair qu’en faisant « — o , ce second cas rentrera dans le premier; ainsi nous consi- 
» durerons, pour plus de généralité, le cas dans lequel e est quelconque, mais très 
n^ietit ; et nous chercherons les termes de JV et de t~v, qui dépendent de l’angle «(-(-•, 
7» et qui ont «* pour diviseur, n 11 est évident que ces termes ne peuvent résulter que 



non. 
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d'une doubla Intégration; l'examen de tou ceux de l'expression de ir ne lui en fournit 
qu'un «eul qui soit dans le cas dont il s'agit (*) , et il en conclut que , pour avoir égard 
à la partie des perturbations du rayon vecteur et de la longitude de m, qui est divisée 
par <t*, il suffit d'augmenter de la quantité Zam'fndtfàR. , la longitude moyenne nt -J- < des 
expressions de ces variables dans l'hypothèse elliptique. Si dR renfermait un terme cons- 
tant, cela produirait une équation séculaire, et ce serait le cas de la commensurabilité 
des moyens mouvemens, qui n'a pas lieu dans notre système ; mais si les moyens mouve- 
tuens approchent beaucoup de cette commensurabilité ; si , par exemple , 5 n — an est 
seulement yj de'n , comme dans la théorie de Saturne et Jupiter, la double intégration 
des termes qui auront cet argument, amènera le très petit diviseur (5n — an)*, qui 
rendra ces termes très grands quoiqu'ils soient du troisième ordre. 

Pour déterminer ces inégalités , l'auteur suppose que la partie de R , dépendante de 
l'angle bn t — a nt -f- 5/ — as, que nous représenterons, pour abréger, par Ç , soit 
Its in Ç — Veos Ç; et il voit ce que cela produit dans Zam JnthftSK. Les coefüciens h et A' étant 
des fonctions des excentricités , des inclinaisons , des positions du nœud et de l'aphélie , 
doivent varier avec ces élémens ; et vu la lenteur avec laquelle croît Ç, il n'est pas permis 
de les regarder comme constans dans la double intégrale ci-dessus ; mais leurs périodes 
étant beaucoup plus longues que celles de cet angle , on peut n’avoir égard qu'aux diffë- 



(*) En effri , si l'un Gxe l’urigine de l'angle v à l'aphélie de U planète m, os a , par la nature du 
mouTemrat elliptique, 



r — * 



n , a î = r > ss a'ndl Ÿ i— , cl do U •in*' 



a(i— c»Vir j/i 



i — ccos »» r - _ w - » mt*dv 

oo a aussi , en disiguant par X one *uite de cosinus des multiples de l'angle ni-f*s» 



m di 



Ou tire de là 



= d'oit reoie=; - — ^ = 



J ndt.ri'm v f dR t — c'f rdr f dR = — |/ •— f {r'/dR — /r»dR)» 

fndt.rcoêt'fdRzzpfndlÇ^ e-f- x^ / dR = ^ aef ndt /dR -f- afo'/JR — f ;t'dR) , 

•a faisant x' — > cc *1 UI amène dans la valeur de — du bas delà page 307,1e terme 

qui est le seul qui conserve le double signe intégral, et d’oii puissent résulter par conséquent, dans l'ex- 
pression «lu rayon vecteur de la planète troublée , des tenues qui aient n* pour diviseur. 

Si l'on met cette valeur de Ir dans l'expression de JV, ou aura, en n'ayant egard qu'aux termes di« 



vises par « a , iv = — .Ir ■ *+* 1 ^ 3a/ ndtfdR j et comme l’on i 



dr 

a ndt 

cette expression devient 



v~* 



rdi> i — r coi v 

Si = ’ 



(l — ocosm)» dt* 



Vv 



= _! !_ P 

I /T=T> L 



«• sin* v — 3e cos **(1 — ecntd) 



+ « 



J ia/„di/6R = ~ 3«/W(/dR. 



( V oyn Met. tel. , t. I, p. agi— *)3 ) 
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rentielle» premières de k et h', par rapport au temps , qui ont le cube de 5n' — au en 
diviseur; et négliger le» différentielles des ordres supérieurs, ainsi que les termes qui 
n'ont en diviseur que la première puissance de cette quantité (*). 

Quoique les valeurs générales de R soient différentes , dans la théorie de Jnpiter et dans 
celle de Saturne , les termes par lesquels elles diffèrent ne peuvent en produire aucun qui 
ait Ç pour argument, lorsqu'on n'a égard qu'aux cubes ou aux produits de trois dimensions 
des excentricités et des inclinaisons des orbites. On voit alors que l'expression de la cor- 
rection 3amJn'dtfdR de la longitude moyenne de Saturne , est à celle da Jupiter dans le 
rapport de 5n'*a'm' à a n‘am , ou de 7 à 3 ; ce qui permet de conclure immédiatement de» 
termes qui ont (5n' — an)* en diviseur, dans le cas de Jupiter, ceux de la même 
espèce qui se rapportent à Saturne. Il ne reste donc plus qu’à déterminer les valeur* 
générales de A , A', et de leurs premières différences. L'auteur y parvient en reprenant 
l’expression de la fonction R ; et en n'en considérant que la partie qui est symétrique 
par rapport aux coordonnées de l'une et de l’autre planète, il y substitue, pour ce* 
variables, leurs valeurs elliptiques, et trouve que l'angle Ç peut entrer sous le signe cosinus, 
dans les termes du troisième ordre , de six manières différentes , et qu’il y est suivi de 
différentes combinaisons des premiers multiples des longitudes » et w' des aphélies, ou de 
celle du noeud de .Saturne II. 11 décompose alors ces cosinus de manière à mettre en 
évidence cos J etsin (, dont les cocfficiens lui donnent les valeurs générales de k et A'(**); 
et obtient ensuite, en développant les divers termes de la valeur de R , et par un calcul 
très laborieux , dont il ne donne que le résultat, les valeurs des coefüciens constans de 
chaque combinaison différente. 

L’auteur passe de là à la recherche des inégalités sensibles qui dépendent du rapport 
approché de comroensurabilité des moyens mouvement des deux planètes. Telle est celle 
qu'introduit le terme A sin ou cos ( 3nt — 5n't + 3. — 5.') dans l’équation différentielle 

(•) Comme la iliffrrrnlicUc de R n’eat ptiae que pur rapport aux coordonner» de m . on 1 ni , on a 

dû = ikndt co, £ — ik'rull tin £ , d’où Zam'fndtfA R = — 6om'J/n»</x‘(Aco« £ +• A' «in f ). 

Or, l'intégration par partira donne en général 

/uco tmv.dv = ^ u ain »r+ ^ en, me— d- »in mr + etc. , 

ffu coime.de, = — •— uco, me + jjL (jQ ain me -+. etc. , 

I . 3 /rfu\ 

et «le même f/una tnv.dv' = — — « eu» mu — — co»«m + «te. ; 



on anra donc, dan» le cas actuel, en intégrant par rapport âtix nt el aux rfi, et en négligeant Ica dif- 
férentielle* du second ordre de A el A', 

©]“«+ [> +o==(ï)] -«}• 



On ironvera anui, pnnr la correelmn Wm/n'Jl/AR relatiw k m', en supposant qne la atjrnr de 
B reste k même, el en ne la différenciant que par r.pport kn't, nne formule tout-k-bit semblable , k 
reieeption ilu eoeScient fium'n’ qui se irourcr-i changé en — lüo'mtt'*. 

(•♦j En r |f rl > |„ valeur de R est . en n’.iyant egard qu’aux termes qui ont £ ponr argument , de la forma 

f| _ \|(° v' t eoê(£ — 3m') + MoV’eco, '£ — — *)-+■ MWe'a* C( '« i£ — er’ — smJd-MOie'co» (£ — 3») 

-f. MIOe'v • eos ;£ — an— V) + Mt’>e>* co# ; £ — ait — • ), 



ce qui donne 

A = ain W -f- M<'V*e*ii {**'+ »)-4- et r., A 7 =— ro* W— cosfaV-f-^) — etc., 

*1 U ne reste plu* ii calculer que le* valeur» uunarique» de M l “lj Ml'), etc. eu /oaciiondc» dciui-grund» aie*. 
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en d'.ri'r, relative à Jupiter , qui acquiert, par l’intégration, le diviseur n* — ( 3 n — 5 n')* ( 
ou ( 5 n' — an) ( 4 « — 5 n'); et comme ce terme n'est que de l’ordre des carrés des 
excentricités , on voit qu'il peut en résulter des inégalités sensibles dans les valeurs de tr 
et tv. Ces inégalités sont liées à celle qui dépend de l'angle Ç , par un rapport assez 
remarquable , qui les donne fort simplement au moyen des valeurs de h et de U. Les 
termes qui dépendent de l'angle ant — 4 n t ri- ni — 4' > acquérant par l'intégration le 
diviseur n'* — (an — 4 n ‘Y> ou ( an — 3 n') ( 5 ri — an), deviennent sensibles aussi dans 
la théorie de Saturne , et résultent, comme les premiers , des variations de l’excentricité 
et de l’aphélie de Saturne qui dépendent de l’angle Ç. L'auteur détermine leurs coefüciens 
parle même procédé. 11 s'occupe ensuite des termes correspondans qui entrent dans le* 
expressions de Jr et //, et qui dépendent des carrés et des produits des excentricités, et 
des inclinaisons ; il remarque enlin , que la substitution de la longitude moyenne corrigée, 
dans les expressions du mouvement elliptique des deux planètes , produit des inégalités 
dont les argumens sont , 5 n't — ni ri- 5 i' — i , Gn't — a ni -f- 61' — a« , et qui sont fort 
sensibles, quoiqu'elles dépendent des quatrièmes puissances et des produits de quatre 
dimensions des excentricités et des inclinaisons ; ce qui prouve la nécessité de pousser 
l’approximation jusqu'aux quantités du quatrième ordre, u Toutes ces inégalités , dit-il , 

» peuvent être considérées comme le résultat de variations dans les élémens des orbites 
n elliptiques , dépendantes de l'angle 5 n't — ant -J- 5 s' — a». 

n Pour réduire en nombres les inégalités précédentes , il faut connaître les constantes s* Section. 
v arbitraires qui entrent dans leurs expressions analytiques , ou les élémens du mou- namerique <io 
n vement 'elliptique de Jupiter et de Saturne. Les observations ne donnent que les “ u v 3 l‘ l c»<k Sa- 
it mouveraens vrais des planètes ; pour en conclure les élémens précédens , il faudrait 
n connaître d’avance l'effet des perturbations , et le retrancher du résultat des observa- 
it tions ; ainsi, la détermination des inégalités, et celle des élémens des orbites, dépendent 
n réciproquement l'une de l'autre, et l'on ne peut parvenir à les bien connaître, qus 
n par des approximations successives. C'est dans cette vue, que j'ai commencé par tirer 
» de l'analyse précédente , une formule de correction des Tables de Saturne de Halley. 
n En comparant ensuite celte formule à un grand nombre d’oppositions , je suis parvenu 
» à les représenter avec exactitude, et j'ai reconnu en même temps, que les élémens des 
» Tables de Halley avaient besoin de corrections considérables, (tuant à Jupiter, j'ai suivi 
n une marche différente : les Tables de "Vy argentin représentaient assez bien , à l’époque 
n où elles ont paru , les observations faites depuis un simple ; ce savant astronome a eu 
n égard aux inégalités indépendantes des excentricités des orbites, et à celles qui ne 
n dépendent que de leurs premières puissances ; mais les grandes inégalités qui altèrent 
it le moyen mouvement, l'excentricité et la position de l'aphélie, lui étant inconnues, 
n il a du les comprendre dans les élémens elliptiques de scs Tables. Ainsi, pour corriger 
n ces élémens , il suffit d’en retrancher l'effet de ces inégalités, n 
L'auteur rapporte ensuite les élémens quisnnt lerésnltat de ces calculs , en prenant pour 
époque le commencement de 1750, à Paris, temps moyen; il adopte la valeur de la 
masse de Saturne , donnée par Lagrange , et qui réduit à i 3 jours la différence de * 3 > 
trouvée par Clairaut , entre l’instant calculé et l'instant observé du passage de la comète 
de 1759, par son périhélie. Il détermine ensuite les inégalités séculaires des deux planètes, 
en cherchant leurs variations annuelles pour 1700 et pour l'an 75o, et en concluant de là 
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les deux premiers termes de leurs valeurs générales , développées suivant les puissance* 
du temps : ce qui donne des formules qui peuvent s'étendre à plus de deux mille ans 

avant, et à mille ou douze cents ans après l'époque que l’on prend pour origine (*). II 
passe de là aux inégalités périodiques de Saturne, et en conclut les perturbations mit' 
et mtv,' du rayon vecteur, et de la longitude comptée sur l’orbite, en négligeant celle* 
dont l'elFet est au-dessous de 8*. Comme le terme qui dépend de l'angle an't — nt- f-ai' — « 
est à peu près de •/ dans ce siècle, et que les cbangemens des excentricités et des aphélie» 
altèrent sensiblement sa valeur, il l’évalue aussi pour deux époques différentes , afin d’en 
avoir une expression qui puisse s’étendre à un grand nombre de siècles. Il détermine d’uns 
manière analogue les différentielles premières de h et k' par rapport au temps , en substi- 
tuant alternativement, dans les expressions de k et /<', les valeurs des élémenspour 1750 
et ifl 5 o, et en prenant la différence des résultats correspondans. 11 calcule de plus la 
grande inégalité de Saturne pour deux autres époques , afin d'en conclure la loi de* 
accroissemens de son coefficient et de son argument ; il trouve que ce dernier diminue 
de 58", 88 par année julienne; et comme l’accroissement de l’angle (Ç — i. 58 *, 88 ) est 
de 1410", 6 par an, il en résulte qu’il faudra 918 ans J pour que cet angle soit égal 
à 3So* , ce qui donne la période de l’inégalité. L’auteur réduit aussi en nombres l’inégalité 
qui dépend de l’angle a nt — /\nt -f- ai — -i/l ; il examine ensuite les termes de la valeur de 
tv\ qui, étant dépendans de l’angle Ç , ont pour diviseur Bn 1 — an, et il prouve qu’il suffit 
pour y avoir égard , dans l’expression de la grande inégalité de Saturne , d’augmenter a 
de sa aa 5 * partie, ce qui montre qu’ils n’ont qu’une influence très petite et du même 
ordre que les carrés des excentricités. Il fait voir enfin que , dans le calcul de la latitude 
de Saturne , il suffit d’avoir égard aux inégalités séculaires de la position de son orbite. 
Les articles 4 ® — 48 » qui terminent cette deuxième section , contiennent la comparai- 
j}«oWraticn» son de la théorie de Saturne avec les observations modernes et anciennes. L’auteur choisit 
d’abord vingt-quatre oppositions de Saturne, observées depuis i 5 q 8 à 1785, et disposée» 
d’une manière avantageuse , pour les comparer avec les longitudes calculées à chaque 
époque , et il en déduit des équations de condition qui servent à déterminer les correc- 
tions des élémens de cette planète. Il vérifie par là que se» formules font presque entiè- 
rement disparaître les grandes errenrs des tables , et les réduisent à moins de a'; il 
trouve aussi qu’elles représentent, avec une grande précision, une observation faite par 
les Cbaldéens , aa8 ans avant notre ère , et quelques autres oppositions de Ptolémée ; 
d’où il conclut que le moyen*mouvement sidéral de Saturne est uniforme, qu’il faut 
bannir de la théorie des planètes les équations séculaires des moyens mouvemens, et que 
les comètes n’ont point d’influence sensible sur notre système planétaire. 

Travail Je M. Laplace s’exprime en ces termes , dans le préambule du Mémoire, imprimé dan» le 
*ur ceiobj ‘i. volume de 1786, qui est la continuation du précédent : u II était à désirer qu’un astro- 



Comparais >n 
de* calcula 



(•) En effet , soient le I* variation cherchée «Van élément correspondante au nombre i «T années juliennes , 
ct -*1 , ^ les variations annuelle* île cet élément,!» deux époques éloignées de tooo ans , on a, par la théorie 



des soi te* , 

de, r/e t d*e _ . de ** d*e de , »* N 

~dï ~~ "di luoo dk*' 6 * </» + a «/<* C C 1 di îtjoo V* «ü di J 
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nome , exercé dans le calcul des observations , reprit tontes les oppositions de Jupiter 
et de Saturne, observées dans le dernier siècle et dans celui-ci, et qu'il les discutât 
de nouveau, en y appliquant les corrections dues au mouvement des étoiles, et à leurs 
positions aujourd’hui mieux connues. M. de Lambre a bien voulu entreprendre cette 
discussion pénible et délicate ; il l'a faite avec tout le soin qu’exige l'importance de ce 
travail ; et je reconnais avec plaisir, que si mes recherches sont utiles aux astronomes , 
c’est principalement à lui qu'elles devront cet avantage. De mon côté , j'ai déterminé 
» les petites inégalités de Saturne, que j'avais d'abord négligées, et j'ai calculé avec 
h précision celles de Jupiter. En comparant ensuite mes formules à un grand nombre 
» d’observations, M. de Lambre en a conclu les élémens elliptiques des orbites de ces 
p deux planètes , et il a dressé , sur ces formules , des tables de leurs mouvemens. Ces 
p tables sont uniquement fondées sur la loi de la pesanteur -, je n'ai emprunté de l'obser- 
p vation que ce qui est nécessaire pour déterminer les constantes arbitraires introduites 
p par l'intégration des équations différentielles. M. de Lambre a comparé ces tablas à 
p toutes les bonnes observations qu'il a pu rassembler , et il a trouvé le plus souvent l’er- 
p reur au-dessous de 3o*. 

p Ces tables auront cependant besoin d'étre retouchées dans la suite, à cause de quel- 
p ques inégalités sensibles dépendantes des carrés des forces perturbatrices , et auxquelles 
p je n'ai point eu égard ; telle est entre autres une petite inégalité, qui a pour argument le 
p double de celui de la grande inégalité de Saturne , et dont le coefficient est+ 3o* pour 
p Saturne, et — i3* pour Jupiter. J’ai reconnu aussi que les quantités de l’ordre du carré 
» des masses des deux planètes, produisaient des variations sensibles dans leurs équations 
n du centre, et dans la position de leurs aphélies; mais j'ai cru pouvoir les omettre, 
p parce que l'erreur qui en résulte est jusqu'à présent insensible. Je ne puis non plus ré- 
n pondre qu'à une demi-minute près de la valeur du coefficient de la grande inégal itj de 
p Saturne, n 

Les deux premiers articles de ce Mémoire sont consacrés à la détermination des iné- 
galités de Saturne qui dépendent des angles 3n't — nt + 3i'— - i, a nt — 3 n't+ si — 3i', 
ni — n't -+* i — i'. Les quantités du premier ordre lui avaient déjà donné une inégalité 
analogue à la seconde ; et pour en retrouver une semblable, il fant avoir égard aux quan- 
tités du troisième ordre. Les termes indépendans des excentricités en contenaient aussi 
un qui avait pour argument le troisième angle , et l'anteur a recours aux quantités dn 
second ordre pour trouver une nouvelle inégalité de cette nature. Il reprend ensuite les 
inégalités qu’il a précédemment déterminées, pour leur donner plus de précision. 

La théorie de Jupiter occupe les articles 54 — 53 de cet ouvrage. L'auteur y applique 3* S«iion. 
à cette planète le même procédé qui lui a servi pour déterminer les inégalité* de Sa- pua' " J “ 
turne ; il compare ensuite ses formules avec trente-deux oppositions modernes et avec 
une ancienne observation , et leur accord lui sert à vérifier de plus en plus la précision si 
remarquable avec laquelle, les deux plus grosses planètes de notre système ont obéi, 
depuis les temps les plus reculés jusqu'à uos jours, aux loix de leur action mutuelle. 

IVous avons vu, au commencement de ce chapitre, M. Laplace parvenir à prouver que, 
par cela seul que les planètes se meuvent toutes dans le même sens, et dansdes orbites près- ^c», 
que circulaires et peu inclinées les unes anx autres, les variations de leurs excentricités et de 
leurs inclinaisons sont renfermées dans d’étroites limites. Il était arrivé à ce résnltat au 
moyeu de différentes équation# déduites du principe des aires, et qui sont indépendantes de 
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la petitesse des excentricités et des inclinaisons ; il reprit ce sujet dans les Mém. de Paris.; 
pour 1787; il fit voir que les mêmes équations de relation entre les élément , résultent aussi 
directement des équations différentielles qui déterminent les variations séculaires des orbites; 
et il démontra de nouveau, qu'en vertu de l'action mutuelle de deux planètes, l’inclinaison 
respective de leurs orbites reste toujours la même , et que , dans le cas de notre sytème 
planétaire, les racines de l'équation, relative aux multiples du temps qui entrent sous les 
signes périodiques dans les valeurs de p et q, ne peuvent être ni égales ni imaginaires. 

C’est aussi en 1787 que parut X Introduction à I étude de l'Astronomie physique de 
Cousin, dont le chapitre a contient l'exposition des théories de la Lune de Clairaut, 

Luler et d'Alembert, et de quelques-uns des travaux postérieurs, sur le problème des 
trois corps , et dont le chapitre 6 est consacré au développement des diverses méthodes 
d’approximation auxquelles ce problème avait donné lieu. Jean Trembley avait envoyé 
à l'Acadégiio de Paris, en 1783, un Mémoire dans lequel il cherchait à compléter la 
méthode d'approximation , fondée sur des différenciations et des intégrations successives, 
donnée par d'Alembert {Mém. de Par., 1769), et que Lagrange avait reconnue être 
fautive. 11 s'occupa de nouveau de cet objet, dans les Mem. de Berlin, pour 1786, et 
releva une erreur qui était échappée à Cousin , dans son exposition de ces méthodes. Il 
fit voir aussi , dans un petit Mémoire inséré dans ceux de la même année , et intitulé : 

Examen cl un Paradoxe analytique , qu'en regardant les termes affectés d’arcs de cercle , 
qui se rencontrent dans les intégrales , comme provenant de certaines fonctions de sinus et 
de cosinus que les substitutions successives ont développées , on pouvait grouper ces termes 
de manière à former des séries dont la marche régulière fit reconnaître les fonctions qui 
les avaient engendrées ; et il appliqua avec succès ce procédé à quelques exemples que 
Lagrange et M. Laplace avaient déjà traités. Le volume des Mém. de Berlin , de cette 
année, contient aussi une Théorie géométrique du mouvement des aphélies des planètes , 
donnée par Lagrange , pour faire suite aux Principes de Newton. 

M. Delambre envoya à cette Académie, en 1787, un Mémoire imprimé dans le volume 
de 1785 , contenant des élémens pour les Tables du Soleil, établis sur trois cents quatorze • 

observations de Maskeline , et qui ne s’en écartaient jamais de i 5 *. M. Laplace lui fournit 
ensuite le moyeu de les rendre plus précis, en calculant de nouveau la partie due aux 
perturbations , et en évaluant, le premier, les effets de l’attraction de Mars. Il lui donna 
aussi l'idée d'cmploverà la correction des élémens elliptiques, la méthode des équations 
de condition qui seule permet de discuter à la fois tous les élémens , et de faire usage 
d'un nombre illimité d'observations. M. Delambre calcula alors (au mois de juin 1788) 
de nouvelles Tables du Soleil, dont les erreurs ne montaient jamais à 10*. Ses Tables de 
Jupiter et de Saturne parurent vers la fin de 1789 , et ce fut , dit-il , le dernier ouvrage 
dont l'Académie des Sciences pût ordonner l’impression. Cette illustre société, qui a 
contribué peut-être plus que toute autre à l'avancement de la science , tant par les 
travaux de ses membres que par ceux que ses encouragemens ont provoqué, proposa la 
théorie de la planète d llersclu l ou d'Uranus pour sujet du prix de 1790. On avait 
d’abord calculé son orbite dans l’hypothèse parabolique qu’il fallait modilur continuel- 
lement; le président de Saron avait eu l'idée de supposer l’orbite circulaire; on avait 
enfin reconnu qui- la véritable étàit elliptique , et on avait vérifié que Flamstced , Mayer 
et Lcuionnier avaient, en 1690, 1756 et 17S5, observé cet astre comme une étoile. 

Duval le Roy avait appliqué a cutte plaaele, dans les Alt m. de Berlin, pour 1787, 
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imprimé en 179a , la nonvelle théorie des variations séculaires et périodiques de La- 
grange, en se bornant, dans le calcul des inégalités périodiques, à celles qui dépendent 
de la distance béliocentrique d'L'ranus à Saturne et à Jupiter. M. Delambre , auteur de 
la pièce couronnée, commença par établir sa théorie sur les seules observations posté- 
rieures à 1781 ; il calcula les perturbations d'Uranus par la méthode de M. Laplace , 
et trouva que l’action de Saturne produisait une équation à longue période , à laquelle 
il était très nécessaire d'avoir égard. Ce fut alors qu'il examina les observations an- 
ciennes , et qu’après s'être assuré de leur justesse , il les lit concourir à la détermination 
de ses éléntens. Les tables qui ea résultèrent représentaient les observations à 8* près, et 
elles ont conservé depuis une précision à peu près égale. M. Oriaui Ht paraître d'aulrcs 
Tables d’L'ranus fondées également sur la théorie de M. Laplace , et qui , un peu moins 
exactes peut-être que les précédentes pour la partie elliptique, sont les mêmes pourcelledes 
perturbations. On lui dut également, de même qu’à Triesneclcer et à M. le baron de Zach, 
de nouvelles tables de quelques anciennes planètes; et Duval le Roy calcula aussi, par la 
méthode de Lagrange , dans les Mt m. de Berlin de 1792, les inégalités d'L’ranus qui sont 
de l’ordre des excentricités des orbites. 

Nous arrivons à la Gn d'un siècle bien fécond en découvertes mémorables , et dont la flfêcaniauecé- 
dernière moitié est, sous le rapport de l'application de l’analyse aux mouvemens des *'^’ r ! ' c al. La- 
corps célestes , la période ta plus remarquable qui se soit encore écoulée. I*a publication 1 
d’un ouvrage qui présentât , sous un même point de vue , les théories de tous les phéno- 
mènes connus du système du monde, et qui contînt l'exposition complète des dé- 
couvertes nouvelles , tracée par l'auteur même d'un grand nombre d'entre elles, de- 
vait ajouter un nouveau lustre à cette époque déjà si brillante. C’est à M. Laplace 
que les sciences durent ce service signalé, et ce fut le 6 septembre 1799 que pa- 
rurent les deux premiers volumes de son 7 ’rnité de Mécanique céleste, u Développer 
si les relations qui existent entre les mouvemens et les forces qui les produisent (dit 
>t M. Biot, Mag. Encycl. , 5 * année , t. HI , p. 4~3 ) , en déduire la nature de la force 
st qui doit animer les Corps célestes , pour que leurs mouvemens soient tels que l’obser- 
jt vation les présente, s’élever ainsi au principe de la pesanteur universelle, et redes- 
n cendre de ce principe à l'explication de tous les phénomènes célestes jusque dans leurs 
tt moindres détails ; tel est l'objet de cet ouvrage, qui honore la nation française , et qui 
st est du petit nombre de ceux qui paraissent à des époques éloignées sur l'horizon dea 
71 scie -ces , pour y répandre une lumière que le temps et l'ignorance ne sauraient 
v éteindre. » 

L’idée de réunir en un seul corps les théories de toutes les planètes , dont chacune 
en particulier a fait le sujet des études d'un grand nombre de géomètres , et de déter- 
miner leurs mouvemens en poussant la précision plus loin qu'on ne l'avait jamais fait , 
paraît d’abord colossale ; et l'exécution de ce travail , qui ne forme qu'une partie de celui 
de M. Laplace , semble déjà supérieure aux forces d'un seul homme. Il est vrai que les 
grands rapports qui existent entre ces diverses théories, lui ont permis d’adopter pour 
toutes une marche uniforme ; et qu'après avoir établi , dans son second livre, les prin- 
cipes et les formule, générales, il ne lui est plus resté dans le sixième, qu'à pousser encoro 
plus loin ses approximations, à les appliquer aux planètes principales, eu ayant égard aux 
circonstances particulières où se trouve chacune d'elles , et à faire ensuite des substitutions 
numériques dont il a pu conGer une grande partie à d'habiles calculateurs. Cependant, la 
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réunion même de toui ces travaux, la généralité, la richesse, l'originalité et la profondeur 
qui régnent dans les méthodes et les formules analytiques, l'importance et la multiplicité 
des applications, leur utilité pratique , et l’exactitude dei tables qui en sont le résultat, 
assurent à l'illustre auteur de cette vaste entreprise la reconnaissance du monde savant, 
1 admiration des âges futurs , et doivent placer la Mécanique ce leste au rang des monu- 
mens les plus imposait* et les plus durables de l'esprit humain. 



NOTE 

. Relative aux formules du bas de la page 1 02. 

Les valeur t elliptiques de la longitude, du rayon recteur et de U tangente de la latitude, donnée* par 
M. Laplacc, psg. aoJ de von Mémoire, «ont : 

4 ant+A' — a*e sin (nf-f- t) -f-etc. , r = a [ i -f- ne cos (nt -f •) H- etc.], e= sin (nt -f- ô ); 
et il faut K rappeler que A' désigné la distance moyenne de la planète & une ligne lixe , lorsque ( = 0, 
que — sin { nt 4* «1 est ce qu’on appelle l'équation du centre , et que • et B sont lee quantités dont 1a 
planète est plus a Tancée que sun aphélie et son noeud, quand iss o, on, en d’autres termes, la différence entre 
lu longitude A' de l'époque, et les longitudes de l’aphélie et dn noeud. 

Les expressions des variables dans le cas du mouvement troublé, et lorsqu’on néglige les termes périodiques, 
à l’exception du premier de ceux qui entrent dans U seconde et la troisième valeur, sont 
4 = n t-f- A'+xA^u'n/ -4- * eD) #»■*•, 

r = a [i — Al// + «(e + f Jf/Dnt ) cos (ni -f- • ) — ( 3eA *+■ { Oit ) sin ( nt -f- • ) ] , 

* =(*V — i Ffplnt) sin (nt «+• 6) -b (*y A •+■ ; E)Jp>'nt cot(/tf + $) ; 
il les deux dernières peuvent être mises sous la forme 

r ss a ji — A/>*' -f * ( e -t- J f/Dnt) co* é>*') J J» 

$ = (n> — JF^a'/if ) ain £/tt •+■ lASft' «f- + • J » 

puisqu’elles se réduisent aux précédentes lorsqu'on développe les sinus et cosinus composes , d'après les séries 
de la page i ta , en se bornant a la première puissance de la masse perturbatrice. 

Si l'on compare maintenant ces valeurs à celles dn mouvement elliptique, on voit que l’orbite troublée peut 
être regardée comme une ellipse k élémens variables, dont la distance moyenne csia(i-AJ)/),la partie uniforme 
du moyen mouvement est nt (i -f- iAty! ) , et l'accélération de ce moyen mouvement est £«*4f*'(B — eD;n a t*, 
quantité qui , après un nombre i de révolutions, et lorsqu'on a ni = i.36o°, devient, en substituant au carré 
de 3Co« son produit par le rapport de la circonférence au rayon, (B — eDj»*.3Go # . 

On voit de même que l'accroissement de l’excentricité, ou de la moitié du coefficient de l’équation du 
centre , sera J nDJft'/if , et que la diminution de l’inclmaisou sera \ Ffp'nt. Eufin, si l'on met h part sous 1rs 

signes périodiques la partie nt ( I -f* aAJJu' ) , qui appartient au moyen mouvement, on trouve^A-f- 

•t - nf, pour exprimer Icsaccroisscmros de • et de 6; d’où l’on conclut, en se rappelant ce qnc représentent 

eet angles , et en supposant que A* ne varie pas, que ces quantités prises avec un signe contraire, donnent les 
accroivscmcns des longitudes de l'aphélie cl du nœud. 

Le terme qui est affecté de la masse perturbatrice dans l’expression dn demi-grand axe et dans celle du moyen 
mouvement , indique que , quoique dans le mouvement troublé le premier clément reste constant , et le > e— 
cood uniforme, leurs quantités ne sont pas les mêmes qu'elles seraient dans le mouvement elliptique j mais 
il est inutile de tenir compte de cette différence, lorsqu’on emploie dan* le cakul les valeurs appa~ 
rentes de ces élément telles qnc les donnent les observations , c'est-à-dire déjà modifiées par l'action 
mutuelle. C'est pour cela que nous avons vu , pag. t33 , Euler négliger une inégalité considérable qui prove» 
nait de l'intégration des équations dn mouvement troublé, comme étant comprise dans le moyen mouvement 
observé, et que M. Laplace a supprimé ici duos son expression analytique du rayon vecteur le teime — aAf{*\ 

FIN DE LA SECONDE PARTIE, 
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ÉLÉMENS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE 

DES MOÜVEMENS DES PLANÈTES ET DES SATELLITES , 

ABSTRACTION FAITE DE LEUR FIGURE. 

Après avoir cherché à faire l"Snalyse historique des principaux travaux des géomètres 
du 18 * siècle sur les mouvemens de translation de la Lune et des planètes, nous allons 
reprendre la partie analytique de cette théorie, en suivant les méthodes les plus nouvelles, 
et en cherchant à les présenter avec la simplicité et la brièveté qu’elles comportent. Nous 
exposerons d'abord en peu de mots le cas où il n’y a que deux corps qui s'attirent mu- 
tuellement; nous indiquerons ensuite comment on peut y ramener le problème relatif à 
un nombre quelconque de corps, en regardant l’orbite troublée comme changeant à 
chaque instant d’espèce et de position. Nous développerons les propriétés de la fonction 
perturbatrice , et la marche qu’il faut suivre pour calculer les variations périodiques et 
séculaires de tous les élémens. Enfin , après avoir démontré les théorèmes généraux les 
plus remarquables qui ont Heu dans les mouvemens des planètes , de la Lune et des 
satellites de Jupiter, nous terminerons cette exposition par l’indication rapide des sources 
où nous avons puisé pour l’écrire. 



CHAPITRE PREMIER. 

Équations générales. Mouvement elliptique. 

Considérons un système de corps sphériques , qui s'attirent mutuellement en raison v. 

J . . LTuationi gr- 

directe de leurs masses M, m, m , ni , etc. , et en raison inverse du carré des distances ; ncralr* du mon* 

et supposons les corps m, m', m",etc., en mouvement autour de M. Soient x,y, z', ' cn * cn1, 

x ".y", z", etc. , les coordonnées des corps m , m', m“, etc. , au bout du temps t, en pre- 
nant le centre du corps M pour origine; T, /, r", etc., leurs distances à ce point, 
et f , f, etc. , les distances mutuelles des centres des corps m et m', m et m’, etc. : les for- 
mules (B), de la page îaa, deviennent, en les étendant à un nombre quelconque de 
corps , et en adoptant les notatious précédentes : 
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ce sont les équations générales du mouvement relatif du corps m autour de M. 

a8 
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ai8 

Or l’on a 



V 4-.y’+*’» r— V (*'—•*)*+ (/—.y )’+(*'— *)'» >/î ? *+ÿ*+7 ï , «te. ; 



a.i x< _. 

ce qui donne ~j^ = 



d. 



xit 



yr 

dx 



xf 

r /il 



ai d.Ü^L ' 



ai l’on suppose donc 

C = m' + m* (J - S-±ÿ±ül) + etc. ; 

les équations précédentes se réduisent, en faisant M -f- m = ft, à 

far dû d‘y . nY dû d‘i . ni dû 



d ] x 

dF + 



_,t‘X îr 

r 1 dx* dt* r 1 dy’ 



d a i 

dt" 



4-^= — . 
^ r 1 d» 



(A) 



•t les valeurs de r, /, f, etc., donnent aussi 



û = m'(i- 






) + m ’( 7 



r % +d , ~ f‘ 
ar' 5 



)+ 



etc. 



Intégrale de* 
force* sises. 



On peut obtenir autant d’équations semblables pour déterminer le mouvement de 
chacun des corps m', m", etc. , et elles se déduisent immédiatement de celles qui sont 
relative* à m, en y changeant m , x ,y , z , r en m', x'', j»', d, ef vice versé, etc. Leur 
intégration rigoureuse étant impossible, par les méthodes connues, on est obligé de recourir 
à des procédés d’approximation pour les résoudre. On peut cependant , ainsi que nous 
l’avons déjà vu , parvenir à quatre intégrales premières de ce système d'équations. Nous 
ne rapporterons que celle qui tient au principe des forces vives, qui nous sera utile par 
la suite , et nous ne supposerons , pour plus de simplicité , que trois corps m , m' et M. 
Lus deux premières équations du mouvement des corps m et m' étant alors 



d'x 

JF + 



Mx 

r‘ 



+ 0 ? 



+ 



mx \ 

~ 7 r )~ 



m'ix' — x) 



:o, 



d'if Mx / (m' J mx\ m(x — x*) 

HF + 7T+ (yr+ —) = 

si l’on multiplie la première par a mdx — am t. ] a seconde par... 

M+m+a * 



a m'djd — am* 



mdx -f- m'dx 



et qu’on ajoute les résultats : les produits des derniers 



M 4* tu 4- m n 

ternies des équatiuns par les seconds termes des facteurs se détruiront identiquement; 
la somme des produits des seconds et troisièmes termes des équations , par les seconds 
termes des facteurs, sera égale et de signe contraire à la somme des produits des troisièmes 
termes des équations par le premier terme des facteurs. On aura donc simplement 

adxd’x , odr'd’x' a ( mdx 4- m'dx' ) ( md’ x 4* m'd‘x') 

m dt‘ ' m dl‘ (M 4" m 4" m)dt' 

,, /"a mxdx a m'x'dx\ a/n ni' (j/ — x) (dx‘ —dx) 

+ M K~?~ + -p-J + =°- 

Les équations qui se rapportent aux coordonnées y, y’, i, i donneront deux relations 
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analogues ; et on aura, en les ajoutant à la précédente et en intégrant , 
dx'+dy'-\-dz' , <£r'* -f-rfy'*-4-di * 

m — af. — + m — dï 

(mdx -$-m'dx' y~]-(ntdy-\-m' dy‘ y-)-(mdz+m' dz)‘ f - ,. /m m\ mm'~ 1 

(M + 4m')3F 2 L M K7 + v) + ~rJ ~ c • 

C étant une constante. On tire de là, en multipliant par M -f- m + m', et en réduisant, 

M + m' ) 

, ,(dx — rfr')’ + (dy — dy' )* + (dz — dz')* 

+ mm "dt* 

- a (M + m + m') [m (7 +£) + = C. 

Comme dans le système du monde , la masse M du corps central est toujours très consi- 
dérable par rapport aux masses des autres corps , on peut d’abord , dans la déter- 
mination du mouvement de m, supposer m' := o, m” = o, etc., ce qui réduit les 
équations (A) à celles-ci : 

’ ftv d'y pY d'z mz 

(*)•••• -37+ TT = o. (*)•••• 3 ^ + 7 T=o, ( 3 ).... ^+-7 = 0, 

qui donnent , comme les équations générales , quatre intégrales premières. 

En effet, si l’on multiplie (1) par dx , (a) partfy, ( 3 ) par dz, qu’on ajoute et qu’on 
intègre avec une constante arbitraire A , on obtient l’équation des forces vives 



, <f x* -f- dy ' dz' n 



dt' 



- = A, ou 



, dr' -f- r'dv' 

* dF~~~ 



■ - = A. 



..(a). 



en désignant par dv l’angle décrit par le rayon vecteur r dans l’instant dt. 

On obtient aussi , en multipliant (a) par x , (1) par y , en retranchant et en intégrant , 



— r ^ — — A'; et on a de même 
dt * 



zdx— vdz _ , , ydz — zdy 

dt ~ ‘ dt —* ■ 



A', A', A* étant des constantes arbitraires qui représentent le double des aires décrites , 
dans l’unité de temps, par les projections du rayon vecteur sur les trois plans des coor- 
données. 

Si l’on multiplie les trois équations précédentes respectivement pari, y et x, et 
qu’on les ajoute , on obtient 

A'z -j- h"y + k”x — o , 

équation d’un plan passant par l’origine des coordonnées , qui prouve que la trajectoire 
est une courbe plane. 

Soit A le double de l’aire décrite dans l’unité de temps par le rayon vecteur lui-méme, 
on a, d’après la théorie des projections. A* = A’*-f- A“* + A** ; et comme l’équation 
des aires a lieu sur un plan quelconque, on a aussi sur le plan de l’orbite , en exprimant 
en coordonnées polaires le petit secteur décrit dans l’instant dt, la relation 

r'dv = kdt . . . . (6). 

qui exprime que le rayon vecteur décrit des aires proportionnelles au temps. 



Mouvement 

elliptique. 



Intégrale* de* 
forer* vire* et 
de» aire*. 
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Si l'on élimine dt entre les équations (a) et ( 4 ) , on obtient , en faisant — = z, 
kdz 

dv = . ■ ■■■■■ ■ , équation dilférentielle de la trajectoire. 



+ 2ftL F? 

Le signe de i* indique que l’intégrale de la valeur de dt» est une fonction circulaire. 
Supposons, pour la trouver, 2/1 -f- 2 pz — k'z' = a — a étant une constante, et q une 
fonction linéaire de z : on a, en différenciant cette équation, et en remarquant qu'on doit 

avoir — h pourque les dérivées du second ordre de chaque membre soient identiques, 
— d’où q' = ('— X~) • ° = — . 

ce qui prouve qu’on pent réduire la valeur de dv à la forme 

k'dz 



dv : 



On tire delà, en intégrant, 



+ 2 hk‘ — {f — /[“a)* 



v = * + arc feos = , « étant une constante. 

\ V + aftav 



W + 

Émistioa de Réciproquement , si l’on remet - àla placede z, et qu’on tire la valeur de r, on aura 

orbite. r 

fe* 



Ÿ t 1 ' aAA* cos ( v — *) 

équation d’une section conique rapportée à son foyer. 

Pans le cas actuel , on sait que le corps m doit décrire une courbe fermée ; ainsi, il faut 

que ce soit une ellipse dont M occupe un des foyers ; et comme l’équation polaire de 

, , , , . a {1 — c*) 

l’ellipse est en general ( voyez nota 1 , p. 97), r = - f c ~ o ; ç v ■ 

en désignant par a et ce son demi-grand axe et son excentricité , et par v et • les angles 
que font le rayon vecteur et la ligne du périhélie avec un axe fixe situé dans le plande l’orbite: 

on a, en comparant ces deux équations , les relations A = V' / i*“ I ( 1 ~e')i A = — — 

2 (2 

qui déterminent les constantes h et k de l’intégration en fonction des élémens a et e du 
mouvement elliptique. 

Si l’on élimine dv , au lieu de dt, entre les équations (a) et (b) , on aura l'équation 

rfr* q» ^ * 

-rr+ — — — = 2 h, qui donne, en mettant pour h et h leurs valeurs, et ea ti- 
ut r T 



rant la valeur de dt, dt = ^ 



rdr 



f* f/ 2cr — r 4 — c(i— e*)* 

Cette équation devient intégrable lorsqu'on y fait r = 0(1 — e cos u) , et elle donne 

alors, en supposant \J ~n, ndt = (1 — e cosu) du, 
d’où l'on tire, en intégrant, nt -f- c = u — e sîn u , 

c étant u-e constante arbitraire , et u l'angle qu’on appelle anomalie excentrique. 

La comparaison de cette équation avec l'équation (5) de la page 98, montre que dans le 
cas actuel , ni -f- c est ce qu'on appelle Ycnomahe moyenne , tandis que v — « est l’ono- 
' mahe vraie. 5 i l’on égale la précédente valeur de r à celle que fournit l’équation polaire 
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de l'ellipse , on obtient une relation entre les anomalies vraie et excentrique , savoir , 

Cos ( v — a ) = C ° s U ^ — , d'où l’on tire aisément l'équation (3) de la page 98. 

On peut donc exprimer r et v — «en fonction de u ; mais la relation qui a lieu 
entre u et ni étant transcendante, les valeurs de r et de v en fonction de l'anomalie 
moyenne et des élémens fournis directement par l'observation, 11e peuvent être qu'appro- 
chées. Ainsi , quoique dans le cas du mouvement elliptique le problème de calcul in- 
tégral soit complètement résolu , il n’en est pas de même du problème astronomique. 

Cependant une circonstance particulière, savoir, la petitesse des excentricités des orbites 
de presque tous les corps de notre système , permet de développer les valeurs cherchées 
en séries très convergentes qui procèdent suivant les puissances de cet élément, et les 
sin. ou cos. des anomalies moyennes ; on peut même y parvenir sans recourir à l'angle 
auxiliaire u, et nous allons en faire le calcul, en nous bornant au carré de l’ex- 
centricité. 

L'équation de l'ellipse donne d'abord , en la développant et en négligeant les e', etc. , Valeurs 

approchée» du 

r* = a*(l — e*)* [ 1 3e cos (v — a) + 3e* COS* (v — ai)] rayon vecteur 

, et de la Inntti- 

— o* y 1 — e* [ 1 — oecos (v— a)4*Je* cos a (v — *)]; tndeaur le pian 

. - de l'oibiie. 

l'équation des aires r’dv — ( pu ( 1 — c*) dl = a’n \/ 1 — e‘ dt, donne, en y substi- 
tuant cette valeur, et en intégrant , v — ac sin ( v — •) -J- ^ e* sin a ( v — a) = nl -f- t. 

La constante 1 est la valeur de v quand t =0 , ou la longitude de l’époque; n est la 
vitesse angulaire dans l'unité de temps -, et l'angle nt -I- t étant ce que devient v quand 
e = o, représente le mouvement uniforme d'un corps tournant autour de M dans une orbite 
circulaire : c'est ce qu'on nomme la longitude moyenne, par opposition à v, qui est la 
longitude vraie dans l’orbite. 

Si l'on substitue dans le second membre de l'équation 

v= nt -f- < -f- aesin (v — a) — ^ e* sin a (v — a) , 
la valeur de v quand e = o , en se bornant à la première puissance de e, on a 
v = nt -f- < -f- ac sin ( nt + • — a) ; la substitution de cette dernière valeur , dans le 
second terme de l'équation , et de la précédente dans le troisième , donne ensuite 
v = nt 4- ■ 4“ a * >in C n * "f" • — a 4- ae sin (nt -f- « — #)] — j e* sin a (ni 4 * 1 — a) , • 
d'où l'on tire, en développant, et en se bornant aux e*, la valeur cherchée 
v = nt -f~ < 4~ ae sin ( nt > — a) -j- J è* sin a ( nt -f- 1 — a). 

L'angle ni - f- 1 — a, ou la longitude moyenne moins la longitude du périhélie étant ce 
que nous avons désigné plus haut par nt -f- c, on tire de là c = 1 — a. 

Si l'on substitue la valeur de v de l’ordre e dans l'équation de l'ellipse, on obtient 
r = o(i — e’){i-f-e cos [ni - f- • — » -f- ae sin (ni -J- 1 — a)]J“‘, 
ou en développant et réduisant, en sc bornant aux e” , 

r = a [ 1 -H • e ’ — e cos ( "t -f- 1 — a) — i e* cos a ( ni -f- 1 — a )]. 

On voit que dans les termes périodiques des expressions de r et de v, le numéro du 
multiple de ni 4~ • — a est le même que l’exposant de la puissance de « qui multiplie 
le sinus ou cqsinus de ce multiple. Cela tient à ce que ces termes proviennent de la 
réduction des puissances de e sin ou cos (ni 4- 1 — a) en multiples, et à ce que, dans 
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cette réduction , le plus haut multiple qui puisse être produit est égal , d'après la théo- 
lie de la multisection des angles, à l’exposant même de la puissance, et, dans ce cas 
par conséquent, à l'exposant qu'acquiert l'excentricité e. Si l’on voulait pousser plus loin 
ces déreloppcmens , la réduction, opérée pour les puissances supérieures, amène- 
rait les sin. ou cos. de tous les multiples inférieurs , savoir , ceux de numéro pair sf 
l'exposant était pair , et ceux de numéro impair si l'exposant était impair ; et si l'on ras- 
semblait les résultats , les coefliciens des sin. ou cos. de chaque multiple pair for- 
meraient une série ascendante composée des seules puissances paires de l'excentricité, on 
réciproquement, et dont le premierterme aurait toujours pour exposant le numéro même 
du multiple ; de manière qu’en s'arrêtant aux e’, par exemple, on pousserait l'approxima- 
tion aussi loin , pour les termes dont les multiples sont pairs , que si l'on allait jus- 
qu'aux a*. On peut aussi démontrer «i priori, que les développemens doivent avoir cette 
forme, pour que les valeurs de r et de v ne changent pas de forme, selon qu'on place 
l'origine des anomalies au périhélie , ou à l'aphélie. (Vcycz Méc. cil . , t. I, page i8t ). 

Quant à la détermination de la position du plan de l'orbite, par rapport à un plan 
fixe : soit y 1 inclinaison du premier plan au-dessus du plan des a y , et « la longitude du 
noeud ascendant , ou l'angle que fait avec l'axe des x la ligne d'intersection de ces deux 
plans , compté dans le sens qui va des x positifs aux^y positifs ; les formules ( 5 ) et (7) de 
la page 69, auxquelles on peut parvenir par l'intégration, ainsi que nous l’avons vu 
pour la seconde , page 1 55 , servent à déterminer la longitude du mobile comptée sur le 
plan fixe, et sa latitude au-dessus de ce plan , lorsqu'on connaît la longitude sur le plan 
de l'orbite , l'inclinaison et la position de la ligne des nœuds. 

Soit m le mobile , et 4 sa projection sur le plan des xy ; menons du centre C comme 
origine, les coordonnées rectangulaire^ Ca, ab, bm, parallèles aux trois axes CX, CY,CZ; 
abaissons les perpendiculaires md et bd sur la ligne des noeuds CN, nous aurons 
mbd — y , XCN=«, zr=mb = bd tangy, bd = ob cos et = (y — x tanga) cos « ; 
d’où l'on tire l'équation du plan de l'orbite z = y tangy cos * — x tang y sin a. 

Nous avons déjà trouvé pour ce même plan l'équation k'z -f- h' y -f- k m x = o : 

et comme l'on aA'snàcosy, la comparaison de ces deux équations donne 

W = — k sin y cos et, k m = k siny sin « ; ainsi puisque k“ et k r sont les projections de 
k sur les plans des xt et des yz , on voit que les cosinus des inclinaisons de ces plans, 
avec celui de l'orbite , ont pour expressions — siny cos « , et siny sin et. 

On peut transformer les coordonnées x, y, z en deux autres p et q , situées sur le 
plan de l'orbite , et rapportées à deux axes rectangulaires CP et CQ , passant par l'ori- 
gine , et dont le premier, dirigé suivant la ligne du périhélie, fasse un angle PCN = î 
avec la ligne des nœuds. 

En clFet , si l'on désigne par A , A', A' les cosinus des angles que font les axes 
CX , CY , CZ avec Taxe CP, et par B , B’, B* ceux qui se rapportent à Taxe CQ , on 
aura, d’après les formules connues, 

x = Ap -f- Bq , y — A 'p -f- B ’q , z = A ’p ■+■ B ’q. 

Or, si Ton considère la pyramide triangulaire CXNP , dont le sommet est en C , et où Ton 
a XC.N — m, PCN = C, XNP = 180° — y , on aura , d'après la formule fondamen- 
tale de la Trigonométrie sphérique , 



A = cos PCX = cos « cos f — sin et sin C cos y ; 
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•t de là, en changeante en 90° -f- C , B = cos QCX = — cos * sinC — sin* cos» cos y ; 
la pyramide CYPN, où NCY = go* — « , donne de même 

A'=cosPCY = sin * cos C -f- coa 4 sin C cos y , 
et de là, en changeant Cen qo° C , B' = co«QCY =— sin* sinf -+• cos* cos f cos» ; 

enfin la pyramide CZPN, où l’angle plan ZCN est droit, et où l’angle dièdre PNZ=go° — y, 
donne A" = cosPCZ = sinC sioy, et de là B' = cos QCZ =3 cos» sin y. 

Quant aux valeurs de p et de <7, comme l’on a dans le plan de l’orbite mCP = v — *, 
on tire de là p = r cos ( v — ») , q = t sin ( v — « ) , ou en mettant pour les seconds 
membres leurs expressions en fonction de l’anomalie excentrique , 

p =s a ( cos u — e ) , q = a \/ 1 — e* sin u. 

Ces équations servent à déterminer x, y , z en fonction des élémens et de l’anomalie 
excentrique , et elles font Yoir que l’on peut , au moyen de la relation qui lie les ano- 
malies moyenne et excentrique, développer aussi les valeurs de ces coordonnées en 
fonction des sinus et cosinus de l’angle nt + c. 

On voit, en résumant ce qui précède, qu’on peut regarder les six quantités a, e, », «, y, 1 
comme étant des constantes qui proviennent de l’intégration des équations du mouvement - 
elliptique, et que c’est de la valeur du moyen mouvement nt, jointe à celle de ces six 
élémens , dont le premier est une ligne , le second un nombre , et dont les quatre autres sont 
des angles comptés à partir de lignes fixes , que dépendent la détermination du lieu du 
mobile , de la nature et de la position de son orbite. 



CHAPITRE II. 



Mouvement troublé. Variations des élémens. 

AvaST de revenir à la considération du mouvement tTOublé , nous allons établir une L*mme ton- 
proposition importante, relative aux constantes arbitraires qui proviennent de l’intégration ‘" r ,a 

des équations du mouvement elliptique. coniuntc, uln- 

dx d dz Usires. 

Supposons , pour cet effet, ^=x,, -£ =_y,, — = i, ; x, , y , , a, étant ainsi 

les composantes, parallèles aux trois axes, de la vitesse du corps m au bout du temps t', dési- 
gnons aussi par Y l’intégrale de l’expression de la force du corps central M, regardé comme 
immobile, sur le corps m, multipliée par l’élément de sa direction, en sorte qu’on ait 

*=/£=-?• 

Les équations (i), (a), ( 3 ) de la pag. ai 9 , où l’élément du temps est regardé comme 
constant , et où les variables x,y t z sont indépendantes entre elles , deviendront alors 

d*. + j-- dt = o , dy, -j- ~ dt = o , dz, -f- ~ dt = o . . . . (c). 

Supposons-les intégrées avec six constantes arbitraires , que nous désignerons générale- 
ment par les lettres a , 4 , c, e, f, g : la substitution des valeurs qui en résultent pour 
les variables , dans ces mêmes équations , devra rendre celles-ci identiques ; le temps 
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et les constantes devront se détruire, sans prendre de valeurs particulières J pour que 
les équations soient satisfaites. Puis donc que les constantes doivent demeurer arbitraires, 
on peut les faire varier, et il est permis de différencier les équations du mouvement, par 
rapport à une ou plusieurs d'entre elles, sans que ces équations cessent d'avoir lieu. 

Désignons par i une espèce de variations des constantes arbitraires , et par a des va- 
riations différentes des mêmes constantes , en conservant la caractéristique d pour expri- 
mer la variation par rapport au temps t. Comme x , y , a sont des fonctions supposées 
connues d et, a, b, c,e,f, g, l'on a 

et ainsi de suite. 

Faisons varier successivement la première des équations (<) par rapport à t et à A , et 
retranchons le second résultat, multiplié par fx , du premier multiplié par Ax, nous 
aurons, eu remarquant qu'on a en général i'.du = d .tu , A. du — d. Au : 



A xd.tx, - — fxd.Ax, A xi~ 

Or, on a Axd.tx , s= rf(Aj éx,) — ix,d.Ax , J'xd.Ax, 



d\ , d\ 
dï~ ixA - dJ 



O, 



■■ d(fxAx x ) — Ax,d.ix-, 



on a aussi, par la nature de x, , et des variations A et 

d. Ax “ Ax,dl , d.tx — tx x dt , 

cequiréduit l’équation précédente à d (A xtx, — ïxAx,) -f- Axi'. ^ — fxA. o; 

et comme les variations des équations relatives à y et x donnent de semblables relations , 
on a , en les réunissant, 

d ( Axf'x, — éxA.r, -f- Ayiy, — é^Ay, -f- AxJi, — élAi, ) 

. A . d\ . „ rfV , A . <fV . „ dV , , . d\ . A d\ 

+ ***■ dx- lxA - Ji + -dÿ-* yA -dj+ Azl - d;- iiA -di = °' 

La quantité Y étant une simple fonction des coordonnées x, y, s, ne contient les 
constantes qu'autant qu’elles entrent dans les valeurs de x, y , z, ce qui donne 

. dv d'y . , «*>v . , d‘\ . A dv d'y A , 

*’ dl = 5F ** + dlTy *y + dUz ** A dï = lP AX + etc > 
et ainsi de sujfe. Ces valeurs font voir que tous les termes de la seconde ligne de l'équation 
précédente se détruisent mutuellement; et on tire de là, en intégrant l'autre partie , 
la relation cherchée > 



Axtx, — i'xàx, -f- Ayi'y, — tyAy, -f- A zfz t — «fila, = const. 

Ainsi la fonction des variations des coordonnées et des vitesses , prises par rapport aux 
constantes arbitraires , qui forme le premier membre de cette équation , jouit de cette pro- 
priété singulière, qu'en y substituant les valeurs des variables exprimées par le temps et 
par les constantes arbitraires , elle doit devenir indépendante du temps , et ne plus con- 
tenir que ces mêmes constantes, avec leurs différentielles premières. 

Supposons maintenant qu’on ajoute respectivement aux seconds membres des trou 
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aa5 



équations (<-) , les termes ^ dt , ~ dt , ^ dt , afin de rendre ces équations analogues Réiloctum <t« 
dx dy dz 

à celles du mouvement troublé (A) ; on pourra ( voyez pag. 119 et i 85 ) satisfaire à lu mmi eUipiiqo*'" 
totalité de ces équations, au moyen des expressions de x,y, z, en fonction du temps et 
aies constantes arbitraires, qui proviennent de l'intégration des équations sans dernier 
terme , pourvu qu’on rende variables ces constantes arbitraires ; mais celles-ci étant 
en nombre double de celui des variables , et des équations auxquelles il faut satis- 
faire, on pourra les assujétir de plus à un nombre de conditions arbitraires égal à celui 
de ces variables. 

Les conditions les plus simples et les plus convenables , sont que les valeurs de :r, , 
y , , z, conservent aussi la même forme que si les constantes ne variaient pas ; c'est-à-dire 
qu'on ait, en désignant par S la variation par rapport à toutes les constantes arbitraires, 
les équations tx = o , ly = o , fz = o. De cette manière , non-seulement les es- 
paces parcourus par les corps , mais encore leurs vitesses , seront déterminés par des 
formules semblables , soit qu'on considère ou non l'action des forces perturbatrices ; 
l'ellipse variable deviendra osculatrice de la véritable orbite du mobile, et les équa- 
tions différentielles entre les nouvelles variables seront en nombre double, mais du 
premier ordre seulement. Nous avons déjà posé les trois premières; il en résulte que 
les différentielles secondes de x ,y , z, par rapport au temps, seront augmentées lorsque 
les constantes deviendront variables , des seuls termes fx , , fy , , i'z,. Si l'on substitue 
leurs valeurs complètes dans les équations du mouvement troublé : comme la partie 
des premiers membres de ces équations , qui ne provient pas de la variation des cons- 
tantes , a lieu séparément, puisque les équations (c) se vérifient identiquement, quelles 
que soient les valeurs des constantes , l'autre partie doit satisfaire aussi au reste des 
équations ; d'ailleurs V , qui est une fonction des coordonnées et non des vitesses , ne 
prend pas d'accroissement quand les constantes deviennent variables ; on a donc sim- 
plement 

. do , . dn , , da , 

= dx dt • *y' ~ dy dt > ** ~ SI *'* 

équations qui donnent, en les ajoutant , après les avoir respectivement multipliées par 
Ar, Ay, As, 

A*/*, -f Ayly, + Ai i'z, = + = Aadt. 

On tire de là, en retranchant du premier membre la quantité t'xAx, -f- <tyAy, -j- tzA z , , 
qui est identiquement nulle , en vertu des équations tx = o, ty = o , h = o : 

AO dt = Ai «r, — fxAx, -f- Ayt'y, — /vAy, -f- A ztz, — J’z.âi, ; Propriété de U 

J J foiction peitur» 

et le second membre de cette équation étant précisément la même fonction que nous 
avons vue être constante ou indépendante du temps , on voit que la fonction O des 
masses et des distances , dont les d.fférentielles partielles expriment les composantes des 
forces perturbatrices , a aussi la propriété remarquable que sa variation , par rapport aux 
seules constantes arbitraires , est indépendante du temps : de telle manière, qu'après avoir 
substitué dans son expression les valeurs de x , y , z en fonction du temps et des cons- 
tantes arbitraires , on peut y faire t nul ou égal à une valeur quelconque. 

3 9 



Digitized by Google 




*aS TROISIÈME PARTIE. THÉORIE GÉNÉRALE , 

Soient donc a, C, y, a, /», » les valeurs de x, y , z, x, , y, , z, quand t = o : on 
pourra les substituer dans le second membre de l'équation précédente , qui se réduira 
ainsi à la forme 

A Odt = A «et A — AéX 4" A*é)w — et «Aie ûyf p /yAl. 

V .m'a pions des Particularisons maintenant A , et supposons d’abord qu'il désigne une variation par 

<!«" acuti' il!- ra PP ort A * seul , en sorte qu'on ait Aa = o , Af =r o, etc. : nous aurons alors simplement 

tUfc *- dn A ... . * da , 

A mdt = AcJa, d ou 1 on tire Ja = — ; 



T 



le second membre de cette équation étant une fonction de l’élément du temps , on voit que 
Ja variation marquée par la caractéristique t, peut maintenant être rapportée également 
au temps t\ ainsi il est permis et même convenable de changer le t' en d, ce qui donne 

- da j 
*=;&*• 

Les mêmes considérations, appliquées successivement aux variations de C, y , A,/*, s, 
donnent aussi 



, da , da , 
** = 3? dl> d, = dï dt > 



. dn , 

* = - a? d*> 



j- d ° j, 

d, = -^dt, 



dy = -^dr, 



équations qui , étant jointes à la précédente , peuvent servir à déterminer d’une manière 
bien simple les variations des coordonnées et des vitesses initiales , dues à l'action des 
forces perturbatrices. 

Ennssionsgé- Cependant comme l’nsage astronomique, de même que l'intégration, introduisent, 
Sin» de'*”"** comme nous l’avons vu, d'autres constantes arbitraires , savoir, les six éléroens du niou- 
fnnetlondeccUci ventent elliptique, ce sont leurs variations dont il faut obtenir les expressions, et on 
' ' peut y parvenir aisément , au moyen des équations précédentes, en regardant ces élémens 

comme des fonctions de «t, C, y. A, p, r, ainsi qu'ils doivent l’être nécessairement. 

En effet, désignons, comme au commencement de ce chapitre, ces élémens par les 
lettres a, b , c , e , f, g, on a alors 



dn . / dn dz . dn dZ dn dy 

da 1 \da.da'dZda'dyda' 



dn d A dn dft dQ dt \ , 

'Tld+TÏTi'+'T Ta) dt ’ 



dn da 



ou en mettant pour j- , jr, etc. , leurs valeurs tirées des équations précédentes , 



dn 

Ta 






dy , 

K* - 






da 



on a d'ailleurs 



rfA 



*=£■*>+ j i 



■» + ** + a* + £''/+x«r. 



de- ' dt~^df a J^ ag 1 

et il en est de même pour les variations de toutes les autres constantes; si l'on suppose donc 



da 


d A 


d* 


d * 


+ 


de 


dp 


dp 


dZ 




dy 


dt 


d? 


dy 




da 


db~ 


da 


db 


T 


Tb - 


“ da 


Tb 


+ 


dd 


T> 


~ 3â 


db 


da 


dx 


d* 


da 


+ 


X 


dp 


dp 


dZ 


+ 


dy 


de 


d, 


dy 


= M 


Tb 


da 


" Tb 


Ti 


db 


d a 


’ 55 


da 


db 


da 




da 


da 


dx 


dx 


da 


+ 


dZ 


dp 


dp 


dZ 














da 


de 


da 


de 


da 


de " 


da 


T 


+ 


etc. 


= 


et 


ainsi de s 
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°n aura ~dl^= [>,J]dA -f- [a,c]rfc + [a,e]rfe 4- [a,f]df + [a, g] dg, 
, ^rz * = U>,a]da + [6,e] de -f. [6,e] de + [b,f~\df + [6, g~] dg, 



Les coefliciens représentés par des lettres entre crochets carrés , sont , par leur na- 
ture , indépendans du temps ; la valeur de ces symboles est nulle lorsque les deux lettres 
sont les mêmes , et elle change seulement de signe quand on y change l'ordre de ces 
lettres , en sorte qu’on a £cr,a] = o , [6, a] == — [a.6], etc. 

On voit ainsi que les expressions générales des différentielles partielles de la fonction Q, 
par rapport à chacun des six éléraens du mouvement elliptique, multipliées par l'élément du 
temps, sont données par la somme des différentielles des cinq autres élémens, multipliées 
par des coefliciens indépendans du temps, qui sont égaux et de signe contraire pour les 
élémens correspondans ; de manière que si l'on représente par l le coefficient de db dans la 

valeur de -5 dt , — / sera le coefficient de da dans la valeur de ^ dt, et ainsi de suite. 
da db , 

Une conséquence qui résulte de ces formules, c’est que la variation de la fonction Q, en 
tant qu'elle dépend de celle de tous les élémensn, b, etc. du corps troublé, doit être nulle. 

En effet, si dans la différentielle complète ^ da -f- -J* db + etc. de a par rapport aux 
élémens de m , on substitue les valeurs précédentes de ^ , etc. , tous les termes se dé- 
truisent mutuellement. Ce résultat remarquable tient i ce qu'on peut supposer, ainsi 
que nous l'avons vu page 1 85 , que l’orbite reste constante pendant l'instant dt , et qu'elle 
ne varie que d’un instant à l'autre. 

Les formules précédentes donnent les valeurs des différentielles partielles de O , en 
fonction des variations des élémens , tandis que le problème proposé est inverse , puis- 
qu’il consiste à déterminer les variations de chaque élément en fonction des forces per- 
turbatrices ; mais comme on doit prévoir que le calcul des coefliciens de chaque terme 
en fera disparaître un grand nombre , et qu’il suffira ensuite d'une simple élimination 
entre les équations définitives , pour obtenir les variations de chaque élément en parti- 
culier , on peut se servir des formules dont il s’agit pour la détermination cherchée , 
et cette marche, quoiqu'un peu indirecte, est la plus simple pour le calcul. 

Ces formules , au nombre de six, contenant chacune les variations de cinq élémens, 
le nombre total des coefliciens qu'on doit déterminer est de trente; mais il suffit, 
d’après la remarque faite plus haut , d'en connaître la moitié , pour en conclure l'autre 
immédiatement par un simple changement de signe. Le calcul de ces quinze premiers 
coefliciens étant encore un peu long , on a cherché à le simpliGer en déterminant direc- 
tement quatre des équations dont on a besoin , au moyen des intégrales premières du 
problème, et nous allons exposer ce procédé d'après M. Poisson. 

Nous avons trouvé, dans le mouvement elliptique, les équations 



d r* -f- rfy* + rfz* 

2 ? 






rdy — yrfjr 

— = 



Digitized by Google 



JL J . dQ J J dC1 J 

dh = s ^ + 3? *y + Tl dl ' 



sa8 TROISIÈME PARTIE. THÉORIE GÉNÉRALE; 

Dans le cas du mouvement troublé, les seconds membres de ces équations, au lieu d’être 

nuis, sont tj'l ( ^ d * + ^ d y + ^ <**) pour l'une, et ^ (x ^5 * pour 

l'autre. Pour exprimer que les équations ont la même forme dans les deux cas, il suflit de 
supposer que les constantes h et k' deviennent variables dans le second, par l'effet des 
forces perturbatrices, et de poser 

dy “J ^ dl “* > = (?% “ J'È) *• 

On peut mettre ces valeurs sous une forme plus convenable , et y substituer les coor- 
données polaires aux rectangulaires. En effet, la première est la différentielle com- 
plète de O par rapport aux coordonnées du corps troublé. Or , nous avons vu que 
ces coordonnées pouvaient être exprimées en fonction de la seule variable nt -f- c. Si 
donc on regarde comme constant le coefficient n qui multiplie t, supposition que 
nous vérifierons dans la snite , on aura simplement . 

da , , da . , da , da , 

11 - dx + dj J y + dZ dz = dit' ndt ’ 

ce qui donnera, en remarquant que si R est une fonction de nt + c, on a en général, 

dR dR . ,, dCl . 

dit = -de ' lé< * ua, ‘° n dh = n Tc dt - 

Pour transformer d'une manière analogue la valeur de dh', il faut reprendre les expres- 
sions de x et y en fonction de p et de g, données à la fin du chapitre précédent , en y met- 
tant pour A, B, etc., leurs valeurs. Elles donnent alors, en observant que p et q ne sont pas 

fonctions de a , ^ = — y , ^ = x ; et comme l'on a , en regardant « comme fonction 

, . dfl dCi dr dCl dy , , dCl dCi dCl 

de x et dey, - = -- + ^^,0» tire de là -= x --y 

On peut parvenir au même résultat sans recourir aux formules de la transformation 

des coordonnées , en remarquant que puisque et ^ désignent les composantes des 

dx dy 

forces perturbatrices suivant les axes des x et des y , la quantité x -j- — y exprime 

le moment de ces forces autour de l'axe des s. Ce moment est indépendant de la coor- 
donnée z , et il serait le même dans le cas où l'on aurait z = o , et où le mobile se trou- 
verait sur la ligne des noeuds. Or on a, sur cette ligne, x= r cos «,y = r sine; d’où l’oa 
tire , en transformant les différentielles partielles ( ainsi que nous l'avons déjà fait p. 126), 

X Ty~y-dd=T*> CtdeIà dk = d^- 

Cette formule fait voir que la différentielle du double de l'aire décrite dans l’unité de 
temps parla projection du rayon vecteur sur le plan desxy, est égale au produit de l’élé- 
ment du temps par le moment des forces perturbatrices autour de l'axe des z, ou par 
la différentielle partielle de a par rapport à l’angle a : angle dont le sommet est à 
l'origine , qui est situé dans le plan des xy , perpendiculaire à l'axe de rotation , et 
qui Tarie dans le mouvement autour de cet axe; et comme ce théorème a lieu , quelque 
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< 6 it le plan que l’on considère , pourvu qu’il passe par l’origine des coordonnées , on peut 
en profiter pour obtenir deux nouvelles formules, sans recourir à la considération des deux 
dernières équations que donne le principe des aires. 

Eu effet, si l’on prend le plan même de l’orbite pour celui sur lequel a lieu le mouve- 
ment , et C pour angle variable : le moment des forces. perturbatrices autour d'un axe per- 
pendiculaire à ce plan sera , l’aire élémentaire correspondante sera dk , et l’on aura 

, _ dCx . 

par conséquent an = sr dt. 

Clm 

De même, si l’on considère le plan de l’angle y, ou le plan mené par l’axe CZ et 
par une perpendiculaire CR au plan de l’orbite , le moment des forces perturbatrices sur 

ce plan sera -j- ; on aura donc, en désignant par dg la projection de l’aire élémentaire dk 

dy 

sur ce plan , dg=. -p dt, et il ne s'agira plus que de déterminer dg. 

Or l'on sait, d'après la théorie des projections, qu'étant données celles d’une aire plane 
sur trois plans rectangulaires, on aurasa projection sur nn autre plan passant aussi par l'ori- 
gine , en prenant la somme des premières, respectivement multipliées par les cosinusdes 
inclinaisons de ce plan aux trois plans coordonnés. Dans le cas actuel, une aire élémentaire 
est donnée , savoir dk ; se» projections sur les trois plans des xy , xa et yz sont dk', dk", 
dk” ; le premier plan est perpendiculaire au plan de l'angle y, le second fait avec lui un 
angle complément de a , mais qui , étant situé du côté des y négatifs, doit être pris avec le 
signe — ; enfin le plan des yz fait, avec le plan de l'angle y, l'angle*; on a par conséquent 
dg ~ dk" cos (a — go°) -j- dk" cos « = dk" a in et -f- dk * cos* ; 
et comme nous avons trouvé pag. aaa, k" = — h siny cos * , k" = k siny sin* ; 
on tire de là 

dg^i — sina[<f(/umy)cos* — è^inysin*<fa]-l-COS*[<f(tsiny)sin*+iâiny cosadaj —küXDyda, 

ce qui donne enfin l’équation cherchée k sin y d* = ^ dt. 

Rassemblons maintenant les formules précédentes , qui ont lieu pour une loi quel- 
conque d’attraction, et, substituons-y, pour h, k 1 1 k', leurs .valeurs dans le cas du 
mouvement elliptique, savoir, 

h =3 — —, k = t / feu ( i — e*) = tfny / 1 — e* , k' = h cos y ; 
aa 

nous aurons dh = : 

2 a* 



dk = dk co s y 



dk 



k sin y rfy, 

=i y/® 3 fa- da- 



df, 



-, , „ dû an . 

«t de la -j- « =2 — da, 
de a 

da 



an , on , , a’ne, , an - , / ; . - 

sx <w= — V J — e da — —de. s~ dt — arn y i— «* sin» a*, 

dC a r y/,_ e * dy 

da an . / . a'ne . , . , ; . » 

cosy de— a’n y t — « »my dy. 



da 



«éi . an j - 

^dt= T< /r- i *co»yd a _ 
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Dcttrminition 
Ae* dm derniè- 
re# équations , à 
l'aide de» pièce- 

dente». 



Transformation 
de variable*. 



a 3 « TROISIÈME PARTIE. THÉORIE GÉNÉRALE , 

La loi quenousavons observée, p. 337, dans les expressions générales des différentielles 
partielles défi, noos permet de conclure presque immédiatement, de ces quatre équations. 

<Ü1 . ... an 

a 



celle àe‘~dt devra contenir le terme — ™tlc ; 

dn 



les deux dernières.En effet, puisque la valeur de -j- dt par exemple, contient le terme — da, 

la valeur de ^ dt ne contenant point do 
dy 

terme multiplié par da, celle de dt nwrenfermera pas non plus de terme en dy ; et 

ainsi de suite. On voit par là que les expressions des différentielles partielles de Q, par 
rapport aux deux élémens a t te, seront de la Forme 

^ dt — — — de — \/ 1 — e‘ ( d» -f- cos yda)-f- [a,e] de, 

° m (di -f- cos y de) — C a *0 da , 



da , 
dJ Jt = 



V/ 1 — e* 



tt! ir ■ .dxdr, dedx, dydy, dy dy, dzdz, dzdz, 
en désignant par [a,e] le coeffimentg- £ -Z- + . 

qui est le seul qui ne puisse pas être déterminé par les équations précédentes,et ne puisse l'être 
que par le calcul direct. Or, si l'on reprend lesvaleursx = Ap -\-Bq,y = A/i+B'q, de la 
page 233 , en remarquant que les cosinus A , B , A", B', etc. ne dépendent nullement die a ni 
de e , qui sont les dimensions de l’ellipse , et que l'on a d’ailleurs A’ -f- A' 1 -f- A”* = t , 

B* -f- B 7 * -f- B**= 1 , AB 4 * A'B' 4 - A“ B'= o : on aura , en faisant jfî— Pi » ^ » 

Ta el = $ - $ ÿi + $ ih. 

é * ■* aâ de Ulella ' 3â de de 3ZT 

■ t (Jn 

Mais p — a (cosu — e), q = a y 1 — e'sinu, d’où l'on tire p, = — a sin u 

q, —a y' 1 — e’ cos u ~ , ou en ayant égard à l'équation ndf = ( t — e cos u) du dd 

lapas. aao: an sin u an y 1 — e* cos u 

‘ 6 p, , q, — - . 

1 — ecosu 1 1 — e cos u 

On voit par là que tous les termes du coefficient cherché amont sin u en facteur com- 
mun ; et comme ce coefficient doit être indépendant du temps , on peut y supposer par 
exemple nt= — c, ce qui donne u = o, et de là £a,e] = o. 

Les équations précédentes sont maintenant en nombre suffisant pour la détermination 
cherchée -, mais avant d'en tirer , par l'élimination , les variations des élémens , il faut 
substituer aux quantités cet C, introduite» par l’intégration et par la théorie des momens , 
leurs valeurs en fonction des deux élémens ■ et 0, qui désignent la longitude de l'époque , et 
la longitude du périhélie, comptées à partir d’une ligne fixe située dans le plan de l'orbite. 

Nous avons trouvépag. aai, c— • ce qui donne dc~dt — dm. Quant à l'angle », qui 
est indépendant du lieu du noeud, son accroissement provient uniquement du mouvement 
du périhélie pendant l'instant dt ; tandis qu’il est aisé devoirque celui de l'angle C, qui ex- 
primela distance du périhélie à la ligne des nœuds, se compose du mouvement du périhélie, 
moins le mouvement du noeud sur le plan de l’orbite, ou de l'accroissement de l'angle 0, 
moins celui de « projeté sur le plan de l'orbite ; on a donc d! = de — cosytf*. Or , si l'on 
considère alternativement O comme une fonction de c , ! et « , on de ■ , • et e , et qu on 

désigne par sa différentielle par rapporta 0, prUe dans la première hypothèse, 
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on obtient l'équation identique , 

dn , , dn . /dn\ , dn , . da , , dn , 
dï * + SS * + (*;) *** = T, d ' + dï * + dû Jt i 

ce qui donne, en mettant dam le premier membre, pour de et dS, leurs valeurs , et en 
comparant séparément les termes multipliés par dt , da et da , 
dn _ dn dn _da _dn dn _ /(fo\ _ 

dt de * da dï de * da \ da } d* 

Si l’on remet pour les seconds membres leurs valeurs, et qu'on substitue, dans les trois 
autres équations , celles de de et de dS , on aura le système de formules suivant : 



cos y. 



^j-dt — — da, 

dt a * 



dn 

dn 



dt: 



a a v 

a’ne 



-de. 



dn a'ne , dn an , — , 

-j- dt = — r= dm , j-dt = (i — V i — e')da — , 

de ÿ,—e‘ dm a ÿi—ï 

dteez — a’n \/ 1 — e* sin y dy, j - dt = a‘n \/ 1 — e* sin y da-, 

d'où l’on tire, avec une grande facilité, les valeursdéGnitivesdesvariations des sixélémens, 

. . a dn , 

savoir : da = — -j- dt , 



an dt 



an da 



de 



= — - 



l/ 1 — e* 



[(!-✓»- 



e*) 



da 






Fxprcssions de* 
variation» d<« «i* 
rl^mens du mou- 
* vement ellipû- 

cjttc. 



a'ne de 

de = ~ A, dy=- , _J J? dt. 

a*n j/ 1 — e* sin y “V a n y i — e’ sin y “* 

On peut remarquer dans ces expressions la même symétrie, par rapport aux coefliciens, 
qui a lieu dans celles des différentielles partielles de n ; ainsi , la valeur de da , par 
exemple, contenant le terme ~ j- dt, réciproquement l’expression de dt renferme le 

terme — — ^ dt, dont le coefficient est le même et de signe contraire. Les deux der- 
an da 

nières équations forment un groupe distinct, qui sert à déterminer les variations de l’in- 
clinaison et du mouvement du noeud, et qui est indépendant des différentielles de Cl par 
rapport aux autres élémens. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à légitimer le procédé que nous avons suivi, en 
supposant que n ne varie pas lorsqu'on prend la différentielle de n par rapport à nt. 
Pour y parvenir, faisons varier /i , et voyons ce qui en résultera dans la valeur de dt. 
On voit d’abord que la différentielle de l'angle nt ■ sera augmentée du terme tdn, 
qui devra faire partie de cette valeur ; d'un autre côté ~ croîtra du terme ‘p pro- 
venant de ce que n est fonction de a. Ainsi , pour passer du cas de n constant à celui 
de n variable , il faudra retrancher de la valeur de dt la quantité tdn — ^ dt\ 

r . . dn dn . . 

et comme on a, en ne faisant varier n qne par rapport an, = I , cette quantité 
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da 



deviendra, en mettant pour ^ sa valeur donnée au bas de U pag. 339 , tdn — t ~ da- 

et elle sera nulle, puisque n n'étant fonction que de a, la différentielle dn est égale à da: 

On voit par là qu'on peut , dans le mouvement troublé , ne pas différencier par rap- 
port aux a qui entrent dans n , et supposer que l'anomalie moyenne est représentée par 
fndl -f c au lieu de nt ■+■ c ; Ce qui a l’avantage d'empécher que le temps I ne sRrte hors des 
signes sinus et cosinus, lorsque les quantités que l'on considère sont périodiques. Si l'on 
désigne alors par <J le moyen mouvement fndl dans le mouvement troublé , l'équation 

n — \l ■3 donnera dn — — \\Jt- ~ ~ — — da =s — ~ ^dt,et l'on tire de là, 
V <r V a J a aa a* «xi 

P 0ur ** var iation Unie du moyen mouvement, qui provient des forces perturbatrices, et 

““• jL qui doit être ajoutée à la partie elliptique nt de cet élément : 

li = fndt = -3jT±~dt'. 



CHAPITRE III. 



Développement de la fonction perturbatrice. Principes des approximations 
successives. Distinction entre les termes séculaires et les termes périodiques. 



IVainr* de 
fonction 1 1 . 



N OUS venons de voir , dans le chapitre précédent, de combien de belles propriétés jouis- 
sait la fonction n, qui peut tire considérée en général comme l'intégrale , prise par rapport 
aux seules coordonnées du corps troublé, de la somme des composantes de toutes les forces 
perturbatrices, multipliées chacune par l'élément de sa direction. Reprenons maintenant 
la valeur de cette fonction, qui se rapporte à notre système planétaire , afin d'en examiner 
la nature, etd’indiquerpar quels procédés on parvient à la développer convenablement. 

Nous avons trouvé, page ai8 , dans le cas d'un corps m soumis à l’action des corps 
M , m', m' , etc. : . 



°= m '(r 



r' + d’ — 



ad* 



'- )+"»*(?— 



r* + r- _ 



3 r* J 



O 



+ etc.; 



et il s’agit de déterminer la valeur de p. Or, soit v' la longitude du corps m', comptée 
dans le plan de son orbite à partir d’un axe fixe , et V l'angle compris entre les deux 
rayons vecteurs r et d : on aura , dans le triangle formé par ces rayons et par la distance 
mutuelle p des deux corps, p* = r* + r'* — ard cosV; 

' et la question sera réduite à exprimer l'élongation V en fonction des longitudes v et v ’ . 

Si l’on désigne pour cet effet par I l'inclinaison réciproque des plans des orbites de m et 
de m', par * et a' les angles que fait la ligne d'intersection de ces deux plans avec les axe* 
fixes situés sur chacun d'eux : la considération de la pyramide triangulaire, dont les trois 
arêtes sont les rayons r, d et la ligne d'intersection , donnera 

cosV = cos (v — a) cosfv' — a') -f- sin(v — a) sin (v' — a') cosl. 

Si l’on prend l’axe fixe situé sur le plan de l’orbite de m', de telle manière qu’on ait a'= a, 
et qu'on substitue’ i — a sin* 1 1 à cosl, on aura , en développant, 

cosV = cos(v' — ♦>) + sin" i 1 £cos(v' -f v — sa) — cos(v' — v)]; 
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d’où Von tire , en faisant cos (v' -|- v — 2A) — cos (v' — t>) = A; 

| 

f % = r* -+- r‘ — arr' cos(/ — v) — arr' sin* - I.A, 
expression tout-à-fait indépendante des axes. 

Quant à la valeur de I , il est facile de la trouver en fonction des inclinaisons y et y' des 
deux orbites au plan fixe des xy , et des lougitudcs a et » de leurs noeuds , comptées sur 
ce plan , en considérant la pyramide triangulaire dont les trois arêtes sont les deux 
lignes des nœuds et l’intersection mutuelle des plans des deux orbites. En effet , on 
connaît dans le triangle sphérique correspondant, un coté « — et deux angles, y' 
et 180° — y, sur ce côté; une analogie connue donne alors, pour le troisième angle I, dans 
le cas où y est plus grand que y' comme dans le cas contraire, la formule 
COsI = cosy cosy' -J- siuy sin y' cos (» — «'). 

Ces valeurs, qui, étant accentuées, s'appliquent également à chacune des planètes per- 
turbatrices etc., prouvent que fi se compose en général d’une suite de fonctions 

des rayons vecteurs et des sinus et cosinus des longitudes, des inclinaisons et des angles des 
nœuds de chaque planète, multipliées par la masse perturbatrice correspondante. Ainsi, pour 
pouvoir prendre les différentielles partielles de cette quantité par rapport aux élémens y 
et les intégrer , après les avoir multipliées par l’élément du temps , il faut nécessairement 
y substituer, pour r , /, r“, v, v , v" , etc. , leurs valeurs en fonction de ces élémens et du 
temps , ce qui semble d’abord impossible, puisque cela suppose déjà le problème résolu. 

Heureusement les observations apprennent que la masse de la plus grosse planète de 
notre système est au moins mille fois plus petite que celle du Soleil , et que le rapport 
des masses de tous les satellites , excepté la Lune , à celle de leur planète principale, 
est encore bien plus petit. Il en résulte que les termes qui sont affectés de ce rapport, 
dans les équations du mouvement troublé , sont , par cela seul , très petits par rapport 
aux autres. On peut donc y substituer des valeurs des variables qui ne soient qu’appro- 
chées , puisque la petite différence qu'il y a entre ces valeurs et les véritables , ne pourrait , 
lorsqu’elle serait multipliée parce rapport, qu’en produire une doublement petite dans 
les résultats , suivant qu’on y aurait égard ou non. Ainsi , après avoir, dans une première 
approximation , négligé les termes qui dépendent des masses perturbatrices , on doit, pour 
en former une seconde , où l’on ait égard à la première puissance des masses , substi- 
tuer dans fl , au lieu des variables r, /, v, v’, etc., les valeurs que Von a obtenues dans 
la première. Si l’on veut ensuite former une troisième approximation, où l’on ait égard 
aux secondes dimensions de ces masses , il faut substituer dans fl les valeurs des va- 
riables qu’a données la seconde , et ainsi de suite ; de manière que les valeurs qu’on 
substitue dans a ftient toujours d’un ordre inférieur d’une, unité, par rapport aux 
niasses , à celui auquel on veut se borner. On voit que pour arriver à un certain ordre il 
faut avoir passé par tous les précédcns, et que c’est par ces degrés successifs qu’on re- 
médie à l’impossibilité d’une solution rigoureuse. 

Il résulte aussi de ces considérations que, dans la seconde approximation , on peut 
considérer séparément les effets de chaque corps qui trouble le mouvement de m , en 
regardant tous les autres comme nuis ; car si faction de m”, par exemple , modiiie le 
mouvement de m', les termes qui en proviennent ont m " en facteur commun ; et si ce* 
termes eu introduisent à leur tour de nouveaux dans l’expression du mouvement de m, 

3 o 
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ces derniers sont nécessairement affectés du produit mm’ , et doivent par conséquent être 

négligés lorsqu'on se borne k la première dimension des masses. 

Supposons donc m" = o , m* = O , etc. ; substituons pour f sa valeur dans celle de fi , 
nous aurons 



a = 



— m- .-.Tgrys-a; t. - - ■ — [cos (v — v)+sin* J I.AJ; 

y/ r* -f- r * — arr cos ( v — v) — arr sm* j I . A > 



La >omm< des 
muliiples daus 
chaîne Connus 
U ajouta 
nulle. 



et il faudra mettre dans cette expression, au lieu de r, v, té, les valeurs qu’elles ont 
dans le cas du mouvement elliptique. 

Nous avons vu qu’on pouvait développer ces valeurs suivant les puissances des ex- 
centricités, et les sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes ;or, le coeffi- 
cient numérique qui affecte l’angle m , sous le signe cosinus , dans un terme quelconque do 
l’expression de r, étant le même et de signe contraire que celui de l'angle nt -f- i 
( puisque cette expression se compose des cosinus des multiples de n< -f- ■ — «), la somme 
de ces coelüciens est toujours nulle ; il en est de même de celle des coefficiens des angles 
n'f + •' et qui entrent sous le signe cosinus dans la valeur de r' ; et cela a lieu aussi 

par rapport à des puissances quelconques de r et /, lorsqu'on y réduit les puissances et 
produits de cosinus en multiples. On voit de plus, en examinant les valeurs de v et v , que 
ai on les substitue dans les fonctions cos (sé — v ) et cos (té -+-v — 2 »), qui entrent 
dans l’expression de f , et qu’on les développe suivant les cosinus multiples , la somme 
des coefficiens de tous les angles qui entrent sous le signe cosinus est toujours nulle , 
quoique les angles u , J et A n’ayent pas toujours des coefficiens respectivement égaux 
et de signe contraire à ceux de nt -f- > , n't -f- i' et de leur somme. Il en sera de même 
pour des combinaisons quelconques de ces quantités , par la nature des fonctions pério- 
diques ; ainsi fl jouira de cette propriété; et si l’on représente l’un quelconque de ses 
termes par m K. cos (i'n't — int -f- iV — j ■ — — gV — ag** ) , 

i, g, g' l g“ étant des nombres entiers nuis, positifs ou négatifs, on aura la relation 



*' — * — g — g' — a s" = °- 



On peut aussi démontrer à priori que cette équation doit avoir lieu , et qu’elle résulte 
de ce que la valeur de fl , et par conséquent celle de chacun de ses termes , doit être 
indépendante de l’origine des longitudes. En effet, supposons cette origine déplacés 
d’une certaine quantité qui soit la même dans chaque orbite : les angles nt 
n'f + i', », »' et A seront aussi chacun augmentés ou diminués de cette quantité; si donc on 
veut que toutes les combinaisons de ces angles, qui entrent sous le signe cosinus , restent 
les mêmes malgré ce changement , il faut que la somme de ces ^Bitions ou diminu- 
tions soit séparément égale à zéro dans chaque terme, ce qui ne peut avoir lieu que 
lorsque la somme des coelüciens de chaque angle qui entre sous le signe cosinus , pris 
avec leur signe, est nulle aussi. 

Ordre des Si les orbites étaient circulaires et dans un même plan , les quantités r, /, v , v' 
ctüqm'irrràe, seraient égales à a, n', nt+ i, n't + i'; l’angle I serait nul , et l’on aurait i' = i, 
par r.pp'yt aux puisque le seul angle dont le cosinus entrât dans la valeur de fl, serait n’t — nt - f- i' — , 
S i incUiuùoa. et ses multiples. On voit par la que i ne peut surpasser i ou en etre surpasse qu au 
moyen des sinus ou des cosinus des termes qui sont affectés des excentricités ou de Tin— 
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clinaison mutuelle. Celle-ci étant toujours fort petite , on peut développer f et Q suivant 
les puissances de sin* i I , en une série très convergente , ce qui donne 



n 



y r* + r - * — air' cos (7 — v) 
r rn'rr • 

{r* + /* — arr' cos ( v — v)} ‘ 



m r . , . 

— cos (v — v ) 

m'r~ I , , , 

— sin i I.A -+■ etc. 



Or , nous avons vu , chapitre I, que les valeurs de r et de v étaient telles, que les coef- 
ficiens du sinus ou du cosinus de chaque multiple de l'anomalie ni -f - 1 — « qui y entrait, 
composaient une série procédant suivant les puissances de l’excentricité e, dont les exposans 
allaient en croissant de deux unités, depuis le premier, qui était égal au numéro même du 
multiple, ou à celui de l’angle — »; il en est de même pour les valeurs de / et v' par rapport 
à e' et à— et leur substitution dans l’expression de n donne lieu à des remarques analo- 
gues. Si donc on regarde les excentricités et l’inclinaison mutuelle comme des quantités très 
petites du premier ordre , leurs carrés ou produits comme étant du seçond ordre, etainsi de 
suite: la sommedesmultiplesdes angles «et»', pris avec leur signe, servira à indiquer l’ordre le 
plus bas de chaque terme indépendant de l’inclinaison ; et comme le multiple de A, dans le 
premier terme de A ou de ses puissances, correspond toujours aussi à la puissanco de sin { I, 
dont ces termes sont affectés, la somme des ftultiples de « , m et A indiquera la limite infé- 
rieure de l’ordre des termes qui seront multipliés par les puissances desin j I. Ainsi, le 
coefficient K du terme général ci-dessus sera de la forme Ae l e'd (sin j I)’*", lors- 
qu’on se borne à son premier terme : A étant un coefficient indépendant des excen- 
tricités et de l’inclinaison , g , ^ , g" étant pris positivement. L’ordre de ce terme 
sera donc g -f- g' -f- ag", oui' — i d’après la relation donnée plus haut ; et cela devait 
être en effet, puisque la différence entre i' et i ne provenant que de termes dépen- 
dans des excentricités et des inclinaisons , les rapports qui ont lieu dans ces termes 
entre les multiples de n( ou nt et les coefficiens de leurs sinus et cosinu* , doivent avoir 
lieu dans la valeur de H, entre les multiples de n'i — ni et les coefficiens de leurs 
cosinus. 



On serait d’abord tenté de croire que les tenues de la valeur de O, qui prnviannent du 
second terme de celle de A, font exception à cette règle, puisque, par exemple, 

la quantité sin* J I cos (n't — nt -f- t — i ) qui en fait partie , est du second 

ordre , quoique i' — i y soit nul ; mais il faut remarquer , à l’égard do ce terme et de tous 
ceux du même genre , tels que ceux ou le nombre g est négatif, et dont l’ordre est alors 
i — i -f- a g, que le développement de la première partie de fi en fait naître de sem- 
blables , quant à la valeur de i' — i, qui sont d’un ordre inférieur par rapport aux 
excentricités et à l’inclinaison ; et qu’ainsi la règle dont il s'agit n'étant applicable qu’à 
l'ordre le moins élevé des coefficiens , n'est réellement pas en défaut. 

Si l’on rassemble tous les coefficiens d’un même cosinus, ils composeront une série de 
puissances des excentricités et du sinus de la demi-inclinaison , dont la dimension ou 
l'ordre croîtra successivement de deux unités ; on sorte que lorsque f — i sera un nombre 
pair, tous ces termes successifs serout d'ordre pair, et que lorsqu'il sera impair, ils le seront 
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aussi. Cela résulte de la forme même des valeurs de r, /, v , v , et cela doit d’ailleun 
avoir lieu pour que la valeur de O soit indépendante de l'origine des longitudes. 
•Application» On peut appliquer les principes précédens à la recherche, faite d priori, de l’ordre et de la 
<i« eu principe» f orme <j e t0UJ | e3 t ermes d on t 0 n connaît l’argument. Supposons , par exemple , qu'on de- 
mande ceux qui, étant dépendans de l’angle 5n'( — a nt, sont du troisième ordre : on aura 
g -f- g' + a g’ = 3, et g , g', g" seront supposés toujours positifs , ce qui donnera six 
cas dillï-rens, suivant que deux ou un seul d’entre eux seront nuis, et les autres suc- 
cessivement égaux à 1 , a ou 3 , excepté g“, qui ne pourra être que nul ou égal à ■ . 
Ainsi le cas de g = i , g’ = a , g" = o , par exemple, donnera un terme de la forme 
Ace’’ cos (5/i't — an/ + 5i‘ — a» — a»' — »); et l’on retrouvera ainsi les six termes qua 
nous avons rapportés au bas de la page aïo; les angles ir, i et II étant seulement 
changés en», »' et A, et y en sinj I. 

Si l’on veut déterminer la nature des termes qui entrent dans le développement de a , 
et qni ne contiennent pas de cosinus des multiples des moyens mouvemens, on y par- 
viendra facilement aussi en supposant i' = o, i = o , et en examinant tous les cas 
dans lesquels l’équation g -(- g' -f- a g" — o est vérifiée. On voit d’abord que i' — i 
étant égal à zéro , les termes dont il s’agit seront tous d’ordre pair, à partir de l’ordre 
zéro , et qu’il y en aura trois espèces differentes , suivant que les nombres g , g’ , g ’ 
eeront tous nuis, ou qu’il y en aura deux 4 >u un de nuis seulement. Dans le premier 
cas , il ne pourra y avoir que des puissances paires des excentricités et du sinus de la 
demi-inclinaison , et les termes seront de la forme 

m' [A + A'(e’-f- e' , )-f-A”eV’-(-A'(e l -(-c'- , )-(-B sin* i I + B' (c*+ e") sin* i I -f etc. ] , 

A, A', B, etc., étant des coefficiens dépendans des demi-grands axes a, a’. Dans le 
second cas, il faudra que l’on ait g — — g', g = — a g", rf = — - a g", suivant que 
ce sera g , g' ou g qui sera nul ; ce qui donnera des termes tels que 

m { Cee' cos (»i — •' ) -f- CVe'* cos a ( v — •')-)- C (eV -f- ee' 3 ) cos («i — •') 

-f- De* sin* J I cos (a<i — ax)-J- DV* sin* j Icos( a»é — ax) -f- etc. 

Enfin le dernier cas sera celui où l’on aura g g' = — ag'”; il introduira des terme* 
qui ne pourront pas être au-dessous du quatrième ordre , savoir, 

m' Eee' sin* j I cos (« -f- •' — 2 A), etc. ; 

le coefficient E étant , ainsi que C , D , etc. , de la même nature que A , A', etc. 

Cm nh l’on »r Supposons maintenant qu’on veuille borner l’approximation , dans le développement 
bnrneau second ]> CX p reg$ i on de a donnée ci-dessus , aux quantités du second ordre par rapport aux 
excentricités et à l’inclinaison, inclusivement : il suffira alors de substituer dans la partie 
de cette expression , qui est affectée de sin* j I , les valeurs r = a , / = a' , v = nt -J- », 
y — nt -f- i, ce qui la réduira à 

m' sin* i I . A . { an'[ o* -f- a'*— aoo' cos ( nt — nt + — «)]“* — 4;| . 

en supposant A “ cos (n’t -f- nt -f- • -f- i — nx) — cos (n /— * nt -f- i «). 

Qnant à la première partie de l’expression de a , qui est indépendante de l’inclinaison 
réciproque , il faudra y substituer pour r et y les valeurs auxquelles non» sommes par- 
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Tenus, pag. aai.etpourr'et i^ces marnes valeurs, en y marquant toutes les lettres d'un trait. 
Or, si l'on regarde les termes qui suivent le premier, dam ces quatre valeurs, comme 
des accroissemcns très petits , et que l’on désigne par S ce que devient cette partie de O , 
lorsqu'on y substitue seulement pour r, ri, v, v' ces premiers termes, on pourra déve- 
lopper (ainsi que nous l'avons vu pages 180 et 19a), cette partie, d’après la série de 
Taylor , suivant les différentielles partielles de S par rapport à a , a' et n'f — nt , multi- 
pliées par les puissances des accroissemcns , en se bornant aux termes affectés des deux 
premières puissances, quand on ne veut pousser l'approximation que jusqu’aux quantité* 
du second ordre ; et la détermination de la première partie de O sera ainsi réduite à 
celle de S. 

Or on a 



S =■ 



"s "• O f /. .j p k 

, . . - . ■ j- cos (n t — nt 4 * « — 0 1 

Y a' ■+• a’' — an a' cos (n'f — nt «' — 1 ) ° 

et pour avoir son développement, il faut connaître celui du radical qui se trouve en divi- 
seur au premier terme , quand on le réduit en une série procédant suivant les cosinus des 
divers multiples de l'élongation moyenne nt — nt ■+■ 1 — 1. 

On voit par là , qu'en dernière analyse , le développement de O dépend de celui de* 
deux Facteurs irrationnels. 

fa* ~f- a'* — aat/ cos (nt — etc. )3 *, fa* -f- a'* — aaa' cos (n't — etc. )3 *; 

et que, lorsque les quantités a et a' sont de grandeur différente , ceux-ci peuvent être ré- 
duits en séries convergentes, ordonnées suivant les puissances du rapport de la plus petite 
à la plus grande , et qui sont récurrentes à coefficiens variables. Nous avons déjà exposé , 
pages i 3 a, 141 , i 56 , 180 et 193, les principales propriétés de ces fonctions, ensui- 
vant l'ordre de leur découverte ; nous avons vu que les relations qui existaient entre les 
coefliciens des divers développeroens , pêrmettaient de les déterminer tous, ainsi que 
leurs dérivées par rapport à a et à a', en fonction de deux d’entre eux; et que les va- 
leurs de ceux-ci pouvaient facilement s'obtenir de plusieurs manières. Nous devons ren- 
voyer, pour l’exposition complète de cette théorie, au n° 4 g du liv. II de la Mécanique 
céleste , au Calcul intégral de M. Lacroix, page 1 13 , et au $ ta de la cinquième partie 
des Exercices de Calcul intégral , de M. Legendre. 

Le développement général de H, à quelque ordre qu'on s'y arrête , doit produire deux DUiinctînn ds 
espèces distinctes de termes : la première comprend ceux où entrent les moyens mou- 
vemens et leurs multiples, sous le signe sinus ou cosinus ; la seconde ceux qui ne les ternes, 
contiennent pas, et qui sont de simples fonctions des élémens et de leurs combinaisons. 

Ces deux espèces de termes n’entrent pas de la même manière dans la valeur de O, 

En effet, nous avons trouvé en général, dans le cas de deux corps seulement, 

xx' + yÿ tz' \ 

7 * )’ 

et si l’on remet dans cette expression, pour x', y', leurs valeurs tirées des équation* 
du mouvement elliptique du corps m', ou des équations (1), (a), ( 3 ), de la page 319, en y 
ajoutant un trait à chaque lettre , et en prenant t* pour unité, on aura 






a =3= m' (i 4- ±^i). 
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Or, si l’on substitue, dans le second terme de cette expression, les valeurs elliptiques 
des coordonnées et de leurs différentielles , qui se réduisent à des séries de sinus et cosinus 
des multiples de»f+ • — * pour T, y, z, et de n't •+- t — » pour 3!, y', s', on voit 
quecommeladilférenciation des valeurs de ces dernières fait disparaître leur partie cons- 
tante, il ne pourra en résulter aucun terme non périodique, quelque loin qu’on pousse 
l’approximation , puisque les multiples de nt ne peuvent jamais être détruits par ceux 
de nt , analytiquement parlant. Ainsi, la seule partie de l’expression de Q qui puisse 

produire des termes de la seconde espèce sera — , quand on se borne à la première 

puissance des masses perturbatrices; et comme cette partie est la même, soit que le corps 
troublé soit m ou m', il en résulte une grande symétrie entre le calcul de cette sorte de 
termes pour l’un et l’autre corps. 

On peut aisément trouver directement les termes de cette espèce, qui entrent dans la 
valeur de Q , lorsqu'on se borne au second ordre. 

En effet , on a alors 

1 1 oo'siu" 7 I [cos (v'-f. v— aa) — cos (1/' — v)] 



, + (V + o'*- aaa' cos(v'-v)] î 

en supposant, dans le premier terme 



:n[l + — — ecos («t-f-i — «) -j- etc. 3 , r' = a' £ t + — — e'cos(n'{-f- 1' — etc.}, 



et de là 

r , = o*[[ 1 -f-fe* — aecos(nf -+-« — ») -J-etc.] , r / ’=o'* [ 1 ■+■ J e ‘ — etc.}, 
enfin cos ( y —*■)=:— cos (» — «') -f- cos (n't — nt + «' — 1 ) + etc. 

On voit que le premier terme du développement du radical en donnera un qui ne sera 
fonction que de a et a’, et un autre qui sera une fonction symétrique de ; e* et i e'* ; mais il 
ne pourra en faire naître qui soient affectés de la première puissance de c ou e' seulement, 
puisqu’un terme e cos (n£ -j- 1 — ») ne peut se réduire à e, qu’en étant de nouveaq mul- 
tiplié par cos (nt -f « — ») , qui se trouve toujours lui-même accompagné du facteur e. 
Le second terme du développement pourra en faire naitre qui soient de la forme 
ce' cos (» — «') , soit par la combinaison du terme semblable de la valeur de cos (v — v) 
avec la partie constante de rct K, soit par le produit ce' cos(nt-f-i — »)cos (n't -f-i' — « ) 
cos (n't — nt + «' — «) des parties variables de r, t' et de cos (v' — v). Quant à la 
seconde partie de la valeur précédente, comme il n’y a que les produits de cosinus 
d’angles semblables qui puissent faire naître des termes indépendans de ces cosinus, 
on voit qu’il n’y aura que le second terme du développement du radical dont la combi- 
naison avec le cos(i/' — v) du numérateur, puisse produire un terme non périodique, 

savoir , — } 5 sin* * I , et qu’il sera le seul , lorsqu'on se borne à la seconde di- 

( a* + a'‘)* 

meminn des excentricités et de l’inclinaison. 

Si donc on désigne par (fl) la partie de £1 qui est indépendante des moyens mouve- 
mens, ou qui ne renferme pas le temps d’une manière explicite, et par (a, a'), (o,o') t , 
(a , a ),, a [a, a' } , de simples fonctions des moyennes distances a et a' , prises posi- 
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tivem'ent, on aura , aux quantités près du quatrième ordre , 

(fl) = m {(a,a') + | (a,«'), (e* + e'*) +(a.a')* ee ' cas (» — «') — a[a,a'] sin’ J I}, 

ce qui s’accorde avec ce que nous avons trouvé plus haut d priori. 

On voit immédiatement que la substitution de la valeur de Cl , dans les expressions Incpa-'iir* 
des variations des élémens , doit conduire à des résultats très dilFérens , suivant que l'on H."w 

considère l'une ou l'autre des deux classes de termes dont nous venons de faire la dis- *** 

tinction. En effet, si après avoir pris les différentielles partielles de la valeur de Q par 
rapport aux élémens, et les avoir multipliées par dt, on les intègre pour avoir les 
quantités finies qui en résultent, les termes où entrent les cosinus des multiples des 
angles ni et n't conserveront toujours la même nature; et comme les moyens mouvemens 
des corps célestes passent successivement et uniformément , dans chaque révolution de 
ces corps , par tous les degrés d’accroissement depuis zéro jusqu'à quatre angles droits , 
chacun de ces termes , après s’être un peu écarté dans l'un ou l'autre sens, de sa valeur 
moyenne, y reviendra constamment au bout d'un temps plus ou moins court , et toujours 
le même , et ne prendra aucun accroissement continu : delà le nom de périodiques donné 
aux inégalités qui en résultent dans le mouvement du corps troublé. L'angle qui se trouve 
sous le signe’sinus ou cosinus s'appelle argument ; le coefficient de ce sinus ou cosinus 
étant ce que devient l'inégalité quand le sin. on cos. est égal à t , marque la plus grande 
valeur de celle-ci , ou le maximum de l'inégalité ; et le retour à cette plus grande valeur 
exigeant que l'argument croisse d’une circonférence , l’intervalle de temps nécessaire pour 
cela détermine la période de l'inégalité. 

La partie de O qui ne contient pas , sous les signes sinus et cosinus , les moyens mou- 
vemens des divers corps du système, étant substituée dans les expressions des variations 
des élémens , fera naître au contraire des termes indépendans de la position relative do 
ces corps , et qui , étant multipliés par l’élément du temps , croîtront par là de siècle 
en siècle. Aussi a-t-on appelé séculaires les inégalités de cette espèce ; et quoiqu’on ait 
prouvé depuis que leurs accroissemen9 n'étaient pas indéfinis , et qu’ils étaient assujétis 
aussi à une période, on a pu , à cause de l'extrême longueur de celle-ci, conserver le 
nom de séculaires à ces variations. 

Entrons maintenant dans l’examen détaillé des inégalités qu’éprouve chaque élément 
en particulier, et commençons par celles qui sont les plus importantes, qui résultent 
des premiers termes du développement de O, et qu’il faut avoir déterminées avant de 
pouvoir regarder comme constant les élémens qui entrent dans les coelüciens de toutes 
les autres inégalités. 



CHAPITRE IV. 

Inégalités séculaires des cinq premiers élémens. 

N ous avons vu précédemment , que lorsqu’on a égard seulement à la première puissance 
des masses perturbatrices , la partie séculaire de Q ne dépend que des grands axes, des 
excentricités , et des angles », m, a et I , mais nullement de l'angle t , quel que soit l’ordre 
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auquel on «‘arrête par rapport aux excentricités et à l'inclinaison ; ce n'est même qu’une 
▼érité de définition , puisque ■ entrant partout conjointement avec ni , les termes qui 
eont iudépendans de celui-ci le sont nécessairement de celui-là. On a donc, en se bornant 

à la première dimension des masses — = o : Ce qui réduit , quand on ne considère que 

les inégalités séculaires, les deux équations de la page a3i, où entre cette différentielle , 
à celles-ci : 



da = o , de = — 



l/>— e‘ d(CÏ) 



dt, et donne de plus de — 



l/i — e* d(Cl) 



dt 



I U»É VI UVUIlb UV LUU.J uw — — — i 

a‘ne de an* de 

Grand ne et La première équation prouve que le grand axe de l'orbite troublée reste constant, ou que 
rncni." D ' 0U C " srs variations ne sont que périodiques, tant qu'on n'a égard qu'à la première puissance des 
masses ; c'est ce que nous avons déjà vu pages 1 65 et 1 84- On voit en outre que le moyen 
mouvement fndt est constant aussi , entre les mêmes limites, puisque l’expression de sa 
variation donnée pag. a3a, se réduit également à zéro. 

F.icrmritii» Les deux dernières équations forment un système ou groupe indépendant , analogue 
«IS 11 '” dU * ce ^ u * 1 U * est re ' a, 'f * l’inclinaison et aux nœuds , et qui sert à déterminer les variations 
séculaires de l'excentricité et de la longitude du périhélie. En effet , si l'on y substitue pour 
(fl) sa valeur trouvée plus haut , et qu'on se borne à la première puissance de l'excen- 
tricité, ce qui réduit ^/ 1 — e* à 1 , on a 

de = ~ (a, a'), *’ sin (e — ")dt, d*=z~- {_ (o,n'), + {a, a' ), - cos (e — »' ) ] dt. 
on on c 

Enfin , si l'on suppose que l'inclinaison y soit rapportée au plan de l’orbite de m , à un ins- 



d(0) 



d(Cl) i r «o • 

o, ~j "— — am L°i° J sin v> 



d« = — ^[a,n']d(; 

n‘n u J 



« in- tant quelconque, en sorte que y soit égal à I, on aura 

cjmaifton. 

et les deux dernières équations de la page citée donneront 

, dy = o , 

ce qui prouve, i*. que l’inclinaison mutuelle des orbites de m et de m' est constante rela- 
tivement aux inégalités séculaires; a*, que la ligne des nœuds des deux orbites a sur le plan 
de l'orbite de m' un mouvement rétrograde dont la vitesse est constante. 

Ainsi , quoique les inclinaisons des orbites de m et de m', sur un plan fixe , soient 
variables , leur inclinaison mutuelle est constante. Ce théorème est cependant moins gé- 
néral que celui de la constance des grands axes, puisqu'il n’a lieu que pour deux orbites , 
et en se bornant aux carrés des excentricités ; mais il est important dans la théorie de 
Saturne et de Jupiter , ou les forces perturbatrices principales viennent de l'action mu- 
tuelle de ces deux planètes. 

Valeurs or- Lorsqu'on n'a égard qu'à la première paissance des masses , on doit, dans les valeurs 
^"iMlauncêr 1 précédentes de de, de et de , où m' se trouve déjà en facteur commun , regarder e, e, e , »* 
«lu icuipt. et y comme constans , ce qui donne , en intégrant, des expressions de la forme 
e = kl -f- const. , « = /(-)- const. , « = gt -+■ const. : 



les constantes de l’intégration désignant les élémens elliptiques, et les coefliciens h,!, g 
représentant leurs variations séculaires, regardées comme proportionnelles au temps. La 
différenciation de la valeur de (Cl) par rapport aux élémens de m' donnera , eu y chan- 
geant m en m des équations analogues, dont l’intégration servira à déterminer de la 
même manière les variations des élémens e’, e et 
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Ces valeurs suffisamment exactes pour un intervalle de temps peu considérable , ne le 
seraient pas assez pour plusieurs siècles ; mais on peut, par le procédé des substitutions 
successives, obtenir un plus grand degré d’approximation. En efTet, si l'on remet au 
lieu des élémeus ces premières valeurs dans les coefficiens des équations différentielles, 
et qu'on intègre de nouveau , le terme proportionnel au temps , multiplié par dt , amènera 
le carré du temps dans l'intégrale, et l’on aura de nouvelles valeurs, telles quo 

e =s kt 4* k't‘ -f- const. , « = It II' -f- const. , « = gt -f- g't' •+• const. ; 

où il faut remarquer que les coeÜiciens k’, t , g' seront de l’ordre du carré des masses 
perturbatrices, puisque k, l, g étaient déjà du premier ordre des masses, et qu'ils se sont 
trouvés de nouveau multipliés par m , quand on les a introduits dans les expressions de 
de , du ci d*. On pourrait obtenir de même les termes proportionnels au cube du temps , 
mais ils seraient insensibles dans le cas des planètes. 

Les valeurs précédentes sulTisent pour les besoins de l’Astronomie. Cependant comme 
elles croissent constamment avec le temps, on pourrait craindre que les variations séculaires 
des élémens ne devinssent considérables au bout de plusieurs siècles , et qu'elles ne 
finissent par changer la nature et la position des orbites des divers corps de notre sys- 
tème. Mais l'analyse a fourni deux moyens de s’assurer que cela ne pouvait pas avoir 
lieu d'après sa constitution actuelle : l'un repose sur l'intégration complète des équations 
qui déterminent ces variations , l’autre se fonde sur l'existence de plusieurs équations de 
condition entre les élémens, qui limitent leurs accroissemens. La recherche de ces der- 
nières n'exigeant aucune transformation de coordonnées , nous commencerons par nous 
en occuper , en considérant à la fois , pour plus de généralité , un nombre quelconque de 
corps m' , m", m", etc. , qui s'attirent mutuellement. 

Si nous appliquons aux parties de la valeur de (il), qui proviennent de l’action des corps Équations •!« 
m", m“ , etc. surm, les mêmes notations que celles dont nous avons fait usage pour 
1 action de m , en les accentuant , nous aurons , en n’ayant égard qu'au second ordre des 
excentricités et de l'inclinaison, et en remettant 1 — cosl au lieu de asin*{I: 

(n) = ni' f (a, a') -j-j (fl, a), (e’ -+- •'*) + (a, a'), ee' cos (« -•')}- m [a, a'"] ( i — cosl ) 

-f - m” { (a,a")-j- ; (a,a'),(c' -f e'') +( a .O* ee'cos(«-«')}-m’[a,a , ’J(t— cosl') -fetc. 

Nous aurons de même , pour la fonction correspondante relative au mouvement de m', 

(0)'=m f (a, a) -f- i(a',a), (e’-f e' 1 ) -f (a, a), ee cos(«' - ») } - m[n',n] ( t - cosl) 

-f m°{(a',a*)-)-i(a',o'),(e'*-f-e''*)+(a , ,a),eVcos(«'-»')}-m' , [a , ,a''](i-co3l,)-f-etc.,' 

et ainsi de suite; en sorte que l’on ait (o,o , )=(a',<j),(a,a'),=(o',a)„etc.fu,a'3=[a',aJ. etc. 

Or, nous avons vu que les variations séculaires de l'excentricité et de la longitude 
du périhélie ne dépendaient que de la première partie de chaque ligne, et celles de 
l'inclinaison et de la longitude du noeud , de la seconde partie. 

Si l’on suppose donc 

<6 r -mm' [(a,a') + i (a, a'), (e’-(-e'“) + (a,a r ),ee'cos(* — »')']-|-mm'£(„,a')_|_etc.] -f. e t c . 
-hm'm"[(n / ,a'J-f-i(u',a"),(e'*-l-c'‘)+(n',a'),eV'cos(»'-« J )]+m'ni'[(a' 1 a*)+etc.]-|-ttc., 

+ —cos I) — mm" (i — cosl') — m'm° fa'.a'] (t — cosl,)— etc., 

3i 
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on pourra donner aux équations relatives an corps m , la forme suivante : 



de 



i d<t> , , T d< t> , 

ma’ne dm (t ’ " ma'ne ' 3ê * 
j. = dv= — i^-iidt. 



ma’ns iny dm 



ma’n siny dy 
Celles du corps m' seront de même 

1 *** At 

m'a ■‘ne Se * 

i </+ 



de= dt, dm’ 

ma n e dm 



, , 1 d+ . , , 1 df . 

dm - — -, -j -,dt, dy r= y ,■ , ■■ j — - — dt , 

mu n sur y ay ma’n smy a» 



et ainsi de suite ; en sorte que les fonctions perturbatrices seront les mêmes ponrtous le» 
corps du système , dans chacun des deux groupes que l’on considère à part. 

Or on a, par la uatnre même des fonctions t> et +, les équations identiques 



<ft> , d* , d<t> d+ dir.dlr 

^ + 57 + 37 + c,c ’ = 0 ’ di + d7 + J«-* +ctc ’ = o; 



et comme <t> est une fonction homogène de deux dimensions entre e , e', e *, etc. , on a 
aussi, par la propriété de ces fonctions, 

e d7 + e 3? + e dT'+ etc - = a *- 

Le second membre de cette équation est une quantité constante. En effet, nous avon» 
ru que la différentielle complète de n, par rapport à tous les élémens de m, était 
nulle ; d'où l'on ne peut cependant pas conclure généralement que Cl soit constante, 
parce qu’elle renferme aussi les élémens de m’, m', etc.; mais lorsqu'on ne considère que 
*a partie séculaire, on voit, à rause de la symétrie avec laquelle y entrent les variables, 
relatives à m d'un côté , et à m', m*, etc. , de l'autre , que si sa différentielle est nulle 
par rapport aux élémens de m, elle doit l'être aussi par rapport à ceux de m', m”, etc. 
cômme on peut le vérifier directement. Ainsi , 4> -+- * sera une quantité constante ; 
et à cause de l'indépendance mutuelle de ces deux parties , chacune le sera aussi 
séparément. 

Si nous substituons maintenant aux premiers membres de ces équations leurs valeurs , 
elles deviendront 

ma’ntde -f- mV’nV de' -f- mWs’à' -+- etc. ,= o , 

ma’n sin ydy -f- m d’n sin ydy -f- »iny w Jy” -f- etc. = 0 , 

ma’ne’dm 4- ma’ne’dm -f- m" a"’n e m ‘dm“ -f- etc. = aF, 

F étant la valeur de O dans un instant quelconque. 

La dernière ne peut s'intégrer , parce que chaque terme du premier membre contient 
deux variables e et », e' et etc.-, mais c’est une équation de condition qui établit 
une certaine limitation entre les mouvemens des périhélies. 

Les deux premières donnent , en les intégraut , les relations 

ma’ne ’ -f m'a'*n'e'* + etc. = const., ma’n cosy -f -mW cosy'+ etc. ri=con»t. 
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Si l'on y remet pour n , n', etc. , leur» valeurs , en négligeant le carré des masses per- 
turbatrices , et qu'après avoir substitué dans la seconde i — ; y’ ao lieu de côs y , et 

ainsi de suite, on fasse passer dans le second membre la partie constante — 

m y'a -f-m' l/a -f~ etc., elles se réduisent à 



me* l/a -f- m'e'* \/ a mV* l/ a" -f- etc. = const. , 
my* \/a -f- m'y'* l/a' -f- m'y"* l/ a" + etc. = const. 

Nous avons déjà vu , page a ai , en arrivant aux mêmes équations par un autre pro- 
cédé , quelles étaient les conséquences qu’on pouvait en tirer , relativement aux limites 
des accroissemens des élément , et à la stabilité de notre système, en supposant que tou* 
les corps tournent dans le même sens , et que n , n', etc. , soient par conséquent tous po- 
sitifs. Nous ajouterons qu'il y a cependant un cas dans lequel elles De suffiraient pas 
pour prouver que les variations des excentricités et des inclinaisons seront toujours 
très petites ; c’est celui de deux corps dont l'un aurait une masse très considérable par 
rapport à celle de l'autre. En effet si , comme dans la théorie de Mars troublé par Ju- 
piter , m n'est qu'environ 7— de m, l'équation me* l/a -f- mV* [/a? =3 const. 
pourrait subsister lors même que e“ croîtrait beaucoup et que e diminuerait fort peu , A 
cause du diviseur 3000 qu'aurait l’accroissement de e'*; ainsi l'excentricité d'une très 
petite planète pourrait être fort augmentée par l'action d’une très grosso ; et il en serait de 
même pour l'inclinaison. Il est donc important de constater directement la forme de* 
intégrales rigoureuses qui donnent les variations de ces élémens, alin de déterminer leur* 
valeurs extrêmes , et la période de leurs accroissemens. 

On parvient, ainsi, que nous l'avons vu page Ij 5 , à rendre intégrables les équations 
relatives A l'excentricité et au mouvement du périhélie , en supposant 

e sino = h , e cos • = / , e sin •' = A', e cos » = l , etc. , 
et en transformant , dans ces équations , les élémens e , •, e, etc. , en fonction des nou- 
velles variables A , / , V, etc. 

En effet, les valeurs précédentes donnent 



dh = sin» de -f- e cos * de, dl — cos « de — e sin ad», e* 



A* + /*, 




de» dt» dh d<> dl dl" . d<6 d® . dr> 

dï=dh di + ^ 7 d;= ecos *dÂ- es,a 'd 7 * Te =,mm dh 



d<t> 

+ cosm jJ » 



d’où l’on tire , pour le corps m, à l'aide des équations ci-dessus , 

* d<t» 1 d<» 

dh me — . tt dt , dl = — . , dt . 



ou en mettant pour ♦ sa valeur actuelle , 



♦ = mm [ (a, a') -f- j (a, a'), (/i* 4 f* 4 A'* + /*) + (0,0'), (AA' 4 . U) ] 

+ mm" [ (a, n’) + \ (a.a’), (A* + /■ + A'* + /*•) + (a, a"). ( AA * + //)] + etc., 
et en exécutant les différenciations : 

fi = èl !>•«'>* *+ n + ~ [(«.O. I + M.ri 4- etc. . 

^ = -^-C(a,a),A4-Ca,a').A']-ïl[(a,a') 1 A4-(a,a*).A']_etc. 



Réduction ilê* 
équation» difff- 
rrotiell»* ii 1.^ 
forme lintairc. 



Sviirine re- 
latif aux excen- 
tricité* et aux 

pcriUclic*. 
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On peut obtenir des équations analogues pour chacun des corps m', m", etc., telle» que 

^=^[(«.«0 . 1 + («,a').^] + ~C(^,o'). t + (a'.a*). V ] + etc., 



et ainsi de suite. Leur ensemble forme un système d'équations simultanées, qui sont 
linéaires du premier ordre à coefliciens constans , et où les variables h et /, h' et f, etc. , 
ne se trouvent jamais à la fois dans les seconds membres, 
j Système r t- Les équations qui donnent les variations séculaires de l'inclinaison et de la longitude 
r't lu^ncimli- du nœud , peuvent être réduites à une forme semblable , ainsi que nous l'avons vu 
*° 0> - page 1 69 , en y faisant 

p — siny sin* , q = s in y cos it, p' — siny'sin*', q — sin y' cos etc. 

En effet , on a alors 

dp = cosy sin « c/y -f-siny cos ad*, dq r= cosy cosac/y — siny sin a du, 

dir f . dir , c/*\ c/+ . / dir . r/+\ 

j- = cosy (*n « ^ + cos u ^ = smy (cos 

(ï ^ . 

ces valeurs de ~tf~ et di > introduites dans celles de d* et c/y de la p. a^a, donnent en sub- 



stituant : 



co^yÿ 

r o’mn dq ~ 



cosy 



c/fr 



a’mn ’ dp 



dt. 



Or,l'ona tanga =?, siny = k'p* -j-q*, cosy=v/i — p' — q** 
et de là , en prenant pour cos I sa valeur trouvée page a 33 

cosl = l/(l — />* — <7*)(t — p ,% — q’* ) -+-pp' -f qq'. 

Si l’on substitue ces valeurs dans celle de + , en n’ayant égard qu’aux deux première» 
dimensions de p et de q, ainsi qu’on doit le faire quand on se borne au second ordre 
par rapport aux inclinaisons, on aura 

■* = — mm [n,a']{ ; (p* -fq* + p'* 4- q'* ) — />/>' — qq' } 

— mm' [«,«*] {i (p* +q’4-p"‘ + q"*)— pp' — qq'} —etc., 
et de là en écrivant , par la même raison , 1 au lieu de cos y, 

[>,“] (fl - O - 3C 0>“*3 (</-?*)- £ M (<J— O -etc-, 

</q m' 

ô»n u-, ~ J ^ r ' 1 a'n 
Les équations relatives à ro' seront de même : 



a'n 

dt = (P “ P) + r»T. (P — P*) + “ [a, a*] (p— p*) + etc. 



m 

a*n 

m* 

a"/i 



f = - M (<?'-</)- ^ [a',a'](q'-qO— te., 

ï= ZS? »* Cp' - P) + £7 D>'. °*] (P' -p') + «*• ; 



et ainsi de suite pour tous les corps du système. 

On peut conclure de ces équations, à cause de leur symétrie , les relation» 
ma‘n dp -j- mW dp' -f- m“a‘ , n m dp" -f- etc. = o, ma'rt dq -f- md'n’dq' -f- etc. = o ; 
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elles donnent, en intégrant, deux nouvelles équations de condition, savoir : 

ma’np -J- m'a’'n'p' -f- etc. = const. , ma'nq -f- m'a' , n'q' -f- etc. = const , 

qui limitent les accroissemens des variables p , q , p ’ , q', etc. 

Nous voici donc arrivés à deux systèmes d’équations linéaires du premier ordre, tont- 
à-fait analogues , quoique indépendans l’un de l’autre, et dont l'intégration peut servir à 
déterminer , pour un temps quelconque , les variations séculaires des élémens qui fixent 
les dimensions et la position de l’orbite troublée. Les équations de cette espèce s’intégrent 
généralement par les exponentielles , et par les sinus et cosinus : mais , comme dans le 
cas actuel les variables h, l, h', etc., ne se trouvent pas mêlées ensemble, il ne peut se 
trouver à la fois dans les intégrales que l’une ou l’autre de ces espèces de fonctions, et 
l’on peut démontrer à priori , au moyen des relations précédentes, que, dans le cas 
du système du monde, aucune quantité de la première espèce ne peut y entrer. 

En effet, supposons par exemple que les valeurs de h, l, h', etc., provenant de l’in- Ilneprmni- 
tégration , continssent des termes tels que HcA L «A Il ,'cA, etc. , H , L , etc. , étant ’I r , r , d exp®"™- 

des quantités reelles , etc étant la base des logarithmes népériens , on aura valeur» de» va- 

rîatdc». 

e* = + ? = (H* + L*) c’A, 

et de même pour e' 1 , etc., en sorte que l’équation de condition trouvée plus haut, rela- 
tivement à cet élément , renfermera le terme 

[ma’n (II* + L*) + mW (H'* + L'*) -f etc. ] C’A, 

Or, si l’on suppose que l’exponentielle cA soit la plus grande de toutes celles que 
renferment les valeurs de h , /, etc. , il est clair qne le terme précédent ne pourra être 
détruit par aucun autre, dans le premier membre de cette équation; d’où il suit que ce 
membre ne pourra se réduire à une constante , à moins qu’on n’ait 

ma'n (H’ + L’) + mW (H'* + L'*) + etc. *= o. 

Mais lorsque les quantités mn’it, mW, etc. , sont toutes de même signe, ou lorsque les 
corps du système tournent tous dans le même sens , et qu’ils n’éprouvent pas de répul- 
sions ( puisqu'une répulsion reviendrait i donner un signe contraire à la masse du corps 
qui la produirait) , tous les. termes du premier membre ont le même signe, et par consé- 
quent cette équation est impassible, à moins que l’on n’ait à la fois H = o, L =o, etc.; 
et comme le même raisonnement peut être successivement appliqué à toutes les expo- 
nentielles , en allant de la plus grande à la plus petite , on peut en conclure généralement 
que les quantités h , /, h', etc. , n’en renferment point ; la relation relative aux inclinai- 
naisons peut servir à démontrer que les valeurs de p, q, etc., jouissent de la même pro- 
priété ; ainsi les expressions rigoureuses des variations séculaires des élémens ne doivent 
contenir que des termes périodiques. 

Considérons en particulier le premier système d’équations. Il est évident qu’on y satis- Wgrationd» 

fait par les valeurs suivantes : relatif 

, »ux «tcentrici- 

h = Nsin(gt-fC), /=Ncos(gt + f), A'=N'sin (gf + C) , l = K'cos(g< + ff),etc. H* 

En effet, leur substitution dans chaque équation y introduisant cos (gt+C) ou sin (gt -f- C) 
en facteur commun dans tous les termes , permet de faire disparaître ces sinus ou cosinus , 
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et donne les relations 

y g — [(a.O, S 4 (a, a'). N'3 4- ^[(a.O. N +0.a")» N*3 + etc.,' 

K V = ™ [(«,«'), N+ («,<>'). V] +-^,[(«'.a*),N'+(a>").N"3 4- «te., 
o an 

et ainsi de suite.Ces équations de condition étant en nombre égal à celui des corps qui s’at- 
tirent mutuellement, on à celui des constantes Pi, N', etc., que nous supposons en nombre i, 
uvent servir à déterminer toutes celles-ci en fonction de l’une d’entre elles ; d’un autre 
côté , si l’on élimine successivement toutes ces constantes , on aura une équation linale «n 
dû degré i , qui servira à déterminer, en fonction des masses perturbatrices et des dis- 
tances moyennes , un nombre i de valeurs différentes de g, dont chacune satisfait aux 
équations 'proposées. On peut donc substituer chacune de ces valeurs dans les équations 
de condition précédentes ; et pour que les relations quelles expriment puissent subsister 
dans tous ces divers cas, il faut que les quantités N , N, etc. changent ausst de valeurs 

dans chaque substitution. . . 

Soient doue g, g,, g„ etc., les i racines de l’équation en g; N.IS , N , etc. , le sys- 
tème de» indéterminées relatif à la racine g ; N„ N, , N,', etc. le système relatif a la 
racine g, , et ainsi de suite : on aura , par la théorie connue des équations différentielles 

linéaires , 

— N «in (gt + 2) -f- N, sin(g,t4»i) + N» sin(g,t-J- 6») +etc., 

I = Ncos (gt 4 î ) 4 IN I cos (g. 1 4 *i) 4- IN. COJ (g,t 4- c.) 4 etc. , 

h'=N' sinfgt 4- £) 4- N 'i !lin (£■* + + K 's , * ijl (£» ( + c «) + etc-. 

etc» * 

e £ : etc étant des constantes arbitraires. Ces valeurs renferment deux fois autant 

d’arbitraires q’u il y a de racines g, g, , g„ etc., puisque, ourles .arbitraire, f, C, etc., 
chaque système d’indéterminées N , N', etc. , coudent une arb.tra.re ; elles sont par 
conséquent les intégrale, complètes de notre premier système d équations. 

Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer ces constante, arbitraires. Les ob- 
servation, ne les donnent point immédiatement ; mais elles font connaître , a une 
époque donnée, les excentricités des orbites et les longitudes de leurs penhelie, et par- 
conséqueu. les valeurs de h, h', l, etc., d’où l’ou tire celle, des constante, dont d .agit, 
ainsi que nous l’avons vu page , 7 o. Celles^ étant obtenues, s. Ion suppose connue, 
aussi les masses et les distances moyenne, , tout se trouvera determ.ne dans les express.ons 

de h, l,V , etc., et les relations tang.^p etc., serviront à leur 

tour i conclure de là les valeurs des excentricité, et des longitudes du périhélie pour un 

temps indèiiui. Ou aura ainsi , 

•*“ e*=N*+N l *4*«tc-4 a NN, cos[(g,— g)f-K -f3+ a f î [. VûS + C,C ' 



N sin (el 4 O 4 N. * in («>* 40 4 N. alu (g.t 4/0 

tan 6 - = IS eu. (el 4 <T+ cos (g,t 4 04 -N. cos ( g.t 4 f,) 

N, sin [(g, — g )t 4 ». ~ *3 4. elc : . 

d’où l’on tire tang ( » — gt — ^ ) — te i v 17 «• — nôt 4- ». — C 1 4 etc . 



etc. 

etc. 



K 4N, cos [(.g, — g)* 4 ». — • J 4 etc - 
La dernière expression fait voir que lorsque la somme IS, 4 N. + etc., des coeffi- 
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tiens , pris tous positivement, est moindre que N, tang(*i — gt — C) ne peut jaroai* 
devenir infinie ; l'angle « — gt — C ne peut donc atteindre le quart de la circonférence , 
en sorte que le vrai mouvement du périhélie est , dans ce cas , égal à gt. La première 
montre que e* est constamment plus petit que (N -f- N, N» + etc.)*, en prenant 
positivement les quantités N , N, , etc.; mais ces limites n’ayant lieu que lorsque les 
racines g, g, , etc. , sont toutes réelles et inégales, il reste à prouver qu’elles ne peuvent 
être ni égales ni imaginaires. 

Si l’équation en g contenait des racines égales, les expressions de h, l, h', etc., ren- 
fermeraient , comme l'on sait , des arcs de cercle. Si l’on désigne alors par t‘ la plus haute 
puissance de t qui y entre, on peut appliquer aux termes qui en résultent , dans e*, e'*, etc., 
et de là dans l'équation de condition qui s’y rapporte , précisément les mêmes raison- 
nemens dont nous avons fait usage pins haut , pour le cas des exponentielles , et l'oa 
prouve ainsi, comme nous l'avons vu page ac4, que quoique les valeurs approchées do 
h , /, h', etc. , puissent être développées suivant les puissances du temps , il n’cntre réelle- 
ment aucune de ces puissances dans leurs valeurs rigoureuses. 

Quant au cas des imaginaires : désignons par n -f- n' ^ — i , une racine de cette espèce 
qui entrerait dans l'équation en g , n et n' étant des quantités réelles : on sait que cette équa- 
tion devra avoir aussi n — n\/ — 1 pour racine. On aura donc , en les considérant seules, 
et en désignant par A , A', » et les coefiiciens et les angles correspondans , 

h — A sin £(/i -f- ri \/ — i ) t -f- «]] -4- Js! sin £(n — n'i/ — i) / -f- •') , 

/ = A cos £( n +nVm)t-f.*]_i_A'cos[(n— «V— I)< -f «'); 
d'où l’on tire e* = é* -f- é* A* + aAA' cos (a n't^ — i -f- <t — «') -f- A'*, 
ou eu mettant, pour le second terme, sa valeur en exponentielles imaginaires, 
e*= A*-f A'* + AA' V~~' . c ~* nt -f- i 

et comme les termes affectés de c*"'' ne peuvent jamais être détruits par ceux qui le sont 
dec”"' 1 , on voit que l’existence des racines imaginaires entraînerait l’introduction de 
termes contenant des exponentielles réelles. Ainsi, puisque nous avons déjà prouvé que ces 
derniers ne pouvaient entrer dans l’expression de e*, relative à aucun des corps de notre 
système , il en résulte que l’un des coefiiciens A et A' devra être nul , ce qui entraîne 
l’anéantissement de l’autre; donc , l’équation qui détermine les valeurs de g ne contiendra 
que des racines réelles , et l’on voit qu’il n’y a pas besoin de connaître les masses pour 
parvenir à ce résultat, puisqu'il a lieu, quelles que soient ces masses, pourvu que les corps 
se meuvent ^pus dans le même sens. 

Le système d’équations différentielles qui se rapporte aux variables p, q ,p' , etc. , est 
un peu plus simple que le précédent sous le rapport des coefiiciens ; mais son intégration 
se faisant par les mêmes procédés , et conduisant aux mêmes résultats , relativement à 
la longitude du nœud et à l’inclinaison que donne celle du premier pour l’excentricité 
et le périhélie, nous nous bornons à renvoyer aux pages i 6g et suivantes, pour le détail 
des opérations qu'elle exige , et des conséquences qu’on en peut tirer. 

Nous avons vu que les inégalités périodiques , produites par l'action du corps m', étaient . Nature H.« 
de la forme m'k cos (t'nf — i/it + h), les multiples i et i étant tout-à-fait indépendaus 
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de la masse perturbatrice, et celle-ci n'ayant par conséquent aucune influence sur la 
durée de la période, mais affectant seulement le coelRcient du cosinus qui sert à dé- 
terminer la plus grande valeur de l'inégalité. Chacun des termes N cos (gt C) , . . , . 

N sin (g£ -f- î) , etc. , que nous venons de voir introduit dan» les expressions rigoureuse» 
des élémens du mouvement elliptique, par l'effet de la partie séculaire de O, constitue 
aussi une inégalité qu'on peut encore appeler périodique sous un certain point de vue, 
puisque, parla nature même des sinus et cosinus, elle doit revenir à la même valeur quand 
son argument à crû d’une circonférence; mais dont la période et le maximum dépendent de 
quantités toutes différentes. En effet , l'élimination des coefliciens N , K', etc. , dans les 
relations que la substitution des valeurs particulières des variables établit entre eux et 
le multiple g , donne, comme uous l'avons vu, une équation finale pour déterminer ce 
dernier en fonction des coefliciens (a, a'), (a,a“), etc., respectivement multipliés par 

m' m * ’ , . . , , , 

■ —, — - , etc. ; en sorte que les racines g , g,, g,, etc., ue cette équation sont nécessaire- 
ment proportionnelles aux masses perturbatrices. Au contraire , les arbitraires N , N', 
C, C, , etc., étant déterminées par les valeurs qu’ont les élémens à l'origine du mouve- 
ment , ne renfermeront plus explicitement les masses m', m*, etc. On voit donc que les 
masses, qui étaient d’abord en dehors des signes sin. et cos. , passent pour ainsi dire de 
dehors en dedans , par l'intégration , et que le maximum de chacune de ces inégalités 
est indépendant de la grandeur des masses , tandis que leur période en est dépendante, 
en sorte que l'argument gé-f-î passe d'autant plus promptement de o à quatre angles droits, 
que la masse perturbatrice correspondante est plus considérable. L’ extrême petitesse de ces 
masses par rapport àcelie du corps central, dans le cas du système du monde, fait quecette 
période se compose d'un grand nombre de siècles. Ainsi , tandis que J'effet des inégalités 
périodiques peut être assimilé à de très petites oscillations du corps troublé , autour d'un 
point en mouvement sur l 'ellipse qu’il décrirait par l'action seule du corps central, les 
élémens mêmes de cette ellipse subissent en meme temps , par l'effet des inégalités sécu- 
laires , des variations très lentes , qu'on peut considérer, pendant plusieurs siècles, comme 
proportionnelles au temps, mais qui sont limitées aussi, et qui ne changent pas la nature 
des orbites. 

Les intégrales précédentes seraient rigoureuses si la valeur complète de (Q) était celle 
de la page a3q; mais elles ne sont réellement qu'approchées , puisque cette vahur n'est 
exacte qu'aux quantités prés du quatrième ordre , par rapport aux excentricités et à 
l'inclinaison. Cette approximation ne serait probablement pas suffisante dans la théorie 
des nouvelles planètes, sur-tout dans celle de Pallas, où le rapport de l’excentricité au 
demi-grand axe est de près de j , et l’inclinaison à l’écliptique d'environ 34 a J*5i l’on vou- 
lait alors avoir égard aux quantités du quatrième ordre , les variables seraient mtlécs, 
les équations ne seraient plus linéaires, et leur intégration rigoureuse ne pourrait pas être 
effectuée. Au reste , cette intégration est en général plus utile pour déterminer la forme 
et les limites des variations séculaires , que pour fixer leurs valeurs , puisqu'elle exige 
que l’on connaisse exactement celles des masses , ce que l’on ne peut obtenir direc- 
tement que pour les planètes accompagnées de satellites ; aussi s'en tient-on , datés la 
pratique , au procédé approximatif que nous avons d'abord exposé , et au premier ternie 
de l'expression différentielle de chaque élément , qui donne sa variation séculaire annuelle ; 
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on calcule séparément l’action de chaque corps , sur les élémens du corps troublé , et 
on somme les résultats pour former l'effet total , en y ajoutant les produits respectifs de 
chaque effet partiel, par un coefficient indéterminé, alin de pouvoir corrig-r immédia- 
tement les résultats , quand on trouvera des changemens à faire aux valeurs admises pour 
chaque masse. 



CHAPITRE Y. 



Invariabilité du moyen mouvement , en ayant égard au carre des masses. 

Équation séculaire de la longitude moyenne. 

A. VA. NT de nousoccuperdes variations séculaires du sixième élément du mouvement ellip- 
tique , ou de la longitude de l'époque, nous allons démontrer que quel que soit le nombre 
des corps qui s’attirent mutuellement.et quelques grandes que puissent être les excentricités 
et les inclinaisons de leurs orbites , les quantités qui sont de l'ordre du carré des masses 
perturbatrices ne peuvent introduire aucune inégalité séculaire dans le* moyen mnuve- . 
ment de chacun de ces corps. Ce théorème, que nous n'avons encore établi que pour 
le premier ordre des masses , est d’une grande importance pour la stabilité de notre sys- 
tème planétaire ; car si les termes dépundans du carré des masses pouvaient produire 
des inégalités séculaires dans le moyen mouvement : comme la variation de cet élément 
est donnée par une double intégration , puisque son expression , trouvée page aaa , est 






ces inégalités , dont nous avons vu que les expressions générales étaient composées d’une 
suite de sinus ou cosinus de multiples du temps qui dépendent des masses , acquerraient 
un diviseur qui serait aussi du second ordre, par rapport aux masses; par conséquent 
leurs coelEciens se trouveraient, après l’intégration, indépendans des masses, et il' en 
résulterait, dans la théorie des planètes, de véritables inégalités séculaires auxquelles il 
serait indispensable d’avoir égard , à cause de leur influence sur la longueur de l'aimée 
sidérale , que les astronomes regardent comme invariable. 

La démonstration dont nous allons faire usage, d’après M. Poisson, se compose de quatre TVmonitration 

rie rinfrftinbtli- 

parties distinctes. Nous établirons, 1 °. que la combinaison de la partie des valeurs de •*** gr md> 

r * dt *«« et de» 

* I iiinyroi moll- 

et de la variation de —, qui dépend du premier ordre des masses et des élémens du 

corps troublé , ne peut produire aucun terme séculaire ; a*, que la variation de qui 

résulte de celle du moyen mouvement de ce corps , n’en amène pas davantage; Z°. que 
les variations des autres élémens du corps troublé n’en introduisent pas non plus dans 

i 4"- enfin , que cela étant posé , il en résulte, comme conséquence immédiate, qu’il 

uc viendra pas non plus de termes séculaires dans £, par la variation des élémens des 

3a 
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corps m', m', etc. , qui troublent le mouvement. Reprenons successivement chacune de 

ces propositions. 

i" Proposition. Nous avons trouvé, page a3l , da = “• ■gj dit; d'où l'on tire, pour la variation finie 
de la distance moyenne , provenant des forces perturbatrices : 

<fu = 9 C—. d ~dt. 

J an ai 

Si l’on désigne par a la partie constante du demi-grand axe , il faudra , ^our avoir 
• égard au carré des masses , remplacer a par a -f- fa dans l'expression de tÇ, et y substi- 
tuer pour t'a la valeur précédente , en négligeant sou carré , et en y regardant an comme 
constant, ce qui donne 

Cette expression prouve d’abord qu’il n’y a que la combinaison des termes périodique* 
de la valeur de fl, d'où il put résulter des termes séculaires dans tÇ, puisque les termes 
de la première espèce sont les seuls qu'on puisse différencier par rapport à i. 

Nous avons vu qu'on pouvait développer la partie de la valeur de Q, qui dépend de 
. lapremière puis/ance des masses, en une série de cosiuus d'arcs multiples de nt et n't. Dési- 
gnons parA,cos(rVt — inf+iY — i«+«), A, cos (iWf — int -+■ i't — ii •+■«'), etc., 
une suite de termes où les multiples des moyens mouvemens soient les mêmes : il est 
facile de voir, d'après ce que nous ayons déjà dit sur ce sujet, pag. a 38 , qu’on peut les 
réduire tous à un seul. 

En effet , «oit pour abréger trit — int -f- /Y — /« = T : si l’on suppose qu'on ait 
A, cos st -f- A, cos «' = B cos - , A, sin « -f- A, sin et rrr B sinC , on transformera les deux 
termes A, cos( T •+• «) 4- A, cos ( T -f- «' ) en un seul B cos ( T -f- C ), et l’on pourra 
toujours déterminer B et C de manière à satisfaire aux relations précédentes. S'il y avait 
un troisième terme , on pourrait de même , par un changement de constantes , le com- 
biner avec B cos (T -j-C) de manière à ce que les deux termes n’en formassent plu» 
qu'un seul qui équivaudrait ainsi aux trois premiers, et ainsi de suite. 

On peut donc supposer tous les termes du développement de û, qui provenant de 
l’action de m', dépendent d’un même argument , et ne diffèrent que par les multiple» 
de », m ou A, réduits à un seul, tel que m'A cos ( l'n't — int-j-i'i —il -f*C); et l’on a alors 
par rapport à ce terme , 

~ =s m'Ai sin ( i n't — int -f- etc. ) , J'~ dl = — cos {if n’t — int -f- etc.) , 



Î/Ï* 



m' ! A* 



i n — in 

■ sin a (l'n't — int -j- iY — ù -f- f ) , 



a (rV — tn) 

ce qui donne pour £ une inégalité périodique dépendante de l'argument a (i'n't — int). 
On voit par là que tous les termes de cette espèce , qui sont les seuls qui puissent 
entrer dans la partie de — dépendante du premier ordre des masses, n'en produisent 

jamais de séculaires dans la valeur de £, parce que les produits des sinus et des cosinus 
d’angles semblables ne donnent jamais que des termes périodiques; et comme ces pro- 
duits sont aussi évidemment irréductibles quand les angles sont difTérens , il eu résulte 

que la variation du facteur — ne peut introduire aucune inégalité séculaire du second 
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ordre par rapport aux masses perturbatrices , dans l’expression de £ , et que l'on peut , dan* 
la recherche de ces inégalités , mettre ce facteur en dehors du double signe d’intégration. 

Il s'agit maintenant de prouver que la variation du moyen mouvement J ne peut »• Proposition. 

dû 

donner lieu à aucun terme non périodique dans la valeur de , En effet , si l’on con- 



fia 



sidère cette quantité comme fonction de £, et que { devienne £ + -j- deviendra 

^ -+• + etc. , et le second terme représentera la partie de cette variation qui 

dépend du carré des masses. 

Or, l’expression rigoureuse d’un terme quelconque de la valeur de Cl, est 

k cos ( l'Ç — 1 1 — u -(-etc.), k étant un coefïïcient dépendant des masses perturbatrices , 

Ç et ne différant de n't et de nt que de quantités qui sont aussi de l’ordre des masses. 

On tire de là ~ — ih -ein (i'^ — iÇ -f- etc. ) , — — »*A oos (i'Ç — + etc.) ; 

et l’on voit que quand on néglige le cube des masses, on peut, dans le produit de ce* 
quantités , supposer Ç = n't , £ = nt. On a alors 

« — l //? «*■ = * («.-«+ u , 

Êl * = ~ ü- (iV <W - “> + iV ; 

et comme le terme de Ci , que nous avons considéré , peut , ainsi que nous venons de le 
voir , représenter la somme de tous ceux qui ont le même argument , il en résulte que la 

variation de £ n'introduit, dans la partie de ^ dépendante du carré des masses, que des 
termes périodiques. 

Pour déterminer l'effet des variations des autres élémens du corps troublé, il faut se rap- 3* Propomio». 
peler ce que nous avons remarqué pag. a3i , sur la symétrie qui existe dans les expression» 
de leurs différentielles : il résulte en effet des formules générales qui donnent les varia- 
tions des constantes arbitraires dans tous les problèmes de Dynamique, que si la valeur 

de da , par exemple, contient le terme (a,e) dt , celle de de renfermera la quantité 

de 

— (a,e) dt. Si l’on suppose donc que les six élémens elliptiques a, e, etc. , se changent 
par l’effet des forces perturbatrices en a -f- tn, e + te, et ainsi de suite, et que l’on 
développe Ci, d après la série de Taylor, pour avoir son accroissement correspondant JO , 
on aura, en se bornant au second ordre des masses , ce qui permet de traiter comme 
constans les coefficicns (o,e), etc. , qni n'entreront dans le calcul que comme facteurs de 
quantités déjà de cette ordre : 

_ da . , da . , , . rd a /Vn , dn rda , -i , 

ttï = rJ a + di te+ * tC ’ =**’*> U( de dt ~ d^J da * J + ’ 

et cette valeur se composera d'autant de parties semblables qu'il y aura de coefficient 
tels que (c, e). 

Pour avoir les termes qui en résultent dans > il faut différencier cette quantité 
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par rapport an* < qui se trouvaient primitivement dans o, et non par rapport à eaux qui 
y ont été introduits par les valeurs ta, te, etc., parce que la différenciation de il par 
rapport à < , doit être supposée antérieure à la variation des élémens dans cette fonction. 
On a alors 

J.tsi ,rd’n rsa. (tarda, ~\ , 

= (û ' e >L W Te dt - -£SJ dï dt J + e,c - 

Supposons que la valeur de ~ contienne le terme B cos ( i n't — int -f- C) ou 

B cos(T +»), et que celle de — en rcnferme*un semblable tel que B'cos(T+f )» 
cela produira dans ta le terme 

feS [ C0S < T + f) sln (T + C-) - cos (T + C) sin (T + ff)]. 

Oir tire de là, en ne faisant varier que les t qui entrent ious le signe cosinus , 

— “ Trt^r C sin C T + f)aln(T + î') — sinfT+C') sin( T -j- C ) ] = o. 

Ainsi les termes se détruisit identiquement , sans produire même de partie pé- 
riodique , et la même chose a lieu quel que soit l’élément que l’on considère. Il est vrai 



qu’un même tenue de a peut faire naître un cosinus dans , et un sinus d a ns 



Sa 
di ' 

mais comme ce dernier est toujours égal au cosinus du complément, on peut ne consi- 
dérer que des cosinus , eu indiquant seulement que les parties constantes C et C ne 
sont pas les mêmes dans les deux cas. Les variations des élémens du corps troublé ne peuvent 
donc introduire, dans la valeur du moyen mouvement, aucun terme séculaire, ni pro- 
duire même d’inégalités périodiques dépendantes du double de l’argument qu’on considère. 
> Proposition. H ne nous reste plus qu’à examiner s’il en est de même des variations des élémens 
des corps m', m", etc.; et l’on voit que l’on ne peut pas se servir d’un semblable pro- 
cédé pour le constater. En effet , les valeurs des variations ta, te', etc. , étant de la 

formc^'^V dt, ^ l > etc - > étant ce que devient a pour le corps m' : si l’on con- 

sidère cette dernière fonction comme variant avec a' et e', et croissant par là de la quantité 

da . , , da . , . , , . - . ^ - Sa rda' Sa rSa‘ 

-j -, ta -f- J 7 te -j- etc. , cela produira dans ta la fonction -j-, / — dt — -jp I p~r dt ; 

mais comme la valeur de Dt est différente de celle de fl, la démonstration précédente no 
peutplus s’appliquer. Il faut donc rccourirà quelque relation générale entre les fonctions n 
et O', d’où l’on puisse conclure que lorsque la première ne produit pas, par sa variation, 
d’inégalités séculaires dans le moyen mouvement, il en sera de même de la seconde. 

L’équation générale du principe des forces vives , que nous avons rapportée page aig, 
dans le cas de trois corps seulement , remplit le but proposé. En effet , on peut l’écrire 
de la manière suivante : 



C = m(M+ my-t— 



d r’ -J- dy* 4- d-' 



St • 



m) 



Sx' +d/' + S -J' 
df 



, SxSx’ 4- SySy 4- Szdx ,,, . , ^ r" /m , m'\ . mm! ~ I 

- amm' a(M + m + in')|jMl (j+y-) + --j 
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D'ailleurs nous avons trouvé , pages aig et an8, les équations 
, rfr* -f- dy‘ -j- rfs* M -+- m 



a 55 



rft* 



■h, 



,, rfn , rfet , 
JA ss — j- nrft = n -j- rft, 
nrft rf« 



Si l'on désigne donc, pour abréger, par d'n la valeur précédente de rfA, ou la diffé- 
rentielle de Cl, prise seulement par rapport au temps introduit par les coordonnées 
x , y , z , on trouvera 



et l'on aura de même 



rfx* -4- rfy* -+- rfz* o ^M -f- m 

tir ‘ “ 

rfr'*-4-rfy‘ + rfrf» 

rft* 






> 



en indiquant par rf" la différenciation par rapport au temps qui est introduit dans O! par 
les seules coordonnées x,y\ 

La substitution de ces valeurs réduira la formule précédente à celle-ci ; 

C = m (M -f- m') /d'n 4 - m' ( M + m) fd"CÏ 

dxdx' -|- rfyrf/- 4 - dxdx M •+• m -f- m' 

- mm + mm Ct + 77 T 

Cette équation doit avoir lieu séparément pour les termes séculaires et pour les pério- 
■ diques, ainsi que pour chaque ordre de termes différent, puisqu’il ne peut y avoir de ré- 
duction entre ces divers ordres ou espèces de termes. Considérons les termes séculaires 
qui sont du troisième ordre par rapport aux masses perturbatrices : il ne peut en provenir 
de tels de ceux de l'équation précédente qui ont r ou rf en diviseur ; en effet il suffît, 
dans l’ordre que l’on considère, de prendre pour ces rayons leurs valeurs elliptiques ; 

crie premier terme de celle de i, ou 7 est le seul terme non périodique qui puisse y 

entrer, ainsi qu’on pentle vérilïeren élevant àla puissance— l la valeur de robtenuc p. aat, 
et il ne peut pas donner d’inégalités séculaires du premier ordre par rapport aux niasses. 
Ainsi, les termes de cette espèce, provenant de la partie de liéquation qui contient r en di- 
viseur, sont au moins du cinquième ordre par rapport aux masses, et il en est de même 
de ceux qui viennent de rf. La quantité dxdx' -f- rfyrfy'-)- rfzrfz' ne peut amener aucun 
terme non périodique , qui ne soit de l’ordre des masses , parce que la différenciation et 
la combinaison y font disparaitre les termes constans des valeurs elliptiques ; on peut 
donc représenter par mQ -f- m'Q' la partie séculaire de cette fonction. Enfin, le terni» 
qui contient f en diviseur, peut produire des termes séculaires, soit par le développe- 
ment de la partie elliptique de la valeur de f , soit par la variation des élémens qui y 
entrent Si l’on représente donc leur somme parL, et qu'on désigne par m'mPrft, ra'mP'rft 
les inégalités de la métue espèce, qui entrent dans les valeurs rfe rfil et d u', et qui 
sont nécessairement du second ordre des masses , parce qu’elles ne peuvent provenir 
que de la variation des coordonnées, l’équation précédente deviendra, en se bornant à 
la troisième dimension des masses perturbatrices , 

mVM/Prfl -f- mm' M/P'rft — mm' [mQ -f- m'Q' + (M + m -f- m') L] = C. 

Or, si l'on différencie cette équation, on pourra négliger les tenues en Q et Q', qui , 
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étant déjà du troisième ordre , deviendront ainsi du quatrième , puisque les variation» 
des éiémens sont du premier; la partie de L qui provient de la variation des élémen* 
étant déjà du premier ordre, sa différentielle pourra aussi être négligée; et quant à 

l'autre partie de riL , ou à la partie séculaire de la différentielle complète de - par rap- 
port à tous les éiémens, nous avons vu, page a^a , qu’elle était identiquement nulle. 
L'équation se réduira donc, en faisant disparaître le facteur commun, à 



mP -f- m'P' =s o ; 

et elle ne pourra avoir lieu qu’en supposant séparément P = o, P 7 = o, puisque ces 
fonctions sont indépendantes de m et de m\ 

Cette démonstration pouvant facilement s'étendre à un nombre- quelconque de corps, 
il en résulte que si le moyen mouvement de l'un d'entre eux ne contient pas d'inégalités 
séculaires dépendantes des carrés drs masses perturbatrices , il n’en contiendra pas 
non plus qui soient multipliées par les produits de ces mêmes masses et de celle du 
Corps troublé ; ainsi it ne pourra s’en introduire d’aucune manière dans la variation do 

u 13. 

cet élément. La valeur h — , obtenue page aao, donnant — = /d’n, fait 

aa r ° a /* 

voir de plus qu’il rie peut y avoir d’autres inégalités séculaires dans le grand axe , que celles 

qui entrent dans d’ci. On peut donc conclure généralement , de tout ce qui précède, que 

les moyens mouvemens et les grands axes des planètes et des satellites, considérés cT une 

manière abstraite et indépendamment des rapports numériques qui existent entre eux , 

sont invariables , lorsqu’on fait abstraction des inégalités périodiques , et qu’on néglige 

les quantités du troisième ordre par rapport aux forces perturbatrices. 

Ce théorème prouve que si la longitude moyenne fndt -f- «, du corps troublé , contient 

quelque inégalité séculaire qui soit du premier ou du second ordre des masses, elle ne 

peut évidemment provenir que de celles qui entrent dans l’expression de la longitude de 

L'époque i. Nous allons donc maintenant examiner la variation de cet élément. 

Reprenons , pour cet effet^ l'équatiou do la pag. a3t qui s’y rapporte , savoir, 



dt = — — ^ dt -f- ^ - 

an aa a J ne 






Variation de substituons-y pour Cl la valeur de (fl) trouvée page a3g, en désignant, pour abréger, par 
1 rpo jue. a, A', C et B les coeIRciens (a, a'), etc. , en remplaçant asin* \ 1 par t — cos I, et en allant 
seulement jusqu’au carré de l’excentricité , ce qui réduit ÿ t — e* ( 1 — V / ‘ — «’) à j e* : 



nous aurons 

, an/ I - ri t V , riA' , . . .tfC , . riB 1 ,, 

J,= - ™ [_riâ + *ri^ (e ) + cos(.-.)-^(t-COsI)Jrit 

-4 — — P A’e’ + Cee' cos ( * — •*) ! dt. 
aa’n L -J 

Il faudrait maintenant substituer dans le second membre , pour e’, e cos», cosl , etc., 
leurs valeurs complètes trouvées dans le chapitre précédent, ce qui le réduirait à une 
suite de fonctions périodiques , et le rendrait intégrable par rapport au temps ; mais 
l’expression qui en résulterait pour < élaut très compliquée , il est plus simple de recourir 
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AU pfocédé d'approximation successive , par lequel on ordonne les valeurs cherchées sui- 
vant les puissances des tuasses perturbatrices et du temps. Or , une première intégration, 
faite en regardant les élémens qui multiplient dt comme constans , donnerait un tenue 
proportionnel à la première puissance du temps et du premier ordre par rapport à m', 
qui s'ajouterait au moyen mouvement elliptique nt, pour former la partie Uniforme de 
la longitude moyenne de l'orbite troublée. Si l'on suppose donc que le moyen mouvement 
est déterminé par observation , on devra négliger ce terme, parce qu’il se trouve déjà com- 
pris dans le moyen mouvement observé, ainsi que nous l’avons remarqué page ai 6. 
La Variation séculaire de l'élément > ne peut d’après cela provenir que de termes qui dé- 
pendent des puissances des masses supérieures à la première , et l'extrême petitesse des 
tuasses des planètes, comparées à celle du Soleil, montre évidemment que dans la théorie 
des planètes , ces termes doivent être trop peu sensibles pour qu'on y ait égard. 

11 n’en est pas de même dans la théorie de la Lune , où le corps qui trouble le mouve- 
ment est le Soleil , dont la masse est plus de 337000 fois plus grande que celle da 
corps central, qui est la Terre; ce qui, malgré la distance qui les sépare, produit , comme 
nous l’avons vu page 108, une force perturbatrice moyenne, égale à environ un 358 * de 
* la force principale. Aussi le périgée de l'orbite lunaire achève-t-il sa révolution en neuf 
ans , la ligne des nœuds la sienne en dix-huit ans , et l’excentricité éprouve-t-elle aussi 
des variations très promptes; ce qui permet de faire abstraction , dans l’expression de dt , 
des inégalités qui proviendraient de ces élémens , parce que , quoiqu’indépendantes des 
sin. et A>s. des moyens mouvemens, elles croissent avec une telle rapidité , qne ce sont, 
sous ce rapport, de vraies inégalités périodiques. 

Il résulte aussi de l'invariabilité des grands axes et des mouvemens moyens, en ayant égard 



aux deux premières puissances des masses , que les valeurs des coefliciens — etc. 

an da an da 

ne pourront pas contenir de terme proportionnel à la première puissance du temps , ni 
introduire par conséquent d'équation séculaire dans «. Il ne nous reste donc plus , sous ce 
rapport , que deux termes de l’expression de dt à examiner, savoir, celui qui est afFecté 
du cosinus de l'inclinaison mutuelle, et celui où entra le carré de l’excentricité e de 
l'orbite du Soleil. 

Nous ayons déjà démontré que l'inclinaison mutuelle des orbites de deux corps qui Comtanee Je 
s’attirent mutuellement est une quantité constante; mais cela ne suffit pas pour prouver 
que celle du plan de l’orbite de la Lune, au plan de l’orbite apparente du Soleil autour I iviipciqne 
de la Terre, ou de l’écliptique vraie, le soit aussi, parce que ce dernier peut être' 1 **'' 
déplacé par l’action de toutes les planètes. Ainsi , pour pouvoir supposer que le terme 
cos I dt , qui entre dans la valeur de dt , ne peut pas produire d’équation séculaire dans 
le cas de la Lune , il faut démontrer directement que I est aussi constant dans cette 
théorie. ( /'oyei part. I, page 87, èt le tome III de la Mec. cil., page 184). 

Désignons, pour cet effet, par x,y , a les coordonnées rectangulaires du centre de la 
Lune, rapportée au centre de la Terre et à une écliptique fixe; par r, u, v il 1 le 
rayon vecteur de la Lune , l'inverse de la projection de ce rayon sur le plan fixe, l'angle * 

fait par cette projection et par l'axe des a-, et la tangente de la latitude de la Lune 
au-dessus du plan fixe; enfin , par les mêmes lettres, marquées d'un trait, les variables 
semblables relatives au Soleil. L'équation (g), de la page 137, peut servir à déter- 
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miner » , au moyen des autre» élémens et de» différentielles particlles'de la fonction R 

de» forces perturbatrice». 

Or, on a, en désignant par m! la masse du Soleil, 

m' (.rx 4- yy' 4- tz' ) 



R = ■ 



ri 3 



(/ri* 4-ri“ — a(xx / *') 

ou en développant, suivant les puissances descendantes de ri, 
n m ' . i («'+.»'+**'— èt*)* , , (ir + y/ 4- tri — ’ r* )’ 

-p- — ï-?T-rt ps ri — pj 

et en substituant aux variable» x , y , t,, r leurs valeurs en fonction de u , v et s , données 
page ia6 , et qu’il suffit d’accentuer pour avoir celles de x', y, s', ri, 

s(v — v' ) 4 - un' ss — J i/ 3 (i4--'*)!* 



f etc. J 



n _ m ' U ' f , U' j (l4-»*) , 3 [uu'cos( 

r -7t^ \ l ~-‘^+7n +i 



“*(* 4- *“)• 



4- etc. 



}• 



Il est facile de voir , d’après l’équation (y) de la page 99 , en y substituant la valeur de 
targy que donne l’intégration complète de» équations séculaires relatives à l’inclinai-on . 
et à la longitude du nœud, que la quantité que nous désignons ici par s’ est égale à 
une suite de termes de la forme k sin (ri 4-gt + O , g étant un coefficient extrêmement 
petit, dont nous négligerons le produit par m'u' 3 . La valeur de s peut de même, en né- 
gligeant les quantités de l’ordre j 3 , être représentée par la quantité r.é sin (v -f'gf'W) "{"L" 
la caractéristique £ placée devant le premier terme désignant la somme de tous le» 
termes semblables qui entrent dans cette valeur, et », étant la tangente de la latitude de 
la Lune au-dessus de l’écliptique vraie. Cela posé, on aura, eu n’avant égard qu'aux 

, yf® 

termes non périodiques, et en négligeant les quantités affectées de »,*, 



u* 



etc.. 



» ^t/R^ m'u' 3 ^ 1 4- s 



u 



au* 



+- s* a/R\ m'u' 3 /dR\ 

“ VclJ zr s “ (jï) ~ 0 ; 



ce qui réduit l’équation (g) à celle-ci : 

~ 4- » 4. * : 

dv* + + * 



/i‘u> 



4- etc. = o. 



Si l’on néglige les excentricités et les inclinaisons de» orbites , et qu’on désigne par a 

et a' les movennes distances de la Lune et du Soleil à la Terre, on aura u = - , 

• a a 

et l’on pourra conclure de ce que nous avons dit au bas de la page tg , h‘ = a. Si l’on 
fait ensuite = m, mt sera le moyen mouvement du Soleil , et il sera permis de sup- 
poser que le temps t soit représenté par le moyen mouvement de la Lune , ce qui donne 
— , = 1. Substituons maintenant ces valeurs et celle de s dans l’équation précédente, en 
Observant que l’on peut ici changer gt en gv , nous aurons 

4- O + ira*) »,4-X.A [1— (j4- i)’]siiiCv4-gv-f5)4- etc.= o. 
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ce qui donne, en intégrant , pour la partie de s,, relative au mouvement séculaire de 
l'écliptique , 

— z C g g + S*)<'»in(v 4 -g t, ^~ < ) 

' îm'— zg— g* ! 

Cette dernière quantité est insensible, car gv s'élevant au plus à 5 o* cent, par année , et 
J m'v qui exprime à peu près , comme nous l'avons vu au bas de la page 3 o, le mouve- 
ment rétrograde du nœud, surpassant ao° c. , } m' est au moins 4000 fois plus grand que 
a g ; ainsi on peut négliger ce terme dans l'équation différentielle en s, , qui devient alors 
indépendante de tout ce qui a rapport au mouvement séculaire de l'écliptique. On voit 
donc qu'à raison de la rapidité du mouvement des noeuds de la Lune , on peut supposer 
constante l’inclinaison moyenne de l'orbite lunaire à l’écliptique vraie. 

Ainsi la seule quantité qui puisse produire une équation séculaire dans la longitude de l'é- Éqnaiion •*. 

* eulaire de U 

poque, et par conséquent dans la longitude moyenne, sera — . -j— f e‘dt, qui donnera ^ une ' 

un terme proportionnel au carré du temps , lorsqu'on y substituera pour e la partie bl de 
sa variation qui dépend de la première puissance du temps. Les astronomes , observant 
à des époques différentes la longitude vraie de la Lune , et en déduisant la moyenne eu 
retranchant de Ta première l'équation du centre, obtenaient, en divisant la différence 
par le nombre d'années écoulées entre chaque époque , la longitude moyenne annuelle de 
la Lune, qu’ils appelaient improprement son moyen mouvement; et ils avaient reconnu, 
en comparant des déterminations semblables faites dans des siècles diffécens , une accélé- 
ration sensible dans ce moyen mouvement. Nous avons vu , dans le chapitre 10 de notre 
première partie , que non-seulement la théorie précédente a fourni de ce phénomène une 
explication complète , mais qu'elle a permis d'en déterminer l'expression analytique pour 
un grand nombre de siècles , avec une extrême précision , et qu'elle a servi à découvrir 
de semblables inégalités qui existent dans les mouvement de la ligne des nœuds et du 
périhélie de l'orbite lunaire. 

11 existe entre les variation* séculaires de la longitude de l'époque , produites par l'ac-> 
tion mutuelle de deux corps , une relation analogue à celle que nous avons déjà reconnue 
entre les variations des autres élémens. 

En effet, représentons toujours par L la partie non périodique de la valeur.de 
- : L étant une fonction homogène de dimension — i , par rapport à a et à a , on aura 




et le second membre de cette 'équation sera constant, d’après ce que nous avons vu 
page 254 . Or , si l’on reprend l'expression générale de dt , en se bornant au carré de l'ex- 
centricité, et en mettant à la place du dernier terme sa valeur dm, on pourra lui donner la 
forme suivante ; 



et on aura de même 



A i « j 2m (/L _ 

= i e du dt, 

an da ’ 



d,’=' t0 '‘d.'- dt. 

a n da 
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Si Ton substitue les valeurs qui en résultent pour et , dans l'équation précédente, 

en ayant égard à l'équation de condition déjà trouvée page *4 3 > elle se réduira, en suppo- 
sant que la partie constante se détruise séparément , à 

ma'ndi -f- md'ddi = o ; 

d’où l’on voit que toutes les fois que deux corps agissent l'un sur l'autre , les variations 
séculaires qui en résultent dans chaque élément sont de signe contraire et en raison in- 
verse des quantités ma'n et md'n. 

Ainsi , puisqu'il existe une équation séculaire dans la longitude moyenne de la Eune, 
il doit y en avoir aussi une dans le mouvement du Soleil ; mais on voit en même temps 
que l'extrême petitesse du rapport de ma’n à md'n' doit rendre cette dernière insen- 
sible , en tant qu'elle dépend de l'action de la Lune. 

Lorsque les inégalités séculaires sont développées suivant les puissances du temps, les 
termes qui contiennent la même puissance de la masse et du temps sont les seuls qu'on doive 
considérer. En effet, supposons par exemple un terme qui ait m'- 1 /* en facteur, ou dans 
lequel la puissance de la masse soit supérieure d’une unité à celle du temps : on peut le re- 
garder comme provenant du développement d’une fonction telle que m! cos ( m'ai -f *), où 
la niasse perturbatrice se trouverait à la fois en dehors et en dedans du signe périodique. 
Ainsi, l'inégalité correspondante aurait une période extrêmement longue, et un maxi- 
mum dépendant de la masse; elle devrait par conséquent être négligée. 

On peut remarquer cependant que s'il existait de tels termes dans la variation du grand 
axe , ils en produiraient dans celle du moyeu mouvement qui contiendraient la masse et 
le temps à la même puissance : car, soit un terme tel que Am'*/, dans la valeur de ta ou 

de — C'-r àt > celui qui en résulterait pour serait — ‘ J - Am'*t* , d’après la for- 
an J di ci 

mule de la page a4<} , et l’on devrait par conséquent y avoir égard. 

On pourrait se demander aussi ce qui arriverait s'il existait des termes qui continssent 

la masse à une puissance moindre que le temps. Supposons un terme de cette espèce, 

qui eût m'/* en facteur : il devrait résulter du développement d'une inégalité de la forme 

( rdat -f. «) , et dont le maximum serait par conséquent en raison inverse des 
m 

masses; ainsi, s’il existait de tels tenues, le système ne serait pas stable , en n'ayant 
même égard qu’à la première puissance des masses. Ce cas pourrait se présenter dans le 
moyen mouvement, si le grand axe contenait des termes séculaires dépendans de la 
première puissance des masses ; car il est facile de voir qu'un terme Am't, dans tu, ferait 

naître dans t{ la quantité — | ^ Am't*. OitMroit par là de plus en plus toute l'imporlaixa 

du théorème de l'invariabilité des grands axes pour la stabilité du système du monde. 
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CHAPITRE VI. 

Inégalités à courte et à longue période. Cas de la commensurabilitè des 

moyens mouvement. 

Cjomsidérons maintenant les inégalités du mouvement des corps de notre système, 
cpii dépendent de leur configuration , soit entre eux , soit à l'égard de leurs nœuds et de 
leurs périhélies, et qui se rétablissent toutes les fois que ces configurations redeviennent 
les mêmes. Nous avons déjà vu dans le chapitre III , qu'on pouvait classer les termes pé- 
riodiques qui entraient dans la valeur de H, en divers ordres de petitesse, suivant les 
puissances des niasses perturbatrices , des excentricités et des inclinaisons dont ils étaient 
affectés; mais la substitution de ces termes dans les expressions différentielles des élé- 
mens, et leur intégration , peuvent modifier essentiellement leur grandeur. En effet , soit 
m'H cos (i n t — int -J- iV — ti -f~ «) un des termes de ce genre , que renferme le déve- 
loppement de Cl : il produira dans ~ la quantité m'H< sin (r'n't — int 4- etc. ) , et les 

variations finies des élémens a, £, etc., du corps m, seront par rapport à ce terme, ea 
vertu des équations de la page s 5 1 , 



. suii'Ht ,, , . , ... 3/n'Hi . ... , . . 

fa — — — ï-t C 05 (t nt— tnt+etc.), Il— — -yj—, --rrein (1 nt — mi -f- etc.), etc. 

oh (ib — in) v * ' a\tn — m)* v 

On voit que l’intégration faisant passer en diviseur le multiple de t qu'a l’argument du 
ternie dont il s’agit, la grandeur de l’inégalité dépend do la valeur de ce multiple aussi 
bien que de l’ordre du terme , et qu'il peut se présenter trois cas différons , suivant que le 
"multiple in' — in est grand , petit ou égal à zéro. Examinons successivement la nature des 
inégalités qui résultent de chacune de ces suppositions. 

Lorsque le terme de Cl, que l’on considère , est tel , que in' • — in n'est pas une très IofsaWs X 
petite quantité , ou qu’il eirt peu différent de n on de ri , l'argument prendra des accrois- courte 
setuens rapides , la période de l'inégalité sera courte, et sa grandeur dépendra uniquement 
de l’ordre de son coefficient. On pourra alors supposer que les élémens qui y entrent sont 
constans , à cause de l’extrême petitesse de leurs variations séculaires au bout d’un court 
espace de temps. Il sera permis de se borner en général, dans 1a théorie des anciennes 
planètes, aux inégalités qui dépendent de la première puissance des niasses perturbatrices, 
et qui sont du premier ordre par rapport aux excentricités et à l'inclinaison. 11 faudra 
cependant avoir égard aux termes dépendans des carrés et produits de ces dernière» 
quantités , dans le développement de Cl , parce que leur différenciation par rapport à 
ces élémens abaissera leur exposant d'une unité, et pourra produire des inégalités du 
premier ordre par le moyen de termes qui étaient du second. Lorsqu’on aura ainsi diffé- 
rencié tous les termes de n par rapport aux élémens qui y entrent , il ne s’agira plus que de 
, substituer les valeurs dcces différentielles partielles dans les expressions des différentielles 
dechaque élément, et d’intégrer par rapport an temps, pour avoir les inégalités périodique* 
du premier ordre qui font partie do leur variation. Si l'on veut ensuite en construire 
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des tables commodes pour la pratique : au lieu de considérer ainsi les inégalités comme dis- 
tribuées entre chacun des élémens , il conviendra , ainsi que nous l'avobs vu page 197, de 
les appliquer aux trois coordonnées astronomiques , savoir , le rayon vecteur , la longitude 
et la latitude, en augmentant chaque élément qui entre dans leurs valeurs elliptiques , de 
' sa variation duc aux forces perturbatrices , et en négligeant le carré de ces forces. Ainsi, 
la considération-de la variation isolée dé chaque élément n’est, pour ainsi dire , que pro- 
visoire dans la théorie des inégalités périodiques, et la méthode dans laquelle on calcula 
immédiatement les perturbations des coordonnées polaires , sans supposer que l'orbite 
troublée soit elliptique, est peut être, dans ce cas , la plus directe et la plus- courte, 
tant qu'on se borne à la première dimension des liasses. 

L'expression de du, obtenue page a3i , contenant le terme - . dt , il semble que, 

e de 

quand on veut avoir égard à la première puissance de l’excentricité , il faut pousser le calcul 
de O jusqu'aux e 3 , puisque le diviseur et la différenciation abaissent chacun d'une unité 
l’exposant de e dans l’expression de du ; mais il faut remarquer que , comme l'excen- 
tricité ou son carré multiplient tous les termes des valeurs elliptiques de r et de v où entre», 
la présence de ce facteur les élève déjà suffisamment, pour qu'on puisse, dans l’approxi- 
mation dont il s'agit, se borner aux e’ dans a. • 

Si l’on voulait faire usage de la méthode de la variation des élémens , dans la théorie 
de la Lune , il faudrait pousser au moins jusqu'au carré des excentricités et des incli- 
naisons , la recherche des termes qui dépendent de la première puissance de la niasse 
perturbatrice , et former ensuite une nouvelle approximation dans laquelle on aurait 
égard à tous les ternies de l'ordre du carré des masses. Le procédé qui semblerait le 
plus naturel pour parvenir à ce dernier but , serait de faire varier, par rapport aux élénfen s, 
les différentielles partielles de fl, déjà déterminées -, mais comme il y a autant de ces 
différentielles partielles qu'il y a d'élemens , et qu'il faudrait faire varier chacune par 
rapport à tons ces élémens, qui sont au nombre de sept, en y comprenant le moyeu mou- 
vement, cela ferait quarante-neuf tenues nouveaux à considérer. 11 serait donc plus 
simple de substituer immédiatement dans O , au lieu des élémens £, a , e, etc. , du mou- 
vement de la Lune , leurs nouvelles valeurs £ -f- t£, a + tu, e + te, etc., afin de dé- 



, ,, . dCl , dCl . , dCl . .... 

terminer 1 accroissement Jç -+- -j- J a -f- te -f- etc. , qui en résulterait pour cette 

fonction, et qui ne serait composé que de sept termes; cela reviendrait au même 
pourvu qu'en prenant ensuite les différentielles partielles de cet accroissement par rap- 
port à chaque élément, on ne différenciât que par rapport à ceux qui se trouvaient déjà 
dans fl , en regardant comme constans ceux qui y auraient été nouvellement introduits. A 
langueur, il faudrait aussi supposer dans Cl les élémens a', e', etc. duSôleil, variables, et 
augmentés de leurs perturbations dues à l’action de la Lune, ce qui introduirait sept 
autres termes dans l’accroissement de Cl -, mais la petitesse de ces variations permettrait 
de les négliger, et de ne considérer que les termes en m’ sans avoir égard à ceux eu 
mrn. Ayant ainsi obtenu les parties des différentielles partielles de Cl par rapport aux 
élémens, qui sont du second ordre des masses, il ne s'agirait plus que de substituer ces 
valeurs dans les expressions des différentielles des élémens , pour avoir, après l'intégration, 
la partie périodique de leurs variations qui dépend du carré de la forcé perturbatrice. 
k^uepériadJ! Considérons maintenant le second des cas dont nous avons fait plus haut la distinc- 



Digitized by Google 



CHAPITRE SIXIÈME. 



sGi 



tion. Pour que le développement de O puisse faire naître des termes où le coefficient 
i'n' — in, qui multiplie le temps sous les signes périodiques, soit très petit, il faut que 
le produit du moyen mouvement ni de la planète perturbatrice par un nombre entier , 
«oit presque égal à celui du moyen mouvement ni de la planète troublée par un autre 
nombre entier, ou en d'autres terme» , que ces moyens mouvemeus approchent beaucoup 
d'étre crnumensurables entre- eux. On voit en effet que «jans ce cas les configuratious 
réciproques des deux planètes, et leurs positions dans leurs orbites, doivent revenir les 
mêmes au bout d’un temps déterminé , et que ce» retours doivent avoir une grande in- 
fluence sur les effets de leur action mutuelle. L'argument des termes dout il s'agit étant 
fort petit , son accroissement doit être très lent , et la période de 1 inégalité correspon- 
dante ne doit s'accomplir qu'au bout d'un long espace de temps ; mais le coefficient do 
cette inégalité acquérant par l’intégration le très petit diviseur i n — in, qui se trouve 
même au carré dans l'expression du moyen mouvement , on voit que lors même qu'ello 
serait d'un ordre supérieur au premier, par rapport aux masses ou aux excentricités et 
inclinaisons , elle peut devenir par là très considérable. 

C’est par l'examen attentif des valeurs numériques des moyens mouvemens des divers 
corps de notre système , ou des rapports de leurs révolutions sidérales , que l’on peut 
découvrir les inégalités de ce genre auxquelles leur action mutuelle doit donner lieu. C’est 
ainsi que Jupiter achevant sa révolution à peu près en douze ans , et Saturne la sienno 
en moins de vingt-neuf ans et demi, on a remarqué que le produit du premifcr nombre par 5 
était, à fort peu de chose près, égal au double du second ; d'où l'on a conclu que les 
inégalités dépendantes de l'argument on' l — ont , n't étant relatif à Saturne , devaient 
être très considérables dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Nous avons déjà développé 
ce cas dans le dernier chapitre de notre seconde partie , et nous avons vu page a36 , 
comment on pouvait déterminer à priori la forme des six termes du développement de O, 
qui , étant du premier ordre des masses , et du troisième par rapport aux excentricités et 
à l'inclinaison , ont 5 n't — anf pour argument. Comme il y a sept élémens à considérer, 
cela peut produire quarante-deux ternies affectés de cette grande inégalité, dans les per- 
turbations de l’une et de l’autre planète ; mais les plus sensibles sont ceux qui entrent 
dans la variation de l'excentricité ou dans celle du moyeu mouvement. Dans la première ils 



viennent du terme - ~ dt de l’expression de de, qui , ayant e en diviseur, abaisse d’une 

unité l'ordre de chaque terme de Ci; dans la seconde , leur introduction tient à ce que la 
double intégration amène le carré de i'n' — in en diviseur. Les inégalités sont rendues par là 
si con-idérables , que, parmi les termes de O qui ont ont — ont pour argument , et qui 
sont affectés de la première dimension dos masses , on doit même avoir égard à ceux qui 
sont du cinquième ordre par rapport aux excentricités et à l'inclinaison. On voitfacikment 
alors , en reprenant les considérations de la page a36 , que ces derniers se composent des 
mêmes combinaisons d'angles qui entrent dans les tenues du troisième ordre, et qu'ils en 
introduisent de plus quatre nouvelles , où l'argument 5n'f — anf -f- 5i' — ai est suivi drs 
angles — 4*' + », «' — *“* mZ+a — a* , •' — 3* — 2*, dans lesquels g -f- g 1 -f- a g" 

est toujours égal à 3, sans que g , g , g’ soient tous de même signe. 

L'équation de condition qui existe entre les inégalités séculaires de tous le» élémens 
a lieu aussi relativement aux inégalités à longue période du moyen mouvement, qui 
dépendent de la première puissance des masse». 
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En effet, l' équation , provenant du principe des forces rives, à laquelle nous sommet 
parvenus page a53 , a lieu séparément, et est rigoureuse, par rapport aux inégalités pé- 
riodiques qui ont le même argument ; mais ai cet argument est tei que l'a — in soit 
très petit, et que l’ordre des termes où il entre soit d'ailleurs assez élevé, on peut se 
borner à ceux qui acquièrent i'n! — m en diviseur, parce que ce sont les seuls qui 
puissent produire des inégalités auxquelles on doive avoir égard. Or , comme il Û’en peut 
provenir de semblables que de l'intégration , les seules parties de l'équation qui peuvent 
en contenir de tels , sont celles où entrent fît Ciel fd“CÏ , puisque les autres ne snat pré- 
cédées d’aucun signe d’intégration , et qu’on ne doit y mettre , pour les variables , que leurs 
valeurs elliptiques, quand on néglige le cube des masses. Si doue ou remet, pour ces 
quantités , leurs valeurs , et qu'on néglige les produits des masses perturbatrices , on aura , 
par rapport aux inégalités à longue période , du premier ordre des masses, qui peuvent 
devenir sensibles , la relation 

C dCl , ,r,dCÏ 

min - - dt -}- ml n -j-j- dt — o , 

qui devient , en y substituant pour 'y, leurs valeurs en fonction des variations de» 
moyens mouveniens , et en regardant a et n comme constant , 
md’nd . t £ + m'a'n'd.lÇ = o , 

d'où l'on tire, en intégrant, en remettant pour net n' leurs valeurs, et eu négligeant le 
carré des masses, 

rn Ÿ' a + ru l /a tÇ = const. , 



équation à laquelle nous sommes déjà parvenus page ao5 , et qnt permet , comme non» 
l'avons vu , dans le cas de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne , de conclure 
immédiatement, de celle qui se rapporte à l'une des planètes, la valeur de l’inégalité 
correspondante pour l'autre planète. 

Les quantités qui sont de l'ordre du carré des masses , peuvent produire , dans cette 
théorie, des inégalités très sensibles, qui aient Snt — ont, ou le double de cet angle, 
pour argument. Les premières viennent de la variation de O et G' qui résulte de celle 
des élémeas, et en particulier, de la combinaison des termes périodiques du premier 
ordre des masses qui ont 3 ni — ni et ni — a ni pour argument. Quant à l’inégalité 
qui dépend du double de 5 nt — ont , on peut conclure , de ce que nous avons vu 
page a5a , qu’il ne peut point en provenir de semblable dans le grand axe et dans le 
moyen mouvement, par les variations des excentricités , des périhélies, des noeuds et des 
inclinaisons , qui dépendent de l’argument 5n'f — ani j mais il n’en est pas de même de 
celles qui peuvent provenir de la variation des moyens mouvemens. 

. En effet , l’accroissement de Cl qui résulte de la variation de î et f étant 



’lj- -f- <Jg' f celui du moyen mouvement de m, qui y correspond, aura pour ex-j 
.ression - 3 fj à ~ (~~ K + >?)• 



Si l’on suppose donc 



G = m'H cos ( t'4' — ii -+■ «"•' — '<+«)> G' = mû cos — i( + etc. ) , 



* 
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— m’Hi sin (i v f — -f- etc.), = — mHi' sin (i'J 1 — j{ -f-etc.) > 

d'où l'on tire, pour les variations de £ et Ç , qui sont du premier ordre des masses, en 
remettant , pour ces élémens , leurs valeurs elliptiques nt et nt sous le signe sinus , 



H 



3 m' Ht 



a*(i'n' — in)' 
et comme on a 
d’a 



-sin (i’n't — int -f- eto. ), : 



u ■ 



3ntlU' ■ , i . s 

^--- y -sin(i n t — mf-f etc.); 



lî'a 



= — m'Hi* cos (i'Ç — -f- etc.) , ~ C05 C'T — '{+ etc.) , 

on obtient , pour l'accroissement de qui est de l’ordre m*, en exécutant les produits , 
et en intégrant, après avoir fait { = nt , % = n't-, sous le signe périodique , la quantité 
qm'H'i /m'i* . mi'*S . . . , », . . . 

- v* + sm a 1 ltn 1 ~ ,nt + * 1 • “ '• + 

qui se réduit , dans le cas de Jupiter, en y faisant ï = 5 , ir= a, à 

- ^ (Ç- an )' fë + "^) iin (*o«*-4«<+ u*-*. + a-). 

L’inégalité qui en résulte a une période deux fois plus courte que celle de la pre- 
mière ; et quoiqu’elle soit du second ordre des masses , et du sixième par rapport aux 
excentricités et à l’inclinaison , elle est cependant sensible à cause du très petit diviseur 
5 ri — an qu’elle a acquis à la quatrième puissance. 

Nous n’avons pas eu égard , dans ce qui précède , à la variation de a , dont le carré 
entre en diviseur sous le double signe intégral, dans l’expression de et qui , par la 
combinaison du termo.de sa variation , qui a l’argument 5n't — a nt , avec le terme sem- 
blable de pourrait en produire un qui eût le double de cet angle pour argument; 
mais il est facile de voir que le terme provenant de la variation de — n’aurait que 1a 

première puissance de i'n' — in en diviseur ; ainsi, la combinaison et la double intégra- 
tion ne pourraient jamais amener que son cube; et comme l’inégalité serait du sixième 
ordre, et dépendante du carré des masses , le diviseur ne serait pas assez petit pour com- 
penser cette élévation , et rendre son coefficient sensible. 

Pour pouvoir déterminer la période et le maximum de la grande inégalité de Jupiter 
ou de Saturne , il faut rassembler les diverses parties dont elle se compose , et qui sont de 
dilFérens ordres, afin de les réunir toutes en un seul terme. Nous avons déjà vu , page aeg, 
comment on réduisait chaque terme dont l'argument était 5 nt — a nt -f- 5 t — ai , où 
Ç, à la forme h sinÇ -f- h' cosÇ, et de là à la forme Csin (£ -J- A) , en faisant 

tang A = , C = J et comment on devait avoir égard , à cause de la longueur 

de la période, aux variations séculaires des élémens qui entraient dans les coefficiers 
k et U . Supposons donc la somme de tous les termes de la grande inégalité réduite à 
la forme ( A-f- Et -J- Ct*) sin Ç -J- ( A’ -f- B't -f- C'i’) cos£ : il faudra, pour la réduire 
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à an seul terme, la calculer pour trou époques différentes, telles que 1750, aa 5 o 
et 3700, au moyen des valeurs numériques des élémens à chacune de ces époques. Soit 
C sin(Ç-f-A) sa valeur pour 1 750 *, soient C, , A,; C a , A # ce que deviennent S et A aux 
époques de aa 5 o et ayâo : l'expression de cette grande inégalité, relative à un temps 
quelconque I, sera 

( b * + * %■ + '• l ' È) ,iD (« + x + 4 a + i ** 3? ) ■ > 



les différentielles de C et de A se rapportant à l'époque de 1750. 

Or , l’expression générale de C , savoir C + £ ^ + ; ** donne , en y faisant succes- 
sivement l — 5oo, t = ioco , 



C y = C + 5oo ^ + s(5oo)*^, f,=C+iooo j’ -K ( 1000 )* 



d’où l'on tire 



& = 4C,- 3C-Ç. </*C _ C.- 9 g, + C . 

th ioco ’ 31* a 5 oooo * 



et il suffit de changer dans ces équations C en A pour avoir des valeurs semblables , 
relatives à cette dernière quantité. 

Ayant obtenu par là les valeurs des coelüciens des puissances du temps qui se trouvent 
en dehors ou en dedans du signe sinus , en fonction des quantités connues C, etc. a 
on peut déterminer , ainsi que nous l’avons vu page ai a, la période de la grande iné- 
galité, en cherchant quel est l'accroissement annuel de son argument, et quel est le 
temps nécessaire pour que cet argument augmente d’Une circonférence. On trouve par là 
que cette période est d’environ qng ans , et qu’elle est, à très peu de chose près, la 
même pour Jupiter et pour Saturne. Nous ayons vu d'ailleurs que ces inégalités étaient 
de signe contraire , et que celle de Saturne , dont le maximum était d'environ 48' , ten- 
dait actuellement à diminuer sa longitude moyenne. On doit aussi avoir égard, dans 
les valeurs du rayon vecteur, et de la longitude vraie de ces deux planètes , à plusieurs 
inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et 
qui acquièrent en diviseur , par l'intégration , la première puissance de 5n’ — an , ainsi . 
que nous l'avons déjà remarqué page a 10. 

La théorie des différentes planètes de notre système présente plusieurs exemples 
d'inégalités à longue période , beaucoup moins considérables , il est vrai , que les pré- 
cédentes, et que l'on calcule isolément comme celles-ci, en ne déterminant, parmi le* 
quantités de l'ordre dont elles dépendent, que les termes qui ont l'argument correspon- 
dant a l'inégalité cherchée , ou ceux que le rapport approché de commensurabilité peut 
rendre sensibles. Ainsi, le moyen mouvement de Mercure étant, à très peu de chose 
près , quadruple de celui de la Terre , il en résulte , dans la théorie de la première pla- 
nète , une inégalité dont l'argument est n t — 4 n ’t > et ff u ' est sensible quoiqu elle dépende 
de*la troisième dimension des excentricités et 'de l'inclinaison; mais sa petitesse permet de 
négliger les termes qui n'ont point (n — 4"' )" pour diviseur , et de ne pas supposer ses 
çoefficiens variables par rapport au temps. L'action de Saturne sur Uranus produit aussi 
une grande inégalité, qui a pour argument trois fois le moyen mouvement de ce dernier 
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moins celui du premier. On voit même qu’il doit exister de semblables inégalités dars la 
théorie de toutes les planètes , puisqu’on peut toujours trouver des nombres dont les 
produits par les moyens mouvemens respectifs soient à peu près égaux ; mais on ne 
doit y avojr égard que lorsque la différence de ces nombres s’écarte peu de l'unité , 
puisque , dans le cas contraire , l’ordre des termes est trop élevé, et leurs coeiliciens 
sont trop petits , pour qu'il faille les prendre en considération. 

Dans les nouvelles petites planètes , dont les moyens mouvemens sont presque égaux, la NonvtDe» 
commensurabilité se trouve dans les termes indépendans des excentricités , et l’on a , à 1’ 
fort peu de chose près , n — n = o , dans la théorie de Cérès et Pallas. Il semble alors 
qu'on devrait y avoir égard aux termes dépendans de tous les multiples de l’élongatioa 
ni — n't, puisque le terme A cos 10 (n/ — ni), par exemple, ne diminuerait en l’intégrant 
que parle diviseur 100, qu’il acquerrait dans le moyen mouvement , ce qui ne suffirait pas, 
quand A serait grand, pour rendre l’inégalité insensible. Heureusement les masses de ce» 
planètes sont si petites , qu'on peut négliger les effets de leur action mutuelle par rap- 
port à ceux qui proviennent de l'attraction des autres planètes environnantes. Au reste, 
d'autres obstacles dont nous avons déjà parlé, savoir, la grandeur des excentricités et 
des inclinaisons , se présentent dans leur théorie , et rendent insuilisan&s toutes les mé- 
thodes connues , pour déterminer leurs perturbations. En effet , les développemens , 
ordonnés suivant les puissances des excentricités , étant alors fort peu conVcrgens , il fau- 
drait pousser les calculs si loin , qu’ils deviendraient presque impraticables : les théories 
de Cérès et de Vcsta offriraient peut-être un peu moins de difficultés que celles des deux 
autres ; mais on a vérifié que dans le cas de Pallas , par exemple, il faudrait environ quatre 
cents inégalités pour représenter la seule attraction de Jupiter.Les facteurs numériques qu’ac- 
quièrent les coeiliciens de chaque équation dans les ordres supérieurs deviennent si considé- 
rables , qu’on pourrait même douter s’ils ne produiraient pas quelque terme sensible 
dans la théorie des anciennes planètes , et il serait important d'avoir un moyen d'appré- 
cier les limites des erreurs que l'on commet , en s'arrêtant à un certain ordre d’approxi- 
mation ; cependant, le comparaison de la théorie avec les observations prouvant que les 
résultats de celle-là s'accordent en général avec celles-ci, à moins de 10* près , fournit, 
une vérification suffisante pour l'Astronomie, si elle ne l’est pas entièrement pour l'Ara vie. 

La théorie des satellites de Jupiter qui , à cause de la promptitude de la rérolution Théorie An 
de ces astres , a présenté, dans le court intervalle d’un siècle et demi , tous les grands »*teiiit*»d« Jo- 
changemens que le temps ne développe qu’avec une extrême lenteur dans le système pla- ^ ltœ 
notaire , offre un exemple bieu remarquable du troisième des cas que nous avons dis- 
tingués au commencement de ce chapitre, de celui où le coefficient du temps, sous le 
signe périodique, est égal à zéro. 

Considérons en effet les 3 premiers satellites, en négligeant le 4*, ou le plus éloigne de rnrc.-.litrsqni 
Jupiter, dont l’action sur les précédens est, à raison de sa distance, presque insensible, de o, driT 

même que celle du Soleil, en comparaison de l’action mutuelle des 5 premiers satellites -, dé- «• u»» 
signons par fndt.fndt, fndt, ou les moyens mouvemens respectifs de ces derniers : 

les observations ont fait voir que ces élémens suivent à peu près une progression sous-double, 
c'est-à-dire que le moyen mouvement du i* r satellite est, à fort peu de chose près, doubla 
de celui du second, qui lui-ménie est presque double de celui du troisième. II en résulte 
d’abord que les inégalités qui ont ni — a n't et lit — a n" t, ou leurs premiers multiples, 

34 
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pour argument , et qui sont d'ailleurs du premier ordre par rapport aux masses et aux 
excentricités , seront en général très considérables dans cette théorie , de même que toutes 
celles qui acquièrent n — an' et n' — an' en diviseur } et comme l'ellipticité des orbes du 
premier et du second satellite est insensible, la variation de l’excentricité, dépendante de 
ces argumens , et qui a , comme nous l'avons vu , e ou e en diviseur , sera plus considérable 
que la variation correspondante du moyen mouvement , quoique celle-ci ait les carrés 
de n — art' ou n — an" en diviseurs. Nous avons vu, page aai , que le second terme de 
l'expression elliptique du rayon vecteur r du corps m était — ae cos (ni i — ») ; si 
l’on y substitue, au lieu de e, la partie de sa variation qui dépend de l'angle nt — a rit, cela 
fera naitre une inégalité indépendante de l'excentricité , et dont l'argument sera a (rit — nl)\ 
il en est de même pour le terme correspondant de la longitude vraie ; et l’inégalité qui 
en résulte est la plus sensible du mouvement du premier satellite, la seule que les obser- 
vations aient fait reconnaître. De semblables substitutions, dans les valeurs des coordonnée* 
des satellites m' et m", y produiront des inégalités considérables, qui dépendront, dans le 
premiercas, des angles nt — n't oun'l — n't, et dans lesecondcas, decc dernier seulement. 

Mais l'inégalité la plus remarquable de ce système, est celle qui dépend de l'angle 
nt — ôn't + 2 nV En effet , n — 3n + an* étant égal à la différence entre n — an' et 
n' — an", est incomparablement plus petit que chacune de ces quantités, et il semble que 
. les termes qui ont cet argument doivent produira de très grandes variations dans les 

moyens mouvemens, d’autant plus que leurs coefliciens sont indépendans des excentricités, 
quami on se borne à ceux de l’ordre le plus bas. Nous allons chercher à faire voir com- 
ment l’action mutuelle de ces mêmes satellites tend à rendre ces inégalités peu sensibles. 

Impsliicsqui II est évident, d'après ce que nous avons établi au bas de la page a33, que les termes 
fôml^ordic'des dépendant de l’angle nt — 3 nt -f- an*/ ne peuvent se trouver que parmi ceux qui sont 
aiMsct. du second ordre des masses perturbatrices, puisque les termes du premier ordre, qui 
proviennent de l’action de m" ou de m' sur m, ne peuvent contenir à la fois, sous les signes 
périodiques , que n't et nt ou nt et nt. On voit de plus que les principaux des termes 
dont il s'agit résulteront de la variation des coordonnées de m', dans les termes de D et 
a! où entre cos (v — v ) , et dans ceux de il' et û qui dépendent de cos a(v' — v'); 
mai', il suffit de calculer ceux qui se rapportent à l’un des satellites, pour obtenir, avec 
une grande approximation, les termes qui sont relatifs aux deux autres. 

En effet, reprenons l'équation ma'nd.t Ç -f -m'u'nd.i'Ç = ode la page a6a, qui a lieu 
pour un nombre quelconque de corps , et appliquons-la an cas actuel , en y supprimant 
la caractéristique /, ce qui revient à regarder Z et £ comme les moyens mouvemens de* 
orbites troublées : nous aurons , eu la différenciaut , et en remarquant qu'on a 



= ndt , dn = da =z — ? - dn, etc. : 









L’équation ma'n m'n'*n' -f- m'a**n' = const. , qui provient , comme nous l’avons 
vu page ao3, de l’une des intégrales des aires, quand on y néglige les excentricités et 
les inclinaisons , subsiste par rapport aux inégalités à longue période , parce que les 
termes, multipliés par mm', qu’on néglige pour obtenir cette relation, n’ont point, en di- 
viseur les petits coefliciens i’n'—in dans l’ordre que l’on considère (voyez Méc. cil., tome I, 
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page Si^). Elle donne, en la différenciant, et en remettant pour da et dn leur» 
valeurs, 






On tire de ce» deux équation», en retranchant l'une de l’autre, après avoir multiplié 
la dernière par n* ou par n, 

d'Ç nui' (n — n*) A'Ç ma 1 (a — n') 

~dt ~ ~ m'a" («' — »*) ~dï ’ ~dt ~~ »V‘ K— n') ' 

On a d’ailleurs, d’après la page a 3 a, ~ • 



si donc on suppose dans ~ le terme — A »in — 3^ -f- a{* + « — 3/ + ni* ) , 

„ , 3 /m'm* , _ mm* n—-n mm! n — »' \ , „ 

et que Ton fasse ^ + 3 -JT ■ + *~*- A = C . 

onanr , g_ 3 g+n^ = C»in({_3f + a r + .-3.' + a .*). 



d’où l’on tire, en posant { — 3f-4- *£* -f*s— 3 *' 4 - »«' = p , et an supposât* d’abord 
1, i"constans, l’équation = C sin?. 



Les observations apprennent que la combinaison des moyens mouvemen», représentée 
par i — 3 ^+ a£*, est une très petite quantité ; on peut donc supposer , en général , quand 
on regarde 1, 1', 1* comme constans, p = a 4- u, a étant une constante , et u une variable 
très petite , dont H est permis de négliger le carré ; l’équation précédente devint alors 

saCcOcst -f-Ciinc. 

Or, il est facile de voir que les valeurs sint j/— î co sa, et cost [/ — f cos a, données 
à u , satisfont à cette équation quand on fait abstraction de son dernier terme, et que, 
pour que la substitution de la valeur de u rende nulle l'équation toute entière, il suffit il'jr 
ajouter un terme constant, qui étant multiplié par C cos a , soit égal et de signe contraire à 
C sia a. On tire de là , pour l'intégrale complète de cette équation ; 

11 = U *in(t j/— C co ta 4- i ) — tanga, 
à et h étant deux constantes arbitraires. 

Pour que la valeur de u reste trè» petite, il faut que le-terme affecté de tanga dispa- 
raisse ; car supposons qu'au point de départ où l'on a t = o, k »in h fut à peu près égal à 
C tanga : comme l'argument du premier terme croit avec le temps , ces deux termes pour- 
raient bientôt différer beaucoup, ce qui serait contre notre hypothèse, déduite de» observa- 
tions, savoir, que u reste toujours très petit, ou que l'angle? est, à très peu de chose pré», 
constant. 11 faut donc, pour que l'équation puisse subsister, que l’on ait tang a = o, et 
par conséquent que a soit égal à zéro , ou à une demi-circonférence , ce qui donne le» 
équations 

^7=±:Cu, et u=Asin(l P^^T 4 - A)- 
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Ainsi., de même que dans la théorie du pendule il n'existe que deux positions d'éqni- 
libre, il n'y a de même que deux cas où la valeur moyenne de la combinaison des longitudes 
désignée par f reste constante ; mais pour que u demeure toujours très petit , ou que 
l’équilibre soit stable , il faut encore que [/ S soit toujours une quantité réelle , ne 
puisse devenir imaginaire, puisque sans cela sin se changerait en exponentielles 

réelles, qui croîtraient indéfiniment avec le temps ; ainsi, si S est négatif par lui-même, 
il doit être précédé du signe — , ce qui exige que l’on ait cos a = 1 ,ou que a soit égal à 
zéro ; ai au contraire S est positif, il doit être pris aussi avec le signe -+■ sous le radical, 
et il faut par conséquent que l'on ait cos a — — i,ousxr. 

Dans le cas des trois premiers satellites de Jupiter, le calcul donne, pour ?, une 
quantité positive ; l’angle f ne doit donc qu’osciller de part et d’autre de deux angles 
droits , et c’est ce que conErment^n effet J es observations. La période de cette oscillation 

est donnée par l’équation t y/ i zxz ar , et élit est égale à ce f I u ‘ * a f*jt monter 

à environ deux ans, lorsqu’on met dans cette expression pour C sa valeur. Pour déterminer 
son maximum , il faudrait connaître , au moyen des observations , la valeur de cor- 
respondante à t=o. En effet, soit a cette valeur, etsupposons qu’on ait u =o quand f = O, 
ce qui donne eu général u = k sin t f/ C : ou aura , en différenciant et en faisant ensuite 

t nul , a = h y* S, d’où l’on tire k ', mais comme jusqu'ici, malgré la rapidité de 

la période de u, on n’a pu trouver aucune trace de cette inégalité, il s'ensuit que, même 
dans son maximum, elle est d'une extrême petitesse. Ainsi la commensurabilité des moyens 
mouveMens produit une espèce de libration entre les longitudes moyennes des trois satel- 
lites , qui est une véritable équation séculaire, en tant qu’elle est indépendante de la con- 
figuration de ces corps entre eux, mais dont le coefficient est arbitraire , et paraît être 
jusqu'à présent insensible par les observations. 

Il nous reste à faire voir que les variations des longitudes de l’époque , dont on ne 
peut faire abstraction dans les satellites de Jupiter, comme dans les planètes, ne modi- 
fient pas ces résultats. Supposons, pour cet effet, que ces variations ajoutassent à la 

valeur de ~, une quantité de la forme : on peut , à cause de l’extrême longueur 

de leur période , comparée à celle de sin ( \/^, supposer toujours ç = w -j- u , u étant 
une très petite quantité ; ce qui donne l'équation 

• rf*u * d’4' 

5?=“ C “+*T* 

On tire de là, en intégrant par approximation , ou en supposant d'abord le dernier 
terme constant , puis variable , et en modifiant la valeur de u de manière à ce que l'é- 
quation soit toujours satisfaite : 

“ = k sin(t \Z~C + h) + g ÿ - + e *c. 

Nous avons vu que l'inégalité séculaire de la longitude de l’époque était de.la forme 
m'fe'dt , et que la valeur de l’excentricité e' se composait généralement d'une quantité cons- 
tante et d’une suite de termes de la forme A cos(pt-f- a) , ft étant de l'ordre des masses 
perturbatrices. Comme la différenciation de cette valeur fait sortir le très petit multiple^ eu 
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dehors du signe périodique , il en résulte que la quantité sera à la fois excessivement 



petite, et d'une période qui ne s'accomplit qu’en plfisieurs milliers d’années : ce qui prouve 
qu’on peut ia négliger par rapport à une inégalité dont la période n’est que de deux ans; 
et il en est de même à plus forte raison des termes suivans. 

Puis donc que l'angle nt — 3 n't -f- an't -|~ ■ — 3«' -f a, “ ne fait qu’osciller de part et Théottan qui 
d’autre de -deux angles droits , sa valeur moyenne est égale à deux angles droits , et l’on ^mmeniumbi''. 
a , en n’ayant égard qu'aux quantités moyennes , n — 3 n -j- an" = o ; c'est-à-dire que le lité dc« moyens 
moyen mouvement du premier satellite, moins trois fois celui du second, plus deux fois ““‘''“n" 1 ’- 
celui du troisième, est exactement et constamment égal a mto .11 n’est pas même nécessaire 
que cette égalité ait eu lieu exactement à l’origine , ce qui serait très peu vraisemblable ; il 
suffit qu’elle ait été fort approchée , et que n — 3/»' -f- an" ait été moindre , abstraction 
faite du signe, que k l/ », pour que l’attraction mutuelle des trois satellites ait rendu 
cette égalité rigoureuse. 

On a ensuite i — 3i' -f- ai* — «• ; ainsi, la longitude moyenne du premier satellite ; 
moins Crois fois celle du second , plus deux fois celle du troisième , est exactement et 
constamment égale à deux angles droits; et l’on peut conclure de là , que les équations 
séculaires des longitudes moyennes des satellites seront toujours tellement coordonnées 
par leur action mutuelle , que celle du premier, plus deux fois celle du second , sera tou- 
jours égale à trois fois l’équation séculaire dn troisième. Ces beaux théorèmes, qu’on a 
proposé d’appeler les Loisde Laplace, du nom de celui qui les a le premier établis par 
la théorie , ont lieu relativement aux moyens mouvemens , et aux longitudes moyennes 
synodique! des trois satellites , parce qu’ils sont indépendans de l’axe auquel on rapporte 
les angles 5 et il en résulte que les trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés 
à la fois. En effet, dans les éclipses simultanées du premier et du second, par exemple , 

»* + 1 et n't -f- t sont égaux à une demi-circonférence , ce qui donne , en vertu de l’équa- 
tion précédente , a n’t -f- ai' — 3<r; d’où l’on voit que la longitude moyenne du troisième 
satellite , est alors égale à J Ces théorèmes montrent aussi que les deux inégalités prin- 
cipales du rayon vecteur, et de la longitude vraie du second satellite , c’est-à-dire celles 
dont l’argument est nt — n't ou an't — a n’t , peuvent se réduire à une seule, dépen- 
dante du premier argument ; et que ces inégalités étant une fois réunies , il n’est point 
à craindre qu’elles viennent à se séparer par la suite. 







CHAPITRE VII. 

Travaux récens sur la théorie des mouvemens de iranslatio’ des planètes. 

Tandis que la publication de l’admirable ouvrage des Principes fut, comme nous 
l’avons vu , suivie d’un grand nombre d’années où l’on ne vit paraître , dans ce genre, 
aucun travail important et original , celle du Traité de Mécanique céleste de M. Laplace, 
faite dans un siècle plus éclairé, semble au contraire avoir donné aux esprits une impulsion 
nouvelle et rapide. Nous ne parlerons pas ici des découvertes et des travaux astro- 
nomiques qui rendent déjà cette époque remarquable, mais nous nous bornerons à énu- 
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— *• mirer les principaux Mémoires que ce siècle' a vus naître , sur la théorie analytique des 

perturbations planétaires, et à donner une légère idée de chacun d'eux, en profitant 
des analyses qui en ont été faites dans le Nouveau Bulletin de la Société Philomathique. 

Origine de li On peut dire , avec Lagrange ( Méc. anal . , tome II, page 77) , que ce sont les ohser- 
«riarion dej" 1 rations elles-mêmes qui ont fait connaître la solution du problème des mouvement, de* 
dcoMas. planètes , fondée sur la variation des élément de leurs orbites elliptiques : puisque les 
irrégularités qu'elles firent découvrir dans ces mouvement étaient assesr. petites pour que 
les astronomes, ^qui voulaient en tenir compte, dussent, en admettant toujours le mouvement 
elliptique comme étant le véritable, supposer seulement que les élémens éprouvaient de 
très légères variations ; ce fut en effet la marche suivie par Newton dans sa Théorie de 
la Lune. Cette méthode, qui, considérée analytiquement, revient à substituer, à trois 
équations différentielles du second ordre , un nombre double d'équations du premier 
ordre , ne serait presque d'aucune utilité si la solution rigoureuse était possible ; mai* 
* elle est très avantageuse dans le cas contraire, et lorsque les forces perturbatrices sont 
très petites ; car elle permet de conserver la forme elliptique des orbites, de supposer même 
l'ellipse invariable pendant un temps infiniment petit , et de faire une suite d'approxi- 
mations ordonnées suivant les puissances des forças perturbatrices ; enfin , elle ramène 
immédiatement aux quadratures les valeurs déterminées par la première approxima- 
tion. Euler est, à ce qu'il parait, le premier qui soi» parvenu, dès 1748, parce procédé, 
aux véritables expressions analytiques de la fariatioa de l'inclinaison et de la longi- 
tude du noeud ; et il l’appliqaa avec succès à 1 a fin de sa Théorie de la Lune , de ] 753 , 
à celles du grand axe , de l'excentricité et de la longitude du périhélie , sans obtenir 
cependant des valeurs exactes dam les applications numériques qu'il Gt de sas formules. 
Nous avons vu Lagrange parvenir, en 1776, à exprimer la variation du grqnd axe au 
moyen de la différentielle d'une oertaine fonction u des forces perturbatrices , prise par 
rapport aux seules coordonnées rectangulaires du corps troublé, et donner, en 1781, 
de semblables formule* pour tous les autres élémens, excepté la longitude de l'époque, 
qu'il se contenta d'exprimer en série. M. Laplace, qui avait déjà donné une méthode pour 
faire disparaître les arcs de cercle , fondée sur la variation des constantes arbitraires, lit dé- 
pendre, dans le chap. 8 du livre II de la ilécaniquecelesU , les expressions différentielles 
de l'excentricité de l'orbite, de son inclinaison et de la longitude de ses i.eeuds, des diffé- 
rentielles partielles de la fonction perturbatrice, par rapport aux coordonnées polaires; 
et il parvint, par une transformation, à mettre les deux dernières sous une forme plus 
simple et plus symétrique encore, en y exprimant la diff é re n tie l le de chacune des deux va- 
riables relatives à la position de l'orbite, au moyen de la différenlielle partielle, par rap- 
„ port à l'une de ces mêmes variables. H prouva dans le livre VI, que l'uniformité des 
moyens mouvemens n'cstpoint altérée par les grandes inégalités de Saturne et de Jupiter, 
en ayant égard aux carrés des masses; ce qui était d'autantplus important, qu’il avait fait 
voir que ces grandes inégalités ont une influence considé-rable sur les variations séculaires 
des orbites de 00s deux planètes; il montra aussi que les inégalités séculaire», dues 
aux carrés des forces perturbatrices , n'altéraient pas les équations de condition qui ont 
Jieu entre les variations de chaque élément ; que la partie de la fonction perturbatrice , 

. qui cirt indépendante des moyens mouvemens , est constante par rapport aux élémens 
de la planète troublée ; et que sa différentielle , par rapport à ces démens , est nulle , dtt 
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moins lorsqu'on néglige les quantités du quatrième ordre , par rapport aux excentri- 
cités et aux inclinaisons. Enfin, il fit soir . dans le livre YI 1 I, imprimé en » 8 o 5 , 
que l’inégalité séculaire de la Lune ne saurait être altérée par celles de son moyen mou- 
vement. 

Tel était à peu près l’état de la science sur ce point, lorsque M. Poisson lut à l’Ins- 1" M. moire 
titut, le 30 juin 1808, son Mémoire sur Us inégalités séculaires des moyens mouve- ,„ r J' 
mens des planètes (*), dans lequel il a le premier démontré que les quantités du second 
ordre par rapport aux forces perturbatrices , ne peuvent produire aucune inégalité sécu- 
laire dans les grands axes ou dans les moyens mouvemens. Pour parvenir à ce théorème 
important pour la stabilité de notre système, et qui ne pouvait être établi sans le secours 
de la théorie , l'auteur, après avoir rappelé les formules d'où dépendent les variations 
de tous les élémens elliptiques , et en avoir donné de nouvelles , détermine directement , 
par l’analyse, les inégalités séculaires du moyen mouvement, dépendantes du carré des 
tuasses , en négligeant d’abord les quantités du quatrième ordre par rapport aux excen- 
tricités et aux inclinaisons , et en faisant usage de considérations sur l’ordre des termes, ana- 
logues à celles que nous avons présentées , chap. III, d'après la Mécanique céleste. Le ré- 
sultat de ce calcul extrêmement long, et qui deviendrait impraticable pour les ordres 
supérieurs , loi fait voir que les termes non périodiques , qui sont en nombre infini , se 
détruisent tous dans l’expression du moyen mouvement. 11 prouve ensuite, en recourant, 
ainsi que nous l’avons vu pag. a 5 a , i l'équation générale des forces vives , sous Ja forme 
que lui a donnée M. Laplace (**) , que si les variations des coordonnées de la planète trou- 
blée n’introduisent aucun terme non périodique dans l’expression du moyen mouvement, 
i) en sera de même des variations des coordonnées de la planète perturbatrice, en ayant 
égard à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons. Il ne lui reste plus alors 
qu'à étendre la démonstration du premier point à un ordre quelconque' par rapport à ces 
derniers élémens, et il y parvient généralement, en exprimant les variations des coor- 
données de la planète troublée au moyen de celles de ses élémens elliptiques, en les 
substituant ensuite dans l’expression di (Térentielle du moyen mouvement, et en les mettant, 
ainsi que nous l’avons fait page a 5 a, sous une forme particulière, qui fait voir clairement 
que tous les termes séculaires doivent se détruire : ce résultat s'étend aussi i la variation 
du grand axe, et ne suppose aucune forme déterminée à la fonction perturbatrice. 

L’auteur passe de là aux variations séculaires de la longitude moyenne, et les déter- 
mine à l’aide de l'expression bien remarquable qu’il avait donnée au commencement de 
ton Mémoire pour celle de la longitude de l'époque, en remplaçant ainsi la formule de 
Lagrange seulement approximative , par une formule rigoureuse et très simple, que nous 
avons rapportée page a 3 i ; il retrouve aussi entre les inégalités séculaires de la longitude 
de l’époque , provenant de l'action mutuelle de deux planètes , le même rapport que 
M. Laplace avait obtenu entre les carrés des excentricités et des inclinaisons. Il démontra 
enfin que ces derniers élémens sont toujours renfermés dans d'étroites limites, et que 
la stabilité du système planétaire n’est pas altérée sous ce rapport, quand on a égard 
aux carrés des masses , et à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons. 

M. Laplace lut, le 17 août de la même année , au Bureau des Longitudes , un Mé- 
— — - M. L'tpJacc. 

(*) Il K dana k XV« cahier du Journal do l'Ecole Polytechnique. 

(**) Mtm. de Paris ^ 1784 > P*g- 18» Mcc. ccl t tout. I, pag. i 3 t. 
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moire pour servir de Supplément à la Mécanique céleste , où il est parvenu à donner non 
forme plus simple aux expressions différentielles des élément elliptiques des planètes , 
en ne les faisant dépendre que des différentielles partielles de la fonction perturbatrice , 
prises par rapport aux élément eux-mémes , et multipliées par des facteurs qui ne ren- 
ferment que ces élément. Pour cela , il a repris la formule de Lagrange , pour le grand 
axe , en remarquant qu'on pouvait y substituer , à la différentielle de la fonction pertur- 
batrice par rapport aux coordonnées on au moyen mouvement de la planète troublée , 
sa différentielle partielle par rapport à la longitude de l'époque ; il est arrivé , pour la varia- 
tion de celte dernière , à la même formule que M. Poisson ; il a repris , pour l'excentricité , 
les nœuds et l'inclinaison , les expressions qu’il avait déjà données, eu modifiant un peu 
la première , d'après la remarque que la différentielle partielle de la fonction perturba- 
trice par rapport à la longitude vraie, est égale à la somme de ses différentielles partielles 
par rapport aux longitudes de l'époque et du périhélie; enfin , il est parvenu à déter- 
miner la différentielle du périhélie , en observant que celle de la fonction perturbatrice , 
prise par rapport aux élémens , est égale à zéro : ce qui donne une équation entre les 
différentielles des six élémens, au moyen de laquelle on obtient celle du périhélie, lorsque 
celles des cinq autres sont déjà connues. 

, Nous avons vu que le principal avantage de ces formules rigoureuses et très simples , 
était de déterminer les variations finies de chaque élément, par le développement d'uns 
seule fonction en une série de cosinns d'angles qui croissent proportionnellement an temps , 
par la différenciation , la substitution et l’intégration de chaque terme ; et que la partie in- 
dépendante du temps donne par là des formules différentielle» des variations séculaires , 
aussi exactes qu'on veut par rapport aux puissances et aux produits des excentricités 
et des inclinaisons. M. Lapjace observe de plus, qu'elles mettent en évidence le beau 
théorème de M. Poisson : en effet, l'expression du moyen mouvement prend d'elle-mème 
la forme d'où es dernier a conclu qu'elle ne pouvait contenir aucune inégalité séculaire 
due aux variations des coordonnées de la planète troublée ; et quant aux variations des 
coordonnées des autres planètes, M. Laplace prouve, par la forme même de la fonction 
perturbatrice, qu’elles ne peuvent pas non plus introduire d’inégalités séculaires, en 
quelque nombre que soient ces planètes. 

Çes expressions conduisent l’auteur à la solution la plus générale et la plus simple des 
variations séculaires des élémens; il y présente la fonction perturbatrice sous une forme 
où elle devient indépendante du plan auquel on a rapporté les coordonnées, et que nous 
avons donnée d'après lui, chapitre III ; il fait voir que la partie non périodique de cette 
fonction ne dépend que de celle du terme de son expression qui est symétrique par rapport 
à m et à m'; il détermine la position des orbites par rapport à la position variable de la 
ligne de leur intersection mutuelle ; il fait voir que cette ligne ne sort pas du plan inva- 
riable, que son mouvement séculaire sur ce plan est donné par une intégration qui se 
rapporte aux quadratures , et conclut de ces formules les deux inégalités du mouvement 
lunaire en longitude et en latitude qui dépendent de l'aplatissement de la Terre, et 
qu'il avait déjà déterminées par une autre méthode, 

MrWm de L’attention de Lagrange sur un objet qui l'avait autrefois si heureusement occupé , et 
Ls^rmtec , qui q U ’;i avait ensuite totalement perdu de vue, fut réveillée, comme il le dit lui-même, 
l!jK,que!' " Kl "' par la découverte de M, Poisson , et il présenta au Bureau des Longitudes, dans la séançe 
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même où les belles recherches de M. Laplaco lui furent communiquées , un Mémoire sur 
la théorie des variations des élemens des planètes , et en particulier des variations des 
grands axes de leurs orbites. 11 forme la première partie du Mémoire qui se trouve , 
sous ce titre , dans ceux de l'Institut , pour l'année 1808. 

I .a grange y considère , comme M. Laplace , les différentielles partielles de la fonction 
perturbatrice , par rapport aux constantes arbitraires qui proviennent de l'intégration des 
équations du mouvement elliptique, et il parvieut, par une analyse très simple et très 
élégante, à exprimer chacune d'elles par une fonction linéaire et symétrique des varia- 
tions infiniment petites de ces arbitraires , où celles-ci se trouvent multipliées par de 
certaines combinaisons des différentielles partielles des coordonnées rectangulaires du 
corps trdublé, et de leurs dérivées , prises par rapport à ces mêmes constantes ; ce sont 
ces expressions générales que nous avons données au haut de la page 337 : elles sont 
indépendantes de la considération des orbites elliptiques, et peuvent s'appliquera toute 
autre hypothèse de gravitation , dans laquelle les orbites ne seraient plus des sections 
coniques. L'auteur, mettant alors les trois équations du mouvement sous une forme 
particulière, parvient , en les différenciant par rapport aux constantes arbitraires , et en 
combinant les résultats , à démontrer généralement, ainsique nous l'avons fait page 334* 
que toutes les combinaisons de différentielles partielles, qui forment les coefliciens de ces 
expressions.sont constantes, c’est-à-dire quelles ne renferment pas le temps d'une manière 
explicite, et ne peuvent être fonctions que des élémens eux-mèmes. 11 reprend ensuit» 
l'équation qui donne la variation du grand axe de la planète troublée , pour démontrer, 
à l’aide des formules précédentes , et indépendamment de celles du mouvement ellip- 
tique, que les variations des élémens de cette planète ne peuvent introduire, dans la va- 
leur du grand axe, aucun terme proportionnel au temps , et du second ordre par rapport 
aux masses perturbatrices. Nous avons déjà vu qu'on ne pouvait pas se servir de la même 
méthode pour étendre ce théorème aux variations des élémens des autres planètes, parce 
que la fonction perturbatrice n'est pas symétrique par rapport aux coordonnées de toutes 
les planètes; pour éviter cet inconvénient, Lagrange déplace l'origine des coordonnées^ 
qui était au centre du Soleil , et il la transporte au centre de gravité du système plané- 
taire ; la fonction devient alors symétrique, et demeure la même pour toutes les planètes. 
11 démontre ensuite l'invariabilité des grauds axes des ellipses décrites autour de ce der- 
nier centre , en ayant égard aux variations des élémens de toutes les planètes ; et il fait 
voir enfin, que. ces grands axes étant invariables, ceux des ellipses décrites autour du 
centre du Soleil le sont aussi. 

Dans la seconde partie de ce Mémoire, lue à l'Institut le ta septembre de la même 
année, Lagrange particularise les constantes de l'intégration, qui étaient jusqu'ici des 
fonctions quelconques des élémens elliptiques ; il prend pour ces constantes les élémens 
eux-mêmes, et calcule alors , au moyen des formules connues du mouvement elliptique , 
et en employant la considération de l'anomalie excentrique, les valeurs des quinze coeffi- 
ciens qu'il est nécessaire de déterminer immédiatement ; les substitutions qui paraissent 
devoir être très compliquées , se simplifient beaucoup lorsqu'on rejette d'avance tous les 
termes qui contiennent le temps hors des signes périodiques, en se fondant sur ce qu» 
tous les coelficiens doivent être indépendans du temps. Le résultat du calcul fait voir que 
1rs expressions de chacune des différentielles partielles de la fonction perturbatrice 

35 
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renferment au plu» , dans le cas des planètes, les différentielles de deux des six élémen» t 
au lieu de contenir , comme dans le cas général , celles de cinq d’entre eux ; de sorte 
que l'élimination qu'il faut faire pour obtenir la valeur de la différentielle de chaque 
élément, ne présente plus aucune difficulté. Lagrange fait, page 64, une remarque essen- 
tielle au sujet de la différenciation partielle de la fonction perturbatrice, relativement au 
grand axe , c'est qu'on peut se dispenser d'y faire varier la quantité n qui dépend de a; 
ce qui permet de substituer fndt à la place de nt , et fait disparaitre les termes qui se 
trouveraient multipliés par f. Les formules définitives auxquelles il parvient s’accordent 
avec celles de M. I biplace , et il fait voir comment on peut les appliquer à la recherche 
des équations séculaires. 

Nonveanx U appartenait à l'auteur de la Mécanique analytique, de considérer la théorie de la 
MriuoircJeLn- variation des constantes arbitraires dans tonte sa généralité , et d'en étendre l'usage 
St- "boisson. C à tous les problèmes de la Mécanique. C’est en effet le but du Mémoire que Lagrange 
lut à l'Institut le i3 mars 1809 (*). On sait que, quel qoe soit le système de corps dont 
on cherche le mouvement , et de quelque manière qu'ils agissent lea uns sur les autres , 
on peut toujours'réduire les variables qui déterminent leur position dans l'espace, à un 
petit nombre de variables indépendantes , en éliminant , au moyen des équations de con- 
dition données par la nature du système , autant de variables qu'il y a de conditions. 
Cette réduction supposée, le problème consiste à déterminer chacune de ces variables 
par le temps. Lagrange avait donné , dans la seconde partie de sa Mécanique analy- 
tique , la forme générale des équations différentielles , pour chacune des variables 
indépendantes dont il s’agit. Il suppose alors que, dans un problème donné, on soit 
parvenu à intégrer complètement les équations dont il dépend , mais en faisant abstrac- 
tion de certaines forces perturbatrices très petites, qui agissent sur ces corps dans une 
raison quelconque des distances; il réduit l’effet de ces forces à ne faire varier, dans la 
~ solution générale , que les constantes arbitraires introduites par les différentes intégra- 
tions ; et comme il doit y avoir deux constantes arbitraires, A raison de chaque variable, 
puisque ces variables dépendent d’équations différentielles du second ordre, il peut faire 
en sorte que non seulement leurs expressions Gnies, mais encore leurs expressions diffé- 
rentielles , soient les mêmes que si les constantes dont il s’agit demeuraient invariables. 
En considérant, sous ce point de vue , la variation des constantes arbitraires , il parvient 
à un résultat aussi simple qu'inespéré, savoir : que la fonction qui représente l'intégrale 
de toutes les forces perturbatrices , multipliées chacune par l'élément de la distance dont 
elle dépend , jouit , comme dans le cas des perturbations des planètes , de la propriété 
que ses différentielles partielles , relatives à chacune des constantes arbitraires, sont 
exprimées uniquement par des fonctions différentielles de ces mêmes constantes sans le 
temps, l.'auteur fait voir ensuite qu'on peut appliquer ces formules à l’un des problèmes 
les plus importans du système du monde , celui de la rotation des planètes autour 
de leur centre de gravité , en ayant égard à leur Ggure non sphérique , et A l'attraction que 
les autres planètes exercent sur chacune de leurs molécules ; il annonce qu'il se pro- 



(*) n te mute (Un, les Mém. de doit, pour 1808, sons le tilre de Mémoire sur la théorie générale 
de le variation dti constantes arUtreiret dont tout let proklèmet de la Mécanique, 
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pose d’en faire l'objet «Ton antre Mémoire, mais il n'a pas exécuté ce projet, et c’isj 
à M. Poisson qu’on doit de l'avoir le premier réalisé. 

Dans le Mémoire actuel, Lagrange démontrait d'une manière fort longue, et en exécu- 
tant entièrement les différenciations, la propriété fondamentale que les coefficirns des diffé- 
rentielles des constantes, dans les expressions des différeutielles partielles de la fonction 
perturbatrice , sont indépendans du temps ; mais il prouva , peu de temps après, dans une 
siddition à ce Mémoire, qu'il était possible de simplifier l'équation intégrale qui exprime 
cette propriété, et de la déduire directement des trois équations différentielles du problème, 
par le seul jeu des caractéristiques O et J", uniquement relatives à la variation des cons- 
tantes arbitraires. Il montra aussi, dans un Supplément, que la formule qui donne la dif- 
férentielle partielle de la fonction perturbatrice par rapport à l'une des constantes au 
moyen des différentielles de toutes les autres constantes, et à laquelle il n'était arrivé que 
par une analyse assez compliquée, pouvait se déduire immédiatement des équations primi- 
tives ; et que son Mémoire présenté de cette manière ne tiendrait que deux ou trois pages. 

M. Poisson lut aussi à l 'Institut, le 16 octobre 1803 , un Mémoire sur la variation 
des constantes arbitraires , dans les questions de Mécanique , dans lequel il présenta toute 
cette théorie sous un nouveau point de vue (*). Il parvint à exprimer directement les diffé- 
rentielles premières des constantes arbitraires devenues variables, au moyen des différen- 
tielles partielles de la fonction perturbatrice , prises par rapport aux constantes arbitraires, 
et multipliées par de certaines fonctions de ces mêmes quantités. L’anteur ayant démontré 
dans un lemme préliminaire , par une méthode dont la longueur est peut-être inévitable 
dans le cas général , que ces dernières fonctions ne renfermaient pas le temps d'une ma- 
nière explicite , obtint ainsi des formules inverses de celles de Lagrange , et qui offrent 
avec ces dernières une singulière analogie. Elles sont plus directes et n'exigent aucun* 
élimination ; elles ont aussi l'avantage de pouvoir encore s'appliquer, quand les équation* 
du mouvement primitif ne peuvent s'intégrer que par la méthode des quadratures , et 
qu'il est impossible par conséquent d'exprimer les coordonnées des mobiles en fonction 
des constantes arbitraires. 

M. Poisson choisit pour premier exemple de l'application de «es nouvelles formules , 
le mouvement d’un point attiré vers un centre fixe suivant une loi quelconque. On par- 
vient dans ce cas à séparer les variables dans les équations différentielles du mouve- 
ment, sans pouvoir achever les intégrations , ni exprimer les variables sous forme finie, 
tant que la loi de l’attraction reste indéterminée. Cette circonstance n'empêche pas 
d'obtenir, au moyen des formules de M. Poisson, les variations des six arbitraires 
contenues dans les intégrales de ces équations différentielles. La forme de ces expressions 
ne dépendant pas de la loi d'attraction, elles doivent s'accorder avec les valeurs des 
différentielles des élémens des planètes qui se rapportent au cas de la nature , où cette 
force suit la raison inverse du carré des distances. L'auteur vérifie en effet qu'elles 
coïncident dans ce cas avec celles de Lagrange ; et il prouve aisément, par quelques 
transformations , qu'elles s'accordent aussi avec celles du Supplément à la Mécanique 
céleste. Il fait ensuite l'application de ses formules à un second exemple, savoir, le 
mouvement de rotation d'un corps solide de figure quelconque ; mais comme ce cas , 



(*) y O feXV* Cahier du journal do t École Polytechnique. 
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bien remarquable en ce que les différentielles des constantes qui s'y rapportent ont 
identiquement la même forme que dans le premier problème, n'entre pas dans notr» 
sujet, nous ne devons pas nous v arrêter. 

Lagrange parvint encore, dans un petit Mémoire In le 19 février 1810, à simplifier 
l'application de ses formules générales aux problèmes de Mécanique, en remarquant 
que, si l’on développe les expressions des variables indépendantes, en séries de puis- 
sances ascendantes du temps , les fonctions de ces variables, qui forment les coefficiens 
de chaque terme des expressions générales des différentielles partielles de n , ne renfer- 
mant pas le temps , ne doivent contenir, après les substitutions, qne les premiers terme* 
tous constans de ces séries, et les coefficiens des seconds. Si donc on adopte ces quantités 
pour constantes arbitraires, on aura directement les expressions très simples de leurs 
différentielles, ou de celles des coordonnées et des vitesses initiales, lorsqu’il s’agit 
du mouvement de translation -, expressions que M. Poisson avait données déjà , dans 
ce cas , à la fin du numéro 37 de son second Mémoire. Si l’on veut ensuite faire usage 
de nouvelles constantes arbitraires, on peut facilement, en les considérant comme des fonc- 
tions des premières , obtenir aussi leurs variations. C'est la marche que nous avons suivie 
page aaÇ, dans ta détermination des différentielles partielles de la fonction perturbatrice. 
On peut éviter ainsi l'élimination, en employant l’intermédiaire d’un système particulier de 
constantes arbitraires , pour lesquelles cette élimination se trouve toute faite , et en reve- 
nant ensuite de ces constantes particulières à des constantes quelconques. Les formules 
auxquelles M. Lagrange parvient ainsi, ne coïncident pas immédiatement avec celles de 
M. Poisson , parce qne celles-ci renferment les constantes arbitraires en fonctions des 
variables du problème et de leurs différentielles, au lieu que celles-là ne renferment 
ces constantes qu'en fonctions d’autres constantes -, mais il observe qu'il est facile de se 
convaincre à priori qu’elles conduisent aux mêmes résultats. 

Les modifications successives , et les perfectionnemens graduels que Lagrange avait 
faits à sa théorie de la variation des constantes arbitraires , dans les problèmes de Méca- 
nique , devaient faire désirer qu'il rassemblât tous ses travaux sur ce sujet , pour en 
former un tout réduit au degré de généralité et d'élégance qu’il pouvait lui donner. C'est 
à ce but important qu'il est parvenu dans la seconde édition de sa Mécanique analytique, 
dont le premier volume , imprimé en 1811, renferme une Section (la cinquième de la se- 
conde partie) intitulée : Méthode générale d'approximation pour les problèmes de Dy- 
namique , fondée sur la variation des constantes arbitraires. L'auteur a appliqué cette 
méthode au système du monde, dans la Section VII, qui contient, outre la théorie du mou- 
vement elliptique ou parabolique, celle des variations des élémens des planètes, et en par- 
ticulier celle de leurs inégalités séculaires, avec les équations de condition qui limi tendeurs 
accroissement ; on n’y trouve pas cependant le développement de la méthode suivie pour 
l'intégration des équations séculaires , ni la théorie des inégalités périodiques. La mort a 
enlevé ce grand homme au monde savant, avant qu’il eût terminé son ouvrage , et l'ou 
devra toujours regretter cette perte irréparable. 

La première classe de l'Institut avait proposé, dès l’année 1804, pour sujet d’un prix 
de Mathématiques, la théorie des planètes , dont f excentricité et l'inclinaison sont trop 
considérables pour qu'on en puisse calculer les perturbations assez exactement par les 
méthodes connues ; elle u’exigeait que des formules analytiques , mais disposées de ma- 
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hière qu'on pût les appliquer avec sûreté, soit à 1 a planète Pallas ; soit A toute autre. 
Pi’ayant alors reçu aucun Mémoire sur la question proposée , elle a continuellement remis 
ce sujet au concours , sans obtenir encore aucune solution satisfaisante. MM. Burckhardt 
et Binet sont parvenus cependant l'un et l’autre à pousser plus loin qu’on ne l'avait encore 
fait le calcul analytique des perturbations. Le premier, dans un Mémoire compris dans 
ceux de l’Institut pour 1808, a déterminé , par la méthode de M. Laplace , plusieurs 
classes de termes qui donnent des perturbations des six premiers ordres ; le second a pré- 
senté à l’Institut , en 1813 , un grand travail sur le développement de la fonction d'où 
dépend le calcul des perturbations des planètes , et dont l’objet est de fournir les moyens 
de calculer immédiatement Un terme quelconque de ce développement dépendant d’un 
argument déterminé , en supposant l'approximation portée jusqu'aux septièmes dimen- 
sions des excentricités et des inclinaisons. 

M. Poisson a pris, dans l’année 1816, la Mécanique analytique pour texte d'un 
cours public, où il a particulièrement développé la théorie des perturbations planétaires, en 
cherchaut à en simplifier de nouveau l'exposition. Il a présenté à l'Institut, le a sep- 
tembre de cette même année , un nouveau Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires , dans les questions de Mécanique , dont la publication est impatiemment 
attendue des amis des Sciences mathématiques. On voit , d'après l'annonce que l'auteur 
en a faite dans le Bull, de la Soc. Phi!., de 1816, page 148, qu’il s’y est proposé d’ob- 
tenir les expressions différentielles des constantes arbitraires, ou du moins une partie 
d’entre elles , par une méthode indépendante de la nature du problème. Il trouve , en 
général, dix constantes arbitraires dont les différentielles sont connues 0 priori , savoir, 
les six constantes qui sont relatives au centre de gravité, la constante qui entre dans 
l'équation des forces vives , et celle que contient chacune des trois équations relatives à 
la conservation des aires; ou bien, A la place des trois dernières, les deux angles qui 
déterminent la direction du plan invariable , et la somme des aires projetées sur ce plan. 
Dans le problème du mouvement d’un corps attiré vers un centre fixe , et dans celui dü 
mouvement de rotation, on n’a pas à considérer les six constantes relatives au centre de 
gravité ; mais, aux quatre autres , il en faut joindre deux , dont l'une est la constante 
ajoutée au temps, et l'autre un angle compté dans le plan invariable : ces deux constantes 
n'entrant pas dans les intégrales communes à tous les problèmes , leurs différentielles ne 
sont pas connues à priori; mais l’espèce de réciprocité qui existe entre les coefficiens 
contenus dans les différentielles des constantes qui se rapportent à un même problème, 
ne laisse qu’un seul coefficient à déterminer par rapport aux deux nouvelles constantes; 
et sa valeur , calculée par les formules du premier Mémoire de M. Poisson , se trouve 
être égale à zéro pour l'un et pour l'autre problème. L'auteur, après avoir ainsi obtenu 
des expressions différentielles des six constantes arbitraires, applicables aux deux ques- 
tions, et les mêmes que Celles du Mémoire cité, se borne A considérer, dans son qua- 
trième et dernier paragraphe , les variations des grands axes et des moyens mouvemens 
des planètes. 11 rappelle d'abord sa démonstration de l'invariabilité de ces élémen», 
qOand on néglige les quantités du troisième ordre par rapport aux masses des planètes , 
et qu'on fait abstraction des inégalités périodiques ; il démontre ensuite que les variations 
des coordonnées de la planète troublée n’introduiraient aucune inégalité séculaire dans la 
différentielle seconde de son moyen mouvement, lors même que l'on pousserait daus 
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celles-là l'approximation jusqu'aux termes dn second ordre inclusivement, et pent en 
conclure, par induction , qu’il en serait de même dans toutes les approximations sui- 
vantes. Il resterait encore à démontrer que les variations des coordonnée» des planètes 
perturbatrices ne peuvent pas non plus produire, dans le moyen mouvement , d’inégalités 
séculaires du troisième ordre par rapport aux masses ; mais -heureusement , passé le se- 
cond ordre, cette question n’intéresse plus l’Astronomie , puisque si le moyen mouvement 
renfermait des inégalités séculaires dues à ces variations , elles seraient comparables , 
dans leur maximum, aux inégalités périodiques ordinaires , et n’auraient par conséquent 
aucune influence sensible sur les mouvemcns planétaires. 

Nous terminerons ici l’exposition que nous avions entreprise des principaux travaux 
relatifs à l’une des plus belles parties de l’Astronomie, espérant que la lecture de cet 
Essai pourra inspirer à quelques personnes le désir de puiser aux ouvrages originaux, 
et que l’analyse de ce qui a déjà été fait de plus remarquable sur ce sujet, pourra 
provoquer de nouvelles recherches. 



NOTE 

Relative à V équation séculaire de la Lune. 

NOOS n’avons pas cité, dans le chapitre 10 de notre première partie, le Mémoire snr 
F /‘quation séculaire de la Lune , donné par Lagrange dans le Recueil de l’Académie 
de Berlin pour 179I , soit parce qu’étant fort postérieur à la découverte de M. Laplace , 
il perdait ainsi une grande partie de son intérêt, soit parce que nous n’avions pas encore 
parlé de la méthode sur laquelle il est fondé : c’est à suppléer cette omission que la 
note fuiyante est destinée. 

Nous avons vu que Lagrange avait le premier reconnu , par la théorie , que les lon- 
gitudes moyennes pouvaient être sujettes à des variations séculaires dépendantes des carrés 
des excentricités et des inclinaisons , et nous avons donné d’après lui , au bas de la 
page aol , une formule approchée de ces variations. Il lui échappa , dans l'application 
numérique qu’il en fit à Jupiter et à Saturne (A/ém. de Berl. 1783, pages aao et aa 3 ), 
une singulière erreur de calcul ; car il supposa , dans l’évaluation des coefliciens , que 
la division d’un certain nombre de secondes par un autre nombre de secondes , donnait 
pour quotient une fraction de seconde , tandis que le quotient était un nombre abstrait 
exprimé en parties du rayon pris pour unité. C’est à cela ( de même qu’à une légère 
inexactitude que Lagrange a remarquée depuis dans la valeur du coefficient (a) du second 
terme de sa formule , qui devait être égal et de signe contraire au coefficient (4) du 
quatrième) qu’est due l’excessive petitesse de l’inégalité qu’il en conclut pour Jupiter 
et pour Saturne; et ce résultat lui fit alors, probablement, regarder comme inutile de 
faire la même application à la Lune. 

L’objet de son Mémoire de 1 7q3 est de montrer avec quelle facilité sa formule fournis- 
sait , en y substituant la Terre au Soleil, la Lune à Jupiter, et le Soleil à Saturne, 
les termes dont M. Laplace venait de déduire l’explication de l’équation séculaire de 
la Lune. 11 trouve eu effet, page 29S, dans l’expressiou différentielle de la variation séctt- 
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NOTE. 

Uire de U longitude de l’époque S, un terme qui peut être mis sous la forme. . 

| n* (tang*y — a'*) dw; n étant le rapport des temps périodiques de la Lune et de la 
Terre , a' l'excentricité de l'orbite de la Terre , » le moyen mouvement de la Lune , 
y l'inclinaison mutuelle des deux orbites; et l'intégrale — J n*/V*dx, considérée seule , 
lui donne , en y mettant ponr a' sa valeur approchée de la forme a-\-bt, ce qu’il appelle 
F équation séculaire du mouvement moyen. 

Il manquait cependant deux choses à cettê méthode pour la rendre entièrement satis- 
faisante. En effet, il fallait d'abord prouver que le terme dépendant de l'inclinaison 
mutuelle ne pouvait apporter aucune modification sensible dans la variation séculaire de 
l’époque : c’est ce que nous avons fait page a55, en démontrant, d’après M. Laplace, 
que cette inclinaison est constante, même dans le cas de la Lune; et comme l’équation 
séculaire dépend du carré des masses, il fallait aussi avoir démontré l'invariabilité des 
moyens mouvemens en allant jusqu’aux quantités de cet ordre , pour pouvoir supposer 
que toute l'inégalité séculaire de la longitude moyenne était comprise dans celle de la 
longitude de l'époque. Au reste , il était possible , dans le cas de la Lune , de se passer 
de ce dernier théorème, par la considération suivante, qui est due à M. Laplace. 

En effet, nous avons déjà vu , d’après l'expression générale de la variation du moyen 
mouvement , que ce n'était que par la combinaison des termes périodiques, qu’il pouvait 
résulter dans cet élément des termes séculaires de l'ordre du carré des masses. Supposons 
donc dans Cl un terme A cos (i'n't — int -f- iV — it -f- «) que l’on combine avec un autre 
termeBcos (g'n't—gnt-f-g't' — gi-J-C) provenant de la variation des élémens : il en résul- 
tera dans /a la quantité i AB cos [(i' — g') (n't -+-«') — (i — g ) (nt -f- •)-+■« — C] , . 

ce qui produit dans ‘—g— , en observant de ne différencier que par rapport aux • qui se 
trouvaient primitivement dans ti , le terme 

i ABisin[(i'-s')(n't+ •)-(*-*) + 0 

celui-ci ne peut faire naître d’inégalité non périodique que lorsqu’on a i = g , i' — g, 
et que i n'est ni égal à zéro , ni égal à i’. En effet , les premières conditions sont néces- 
saires pour que les moyens mouvemens disparaissent, et les dernières doivent avoir lieu 
pour que le terme tout entier ne soit pas nul, puisque nous avons vu, page a3 4, que i' — i 
était égal à la somme des multiples des angles • , • et A qui entraient sous le signe pé- 
riodique , et que la supposition de i' — i égal à zéro , donnerait par conséquent a = o, 
Casa O. 

On voit par là que si la variation des élémens pouvait produire , dans le moyen mou- 
vement, des termes non périodiques, ils dépendraient nécessairement du sinus des 
longitudes du noeud ou du périhélie de la planète troublée ; et comme les variations de 
ces élémens dans la théorie de la Lune rentrent , à cause de leur rapidité , dans la 
clasîe des simples inégalités périodiques, on peut en conclure à priori, que s'il existait 
quelque inégalité séculaire dans le moyen mouvement de la Lune, elle ne pourrait altérer 
celle de sa longitude moyenne. 

11 n’est peut-être pas inutile de remarquer 3* ce sujet qu’on peut, par la seule méthode 
donnée par Clairaut, dans sa Théorie de la Lune, découvrir le terme qui produit l’équa- 
tion séculaire de ce satellite. Reprenons en effet les notations du chapitre a de notre 
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première partie, et désignons par r et 1 les distances de la Lune et du Soleil à la Terre,' 
par A et fies demi-paramètres des deux orbites , par e et i leurs excentricités , par z et 
mêles anomalies vraies correspondantes comptées de l'apside supérieure ; nous aurons , 
d’après les pages n4 et a6 , 



- —t — e corme 

T 



f r 3 

— etc. , Ÿ = i — i cos z , d’où — = i 4- etc. , 



P 



ss t + i ** + etc> 



m r 3 P 

Ces valeurs étant substituées dans le terme — - . p . de l'expression de la fonction 

a de Clairaut, qui retrouve page 43 de la seconde édition de sa Théorie, y feront naitre 

NA’ 

la quantité — J «i*, où a = —y, représente le carré du rapport des moyens mouvement 
de la Lune autour de la Terre , et de la Terre autour du Soleil. 

Ainsi l'intégration complète de l'équation fondamentale -^4 + s -}- Clsszo, donnée par 
Clairaut, page 5 de sa Théorie, et à laquelle nous sommes parvenus page io4, 
amènera dans la valeur de j, ou de i — - , le terme J mi', et de là dans celle de r* le 
terme A* ( i -f- 1 ai* ). 

Or, l'équation des aires donne dans ce cas r'dvssk’nJl, en désignant par nie moyen 
mouvement de la Lune ; ainsi le terme dont il s’agit produira, dans l'expression de la 
longitude vraie v, la quantité — j mft'.ndt, ce qui s'accorde entièrement avec l’ex- 
pression de l'équation séculaire de la Laine , donnée par M. Laplace. Mec. cél. , 
tome III , page 337 . 

Au reste, il faut se rappeler que la variabilité de l’excentricité de l'orbite terrestre 
n'étant pas généralement admise du temps de Clairaut : -lors même qu'il aurait reconnu 
l’existence de ce terme , il est probable qu’il n’en aurait déduit aucune conséquence 
utile , et qu'il l'aurait négligé comme étant compris dans le moyen mouvement observé. 



FIN, 
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ADDITIONS. 



Page i 3 , ligne 1 3 , en remontant. On doit mettre au rang des meilleurs Commentaire* 
de l'ouvrage des Principes , celui qui est à la suite de la traduction française de ce traité 
par M* du Chastellet, et où se trouvent particulièrement développées les théories des 
trajectoires , de l’attraction des sphéroïdes , de la ligure de la Terre et des marées. 

Page 96 , ligne 14 , en remontant. M. Burchhardt a présenté à l’Institut, le 3 o jan- 
vier 1 8cg , un Mémoire sur plusieurs moyens de perfectionner les Tables de la I.une , 
dans lequel il a simplifié l'application de la règle , attribuée à Mayer , par laquelle on 
détermine, par observation, le coefficient d'une inégalité, et qui consiste à diviser la 
somme des erreurs des Tables par la somme des sinus de l’argument que l'on consi- 
dère : en donnant un moyen simple d'obtenir à priori cette dernière somme d'une manière 
suffisamment exacte, lia inséré dans la Conn. des Tems de 1813, un petit Mémoic# sur 
l'usage de la période de dix-huit ans pour trouver avec facilité des lieux approchés de 
la Lune. Scs Tables, construites à l'aide de plus de quatre mille observations , ont été 
présentées à l'Institut, en décembre 1811 ; ce sont les premières où l'on corrige tous 
les argumens, à commencer par celui de Vévection, en y ajoutant la somme de toutes 
les équations précédentes. Elles ont été adoptées par le Bureau des Longitudes pour le* 
calculs de la Connaissance des Tems. 

Page 99 , ligne 1 4. L'angle ç — « est ce qu'on appelle V argument de la latitude. 

100, 9 , en remontant. Les lignes on et Oft sont les espaces décrits en vertu 

des forces £ et n , quand on suppose que ces forces impriment au commencement de 
l'instant dt , toute la vitesse qu’elles produisent réellement à la fin de cet instant. 

Page 10a, ligne 6. On voit plus clairement pourquoi la composante de la force », qui 

agit suivant le rayon vecteur x , est , en traçant la figure de manière à ce que ce 

rayon prenne, dans l'instant dt , un accroissement au lieu d'un décroissement. 

Page 104, lignent, en remontant. La marche la plus directe, pour déterminer les 
constantes de l’intégration, dans le cas de n = cos mu, est de ne pas ajouter de nouvelles 
constantes dans la détermination de A, mais de supposer, après la substitution de la 

valeur de A dans celle de s , que s et ^ sont nuis quand v = o ; et l'on trouve bien ainsi 



e + =fc=°» S= 0 ' 



Page 1 09 , ligne 9. L'équation IcosSTL=/ cos T' s'obtient en abaissant des pointsS 
et S' des perpendiculaires Sp et S'p sur LT , et en remarquant que la ligne T p est à 
la fois le cos. de l'angle STL, multiplié par le rayon ST, ou le cos. de l'angle S'TL, mul- 
tiplié par le rayon S'T. 

Page 168, à ta note. Si l'on suppose que l'inclinaison se compte positivement en s'éle- 
vant du plan des xy f \e rs l'axe des s, l'angle xaa' devra être pris négativement , ce qfi 
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donnera tang a'x æ — 8 sin « Ornais comme l’on aura aussi tang a'x = - = — — , il en 

p 

résultera toujours en comparant : 8 sin» =. 

U âge ai 8, ligne ) 5 . Pour obtenir les trois intégrales générales des aires, dans le cas 
de trois corps dtrnt les masses sont M , m et m', multiplions d'abord respectivement par 
— m rftly — m {y' — _y)] et m [ Mx — m' (x' — x)], les deux premières équations du 
mouvement relatif du corps m , et ajoutons la somme des produits à celle des deux pre- 
mières équations relatives à m' par — m £ My' — m {y — •y')] et m' Q Mx' — m(x — x')]; 
les termes se détruiront tous mutuellement, à l’exception de ceux qui viennent du premier 
de chaque équation , et nous aurons simplement 



>lQ 



xd-y — yd 1 

JH* 



+ m‘ 



, x'*y —ÿ&x 



dt % 






(x' — x) (rfy — d'y)— (y —y) fjd'x' — d 'x) 



] = o. 



+ mm 'C Tt 

ou en intégrant, avec une constante arbitraire c, 

Cette équation ne se rapporte qu’aux aires décrites sur le plan des xy, mais il suffit d’y 
changer x , x! , y, y, en z , z', x , x', ou en y, y , z , z', et réciproquement , pour obtenir 
les deux intégrales premières relatives aux plans des xz et des yz, savoir : 

zdx—xdz , ,z‘tLtf — X' c/c.' I U! — z)(dx' — rfx) — (x'-x){dz — dz) ~ 1 

+m - j+mm [_ 3jT J =*> 

y)(</z'— rfz)— (z'— z)(dy'— . 









dt 



Ce sont ces intégrales d’où l’on peut conclure les relations du bas de la page ao 3 . 
On peut aussi mettre la première équation sous la forme 

, xdÿ — ydx-^-x’dy—ydx' 
dt 



*ÊÙ^[ÈL - 



dt 



Si l’on y substitue pour X - V - - et > * curs va ' eur ’ V (M-f-m)o(i — <r“) cosy 

et t/fM+ m') a! ( i — «'•“) cosy', où y et y' représentent les inclinaisons de3 orbites de 
m et m au plan des xy, et que l’on ne considère que les termes qui donnent des inégalités 
séculaires : on verra facilement que le dernier ne peut pas en produire qui soient du 

premier ou du second ordre des masses perturbatrices, et l’on aura en faisant, .f 

M + m=«V, M + m' = n ,% a ' 3 , et en divisant partout par a , na' , n, l’équation 
ma'n' \/ 1 — e“ cos y -f- m'an 1 — c'* cos y' = c, 
qui subsiste par rapport aux variations séculaires dépendantes du carré des masses. 

Page a 5 a , dernière ligne. On peut parvenir directement à l’équation des forces vives , 
sous sa forme définitive, en multipliant respectivement les trois équations de la page 217, 
par _ 

amQ(M -f- m') dx — m'dx' ] , am £( M -f- m' ) dy—mdÿ~], îm [(M ■+• m') dz — mVi’], 



Digitized by Google 



ADDITIONS: a 83 

et en ajoutant les produits, à ceux des équations relatives à m par 
am' fir' — mdx], m) rfy' — milyj , m' [(M +m) dz — mdz]. 

Page aZy , ligne Z. La partie de s it relative au mouvement séculaire de l’écliptique, 
ue se compose, comme l’on voit, que de termes périodiques, mais sa substitution dans 
la relation (7) de la page 99, qui détermine la tangente de la latitude en fonction de 
celle de l’inclinaison , produirait dans cette dernière , par la combinaison des quantités 
sin(v-f-ô) et sin (v+gt-j-t), des termes de la forme A sin (g* + a) qui donne- 
raient des inégalités séculaires. C’est pour cela qu’il a été nécessaire de prouver que ces 
termes acquerraient un trop grand diviseur pour qu’on dut y avoir égard. • 

Page 376, ligne 3 . On doit remarquer que ces formules directes, de M. Poisson, étaient 
les seules qui pussent être employées dans le problème du mouvement de rotation, et que 
celles du premier Mémoire de Lagrange ne pouvaient en donner la solution. 
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